01086 
7 


pt 
a8 
A 


‘ 
3。 


空 团 解析 上 明 


内 Ly 
向 前 hwy 


和 机 与 算法 直言 BASK 


入 
了 2” 和 
入 ?和 nn 
\ C3 
从 - 
£ 
基本 
六 
. AT 


了 DD07 
统 $3 Ep 10910 owl 


定 Bh Sat ye 
A 


大 学 执 学 系 自 学 具 书 


东北 师范 大 学 


痪 昌之 主编 


辽宁 久居 条 


一 大 内 兰 年 :站 调 


大 学 数学 系 自 学 品 忆 
高 等 代数 
‘下 ) 

贺 虽 吾 ” 卡 纺 


这 学 人 大业 六 桩 有 由 溉 
r 守 阳 市 南京 村 611 电 2 基 ) 
鹉 宁 省 让 过 过 上 竺 屋 行 
沈 册 新 华 印 才 /* 印 员 


开本 #58164 声 印张 ，193z 
字 棕 ， 20.000 多 区 ，1 16,200 
19 和 3 年 了 月 第 1 版 1993 年 7 月 党 1 次 甲 刚 


统一 书 伟 ;7990237 证 认 :， 和 50 元 


责任 编辑 , 于 万 
封面 设计 ， 安 今生 


本 


第 七 章 ”集合 与 映射 …… 
和 信和 台 se 
2 映 角 et 
83 代数 运算 pp 
$d4 集合 按 子 集 的 

分 类 ce 
习题 十 een 

第 八 章 ” 众 阵 的 运算 ….… 
31 经 阵 的 运算 及 其 

性 质 a 
82 可 道 矩 阵 ， 
83 初等 矩阵 
习题 凡 ……… 


§1 


”第 九 章 ”对称 阵 在 相合 之 


下 的 标准 形 


二 次 型 ”对 称 阵 


在 相合 之 下 的 


对 称 隆 在 战 鹿 的 初 

等 变换 下 的 

化 简 .…… 《富生 
报 性 定律 ,wp {114} 
正定 给 有 阵 .………………: (119) 


可 是 让 【192) 


第 十 音 ” 方 阵 在 相似 之 下 


§1 
§2 
§3 


§4 
§5 


§6 


$7 


的 标准 膨 ……… (134) 


方 阵 的 相似 受 担 似 

从 并 { 二 号 
特征 第 阵 特征 向 
是 136) 
特征 向量 系 ………: (146) 
正 交 竹 阵 pp (1569 
实 对 称 阵 在 正 交 相 
合 之 下 的 标 

准 形 ee (175Y 
正 交 矩阵 在 正 交 丰 
似 之 下 的 标 

准 形 0 (i183Y 
有 理 标 准 形 鞍 当 


标准 形 .……… (194) 
88 -矩阵 定 初 等 变换 
之 下 的 化 简 ”相似 
定理 :ee Co10) 
习题 十 .ee (236} 
第 十 一 音 ”组 性 空间 …. (239) 
$1 线性 空间 的 定义 与 
简单 性 质 ， 多 pe (239) 
§2 子 窗 间 ……… 【2 二 4 
$3 子 空间 的 交 与 和 
直 和 :0 《3 本》 
$4 线性 相关 性 …… 和 … 4257) 
85 有 限 维 线性 
空间 .ee (C0862) 
8S6 举 榨 :ee (267) 
$7 线性 空间 的 
同 枸 sererseresesert (077) 
习题 二 一 一 和 {291Y 
第 十 二 章 ” 煞 性 变换 ,…，…: (284) 
$1 线性 变换 的 定义 及 
简单 性 岳 .……-…--， C284) 
$2 线性 变换 的 
运 算计 esrsereree “+ (90 
§3 线性 变换 与 子 空间 
的 英 芭 oo 【298 人 3》 


$4 不 变 子 空间 


示 婚 阵 .… 


第 十 三 章 ” 欧 氏 空 闻 太 其 


线性 变换 …… 


31 欧 氏 空间 的 定义 及 


简单 性 质 …，… 
$2 有 限 维 欧 氏 空间 

标准 正 交 基底 ……. 
$3 ”对称 变换 与 正 交 灾 

所 
习题 十 三 久 peeeeeeeeee 


学 习 指 导 
第 七 章 集合 与 耽 射 …… 
[内 容 提要 ] …… 


[内 容 分 折 ] …… 
[例题 选 解 7……… 


{302) 


35 有 限 维 空间 的 线性 


{328) 


(328) 


(335) 


(352) 
(358) 


{362) 


(362) 
(363) 


370) 


第 八 章 


第 九 章 


第 十 党 


第 十 -- 章 


第 十 二 章 ”线性 变换 …… 


拭 阵 的 运算 …… (377》 


[内 容 提 要 了] (377) 
[内 容 分 析 ]…… {379) 
[例题 选 解 ] …… 7381》 


对 称 阵 在 相合 之 
下 的 标准 形 ra 388) 


[内 容 担 要 了 …… (388) 
[ 肉 容 分 析 ] ……*: {389) 
[例题 选 解 ] …… 《391) 


方 阵 在 相似 之 下 
的 标准 形 ……… (397) 


[内 穴 担 要] .…… {397) 
[向 容 分 析 3 ……， (472) 
[人 葬 题 选 解 ] ，……: (421) 


线性 空间 …… 


[内 容 提要 ] ……. {435) 
[和 内容 分 祈 ] ,，…… 
[例题 选 解 ] ……: 


[内 容 提 要 ] ……， 
[内 容 分 析 ] …… 


第 七 章 


[例题 选 解 ] 


[内 容 提要 ] …… 
[内 容 分 析 ] …… 


彝 习 一 
练习 二 ,0 


第 十 三 章 ” 企 氏 空间 及 其 
线性 变换 …… 


练习 与 习题 解答 


集合 与 映射 …… 


并 5 
ar 和 于 
重 人 


练习 四 


习题 全 


中 中 


第 八 章 ”矩阵 的 运算 …… 


‘40 


(451» 


{453) 


{453) 


5 


(455) 
‘458» 


“(60 


《67 


(467 


… (470) 
… (473) 


有 


下 的 标准 形 …… 


[| 


(477) 


(4824) 


第 十 章 ” 方 阵 在 相似 之 下 第 十 二 章 ”线性 变换 …… (557) 
的 标准 彤 ……… (501) 

义 苹 a (B57) 
可 er (559) 
练习 三 pe 《563) 
i (566) 
习 瑟 ee 《ng8) 
练习 六 :pe 《sg) 练习 大 《57 
本 着 十 二 …pe (572) 


雏 性 变换 ……: {586) 


鱼 避 一 (586) 
彝 一 9d 竹本 二 ,pe {591) 
练习 二 a (S536Y 中 SE (p95) 
绑 避 三 (536) 习题 十 三， (B00Y 


练习 五 让 (Edn} 居 认 ee B16) 


第 七 章 ”集合 与 映 出 


通过 以 上 几 章 的 学 习 ， 我 们 可 以 初步 地 看 到 高 等 代数 讨论 问题 
一 -提出 问题 、 分 析 问 题 和 解决 河 题 的 一 些 基 本 特点 ， 

着 眼 于 率 物 的 总 体 ， 从 事物 的 总 体 考 虑 问题 和 提出 问题 ， 

例如 ， 在 初等 代数 讨论 了 解 二 、 三 元 线性 方程 组 的 基础 上 ， 我 
们 卓然 地 着 眼 王 未 知 数 的 个 数 与 方程 的 个 数 都 不 受 限 制 的 所 有 的 线 
性 方程 组 的 总 体 ， 从 线性 方程 组 的 总 体 考虑 问题 ， 提 出 一 般 线性 方 
程 组 的 求解 沿 题 ， 

对 于 给 定 的 一 个 线性 方程 组 来 说 ， 我 们 也 是 着 眼 于 它 的 所 有 的 
解 ， 从 人 解 的 总 体 考 虚 问 题 ， 提 出 解 的 结构 问题 . 

再 如 ， 在 学 过 一 元 二 次 和 三 次 多 项 式 的 因 式 分 解 问题 的 基础 
上 ， 我 们 自然 地 着 眼 于 次 数 不 受 和 良 制 的 所 有 一 元 多 项 式 的 总 体 ， 从 
任意 的 一 元 多 项 式 的 总 体 考 虑 问题 ， 提 出 一 元 多 项 式 的 整除 性 问 
题 ， 

类 似 好 ， 在 学 了 一 元 一 次 和 一 元 二 次 方程 的 解法 之 后 ， 也 自然 
的 要 考虑 一 元 高 次 方程 的 求解 问题 ， 提 出 一 元 方程 的 根 式 解 问题 ， 

又 如 ， 在 第 一 章 关 于 数 的 讨论 中 常常 也 是 这 样 提 出 问题 的 。 由 
于 数 数 的 沉 要 ， 我 们 认识 了 个 别 的 自然 数 ， 进 而 着 服 于 所 有 自然 数 
的 总 体 ， 从 自然 数 的 总 体 考虑 问题 ， 提 出 自然 数 的 结构 和 运算 的 圭 
闭 性 等 问题 。 对 整数 ， 有 理 数 、 实 数 和 复数 的 讨论 也 是 {或 者 也 可 
以 是 ) 这 样 提出 问题 的 ， 

从 以 上 说 明 中 可 以 者 出 ， 着 眼 于 事物 的 总 体 ， 从 事物 的 总 体 考 
虑 问题 和 提出 问题 是 高 等 代数 的 一 个 重要 特点 . 

着 眼 于 事物 的 赛 化 和 这 物 间 的 相互 关联 ， 从 全 物 的 变化 和 可 互 


关联 中 寻求 分 析 问 题 的 门 径 ， 找 出 解决 问题 的 线索 和 方法 ， 

例如 ， 线 性 方程 组 的 求解 问题 ， 我 们 从 线 人 性 方程 组 的 变形 中 得 
到 局 发， 分 析 同 解 变换 的 规律 ， 从 这 种 “形变 解 不 变 ” 的 规律 中 拷 
出 解决 问题 的 线索 和 方法. 

对 于 线性 方程 组 解 的 结构 问题 ， 我 们 记 是 从 齐 次 线性 方程 组 与 
非 章 次 线性 方程 组 解 的 变化 和 相互 关联 中 得 到 启发 ， 分 析 解 的 变化 
与 相互 关联 的 规律 ， 从 这 种 规律 中 找 出 解决 问题 的 线索 和 方法 . 

月 如 ， 拒 线性 方 和 者 组 抽象 为 窍 阵 ， 对 第 阵 的 行 做 初等 变换 来 解 
线性 方程 组 的 问题 ， 我 们 通过 竹 阵 与 行列 式 之 间 的 联系 ， 从 这 种 出 
矩阵 到 行列 式 的 变化 和 相互 关联 中 得 到 局 发， 分 析 和 矩阵 在 初等 变换 
下 的 规律 ， 从 “形变 萄 不 变 ”的 规律 中 找 出 解决 河 题 的 线索 和 方 
法 ， 

又 如 ， 一 元 多 项 式 的 整除 性 问题 ， 我 们 从 由 多 项 式 到 因 式 、 公 
因 陈 和 最 大 公 因 式 的 变化 和 相互 关联 中 得 到 启发 ， 分 析 因 式 、 公 因 
式 和 最 大 公 因 式 的 规律 ， 从 这 种 规律 中 找 出 解决 问题 的 线索 和 方 
法 ， 

类 似 的 ， 对 一 元 高 次 方程 的 根 式 解 问题 ， 我 们 也 是 从 方程 的 变 
形 和 相互 关联 中 找 出 解决 癌 题 的 线索 和 方法 . 

从 以 土 说 明 中 可 以 君 昌 ， 着 眼 于 事物 的 变化 各 事物 间 的 相互 关 
联 ， 从 专 物 的 变化 和 相互 关联 中 寻求 分 析 问 题 的 门 径 ， 找 出 解决 问 
题 交 线索 和 方法 是 高 等 代数 的 又 一 重要 特点 . 

运算 是 讨论 问题 的 基础 又 是 讨论 的 基本 课题 ， 这 也 是 高 等 代数 
的 一 个 显著 的 特点 ， 

例如 数 的 四 则 运算 既是 讨论 数 的 基础 也 是 数 的 讨论 的 基本 课 
是 而 对 于 多 项 式 ， 则 是 在 数 的 四 则 运算 基础 上 来 研究 多 项 式 运 算 
的 基 本 性 质 的 ， 又 如 5 维 向 二 空间 就 是 以 数 的 运算 为 基础 米 研 究 数 
组 的 - - 些 运 算 性 质 的 . 

综 上 记述 ， 我 们 可 以 初步 地 看 到 ， 着 眼 于 事物 的 总 体 ， 从 事物 
的 总 体 苦 忠 问题 和 提出 问题 ， 着 眼 于 事物 的 变化 和 相互 关联 ， 从 事 
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物 的 变化 和 相互 关联 中 寻求 分 析 问题 的 门 径 ， 找 出 解决 问题 的 线索 
和 方法 ， 以 运算 为 讨论 的 基本 课题 是 高 等 代数 的 三 个 重要 特点 . 

-- 般 地 说 从 事物 的 总 体 上 和 事物 的 变化 以 及 相互 关联 中 掌握 事 
物 是 近代 数学 的 普遍 特点 ， 而 以 运算 作为 讨论 的 基本 课题 则 是 代数 
学 区 别 于 其 它 数学 学 科 的 显著 特征 。 

本 章 在 前 儿 章 的 基础 上 ， 初 步 介绍 抽 条 代数 中 一 些 最 普遍 和 最 
基本 的 概念 和 方法 ， 为 以 后 几 章 的 讨论 做 好 必要 的 准备 ， 则 时， 对 
我 们 系统 掌握 和 深入 理解 以 前 几 章 的 内 容 和 方法 也 是 有 启发 的 。 


31 集 合 


在 第 一 章 我 们 曾经 提 到 过 集合 一 一 任意 一 些 事物 的 总 休 一 一 的 
概念 。 因此 ， 对 于 集合 这 一 数学 用 语 我 们 并 不 陌生 ， 由 于 从 事物 的 
总 体 上 汶 虑 问题 和 提出 问题 是 高 等 代数 的 -个 重要 特点 ， 于 是 ， 我 
们 把 事物 的 总 体 这 样 一 个 概念 明确 起 来 ， 突 出 出 来 是 非常 必要 的 ， 
这 在 数学 上 就 是 用 集合 这 一 术语 来 表达 的 。 即 任何 一 些 事物 做 为 一 
个 总 《整体 就 叫做 一 个 集合 。 在 数学 上 把 集合 当做 最 基本 ， 最 原 
始 的 概念 ， 无 须 另 做 其 它 说 明 。 其 实 ， 的 确 也 再 设 有 比 这 更 为 简单 
的 解释 了 . 

我 们 已 经 知道 集合 、 集 合 的 相等 、 元 素 、 子 集 等 概念 及 有 关 的 
术语 和 符号， 特别 地 ， 空 集 儿 是 有 实际 意义 的 ， 它 是 客观 现象 的 数 
学 反映 。 便 如， 我 们 用 通 解 这 一 名 称 表 示 一 个 线性 方程 组 的 一 切 解 
组 成 的 集合 ， 当 所 考虑 的 线性 方程 组 含有 * 个 未 知 数 时 ， 它 的 迁 解 
就 是 一 些 维 向 其 组 成 的 集合 ， 如 果 该 方程 组 没有 解 , 这 时 还 用 遵 解 
来 表示 它 的 一 切 解 所 组 成 的 集合 的 话 ， 那 么 这 个 解 集合 里 就 不 含有 
任何 * 维 向 量 。 显 然 把 这 样 的 集合 叫做 空 集 是 恰当 的 , 也 是 必要 的 
并 且 按 子 集 的 定义 ， 我 们 应 当 认 为 空 集 $ 是 任 一 集合 4 的 子 集 ， 即 
8 A. 

本 节 在 上 述 的 基础 上 ， 介 绍 并 集 、 交 集 、 差 集 、 补 集 ， 积 集 、 


艺 


洗 集 这 样 一 些 基 本 概念 。 
设 4，8B 为 任 二 集合 . 
并 集 ”由 局 于 集合 4 或 属于 集合 了 3 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 岂 做 
对 与 B 的 并 集 ， 记 作 
AUB,， 有 即 AAUB={x| xed 或 xc 了) 
交集 ”由 属于 集合 4 同时 又 属于 集合 3 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 
叫做 双 与 下 的 变 集 。 记 作 
ANB, 寻 媳 门卫 = 人 exE 人 4 与 xEB)， 
和 如果 4nB= 风 ， 则 称 妈 与 了 是 不 相交 芍 ， 
差 集 ”由 属于 集 刀 但 不 属于 桌 下 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 叫做 刀 
与 了 B 的 闪 集 。 记 作 
A-8B, A~-B={x xt .A 人 xeEB}. 
补 集 ” 当 BS 4 对， 我 们 把 差 集 扫 ~-B 叫做 8 在 万 中 的 补 集 ， 
记 作 起， 即 了 = 人 xl xe AH xEB, BS.AY. 
并 集 、 交 集 可 以 自然 地 推广 到 任意 有 限 个 集合 的 和 情形， 
设 4 A pm， 是 任意 ?个 集合 ， 4:，4，…， A 的 并 集 规 
定 为 
AAU A A = {x| xE 基 一 个 49 
机 1 以:，… 要 ,的 交集 规定 为 
有 A 人 人 XE 每 一 个 了 站， 
有 4, dm 有 4。 的 并 集 ， 交 集 可 以 简 记 为 


J 4A:= A,U 本， -UU :3 
?AN A A 


下 面 看 几 个 情 子 。 
例 1 令 ={-1, 1}, B={0, 13， 
于 是 
AUB={~1, 0, 1}, ANB= (1), 


A-B={-1}, B- A=10}. 

例 2 考虑 D2 ={(x， 力 | x,， 7》ED}) 的 两 个 子 集 ， 
X={tx, OO ED), Y={(0,%|7ED)}, 

于 十 

KUY={x, DI x =0, XNY= {0,0), 
KX-Y={(x, xO, Y- xK={00, YEN, 
pi = 7 天 0 ， Yo = 《XD)| x 去 站 ， 

例 3 考虑 整数 浊 
Ze={, — 3, — 2, —1,0,1,2,3,..) 


Zo = {A 2\s), 

Z1= {sn |21s}. 
于 是 

2 人 2 区 

Z,U 2Z1=Z. 


一 般 地 ， 任 意 给 定 一 个 正 整 数 z， 都 可 以 确定 整数 集 Z 的 区 个 子 集 
如 下 ， 

Zo= {#2 = wg}, 

Zi -= {a s=mg+1), 


Pui {m= w+ (Ww 1)}, 

此 好 个 子 集 芍 组 成 情况 是 洲 楚 的 ，#E2, 当 且 仅 当 以 坟 除 x 所 得 余 
数 为 +, 因此 常常 把 2, 虽 做 以 加 为 模 的 剩余 类 ，r = 0,1,2,…, m-1. 容 
易 丰 出， 整数 集合 Z 的 这样 得 到 的 ## 个 子 集 具 有 以 下 性 质 ， 

DD) ZN ei= ii; 

2} Z= ZU ZU m2, 

例 4 令 于 (了) = (4)| emb7=T, 2 8. 有 此 处 王 汶 性 
意 一 个 数 域 ， 于 是 凋 ,( 了 ) 就 是 FF 上 的 一 切 #* 阶 方 阵 组 成 的 集合 ， 
嵌 间 ,了 P) 的 如 下 的 一 些 子 集 ， 


KR,= {an) E MCE)| rank Cai) = 了 +=0, 1, 2, "'*,#. 
这 样 我 们 得 到 订 ,F) 的 x+ 1 个子 集 下 ， 大 天， 大 #, 它们 的 组 
成 情况 是 清楚 的 ，(#i) EKK， 当 且 仅 当 (417) 的 秩 等 于 r., 容易 看 出 ， 
F 上 # 阶 方 阵 的 集合 MtF》 的 这 样 得 到 的 +1 个 子 集 有 以 下 性 质 ， 
1) 开门 天 = $i!; 
2) MCFY = RUEK UK UK,. 
例 5 斌 证， ANM(BUC)Y= (ANBU(ANO). 
证 明 ” 按 集 合 相等 的 定义 往 证 等 号 两 端的 集合 互 为 于 集 即 可 。 
先 证 4 门人 8UUOEdnmBIUICdDnoCD). 设 ecE4dnmiBUC). 由 
交集 的 定义 ，a 4 与 4€E BUC. 再 由 并 集 定 义 ， 从 而 ,aeE A,a€EB 
或 aE A, aEC, 即 aE€ ANMB 或 a€ ANMC 又 按 并 集 定 义 ， 则 得 
4 人 EX 门 助 UPMC) 所 以 4nIBUCIE CANBDU CANG., 
再 证 【4nB UU (CANOSANGBUO. 设 a€ (A4NB)U 
NCC). 于 是 a EANMB 或 EANGC., 亦 即 2 EA,4aEB 或 4E A,aEC. 
这 等 于 说 ，4EA 同时 又 有 4 EB 或 aE€EC, 即 a€ 4 与 EB3BUC, 故 有 
4 毛 村 站 (BUCO)., 上 所 以 双 得 AN UCANOSEAN(GBUC). 总 之 ， 
AN(BUC)= ANB UANO. 
下 而 介绍 积案 、 规 集 欧 概念 ， 
设 4, 4 4 为 # 个 非 空 集 合 ， 其 中 可 以 有 一 些 是 相间 的 集 
全 ,任意 取 定 人 A .A Xa 世 Am 拒 这 # 个 元 素 组 合 在 一 起 ， 
记 作 (xx …，Ymy 称 其 为 条 4，44:，…，44。 遍 殉 征 的 一 个 从 
元 组 〈 也 叫 4， 4 上 的 一 个 za 元 组 ) 。 两 个 这 样 的 ?元 组 ， 
CX Nay ms NS B= Cy Va sy), 
叫做 是 相等 的 当 且 仅 当 ww =. = ny 记 作 ; &= 记 
积 集 由 4,4:,…, A, 所 确定 的 一 切 # 元 组 做 胸 的 集合 叫做 
4 4 …, 4 的 积 集 。 记 作 
-dx A,x :x An. 
即 
信和 人 XXX 


特别 地 ， 当 4 = 4,=… = A。,= 4 时 ， 我 们 就 把 这 个 积 集 简 记 为 
4”"， 基 中 的 元 素 就 叫做 人 4 上 的 = 匹 组 ， 
例 6 令 A={0,1},，B={~-1，0, 1}. 
于 是 
AxB={60, ~—1), 0,0, 0,1), Ci, —1), 01,0), (1,1)}, 
BxA={(-1,0),(—1,1), 0,0), (0, 0, 01,0, {1,1)}., 
特别 的 
A ={ 00,0, (0,1), (1,0), (1, 1)}. 
例 7 也 为 实数 域 ， 那 么 积 集 
玉江 
就 是 熟知 的 实数 域 DP 上 的 # 数 组 集合 ， 当 然 ， 这 个 积 集 也 可 以 轩 成 
是 呈 上 的 1x# 和 矩阵 做 成 的 集合 
最 后 我 们 谤 一 下 什么 叫 宕 集 。 设 刀 为 任 一 集合 ， 考 虑 44 的 一 切 
也 集 ， 于 是 以 4 的 一 切 子 集 为 元 素 又 做 成 一 个 集合 ， 
了 (4 = {X| REAN, 
我 们 把 PC4) 叫做 集 妇 的 星 集 、 
例 8 令 A={0,1,2},，B={0} 
于 是 集 .4 共 有 八 个 子 集 如 下 ， 
一 个 元 素 的 子 集 140), 41}, 12)， 
两 个 元 素 的 子 集 (0, 二 , 40,2}, {1, 2)， 
三 个 元 素 的 于 集 ” {0,1,2), 即 4 本 上身. 
不 会 元 素 的 于 集 。、 名 ， 即 空 集 . 
这 样 4 的 宕 集 P(A》 就 是 以 上 述 八 个 子 集 为 元 素 做 成 的 集合 ， 
即 
PCAY = {{07), {1}, {2}, £0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}, $ }, 
集 B={0} 只 合 一 个 元 素 ， 它 恰 有 两 个 子 集 ， 即 空 集 外 和 它 本 
号。 这 样 呈 的 酸 集 就 是 
了 (了 ) = {$$ ,0}), 


练 习 一 


1. 证明 
1)ANB=4 当 且 仅 当 4E 8 
2)AUB=B 当 且 仪 为 AS$， 
2. 指 山 ， 对 集 4 的 任 一 子 沁 了， 存在 集 C,P 悟 BUC =A， 
BND= $$ .这样 的 GC 与 D 是 不 是 唯一 的 ? 如 果 要 求 C = 卫 时 又 皇 样 ? 
3。 举例 说 明 ， 有 集合 4,8 使 
AcB, A=B, BA 
三 者 均 不 成 立 ， 
4. 设 4={a，,e), 写 出 Pd)。 


8$2 中 射 


任何 训 物 ， 不 论 是 个 别 的 或 总 体 的 ， 都 不 是 孤立 移 、 静 比 的 ， 
它 的 内 部 和 相互 之 间 无 不 存在 一 定 的 联系 ， 不 了 解 这 种 联系 就 不 了 
解 事 物 的 规律 性 。 因 此， 分 析 事 物 的 相互 联系 从 中 找 出 规律 性 的 东 
西 ， 是 人 们 认识 事物 的 必由之路 ， 世 是 分 析 问 题 ， 解 决 问题 的 基本 
方法 。 如 前 所 述 ， 着 上 腿 于 事物 的 变化 和 和 相互 关联 ， 从 事物 的 变化 和 
相互 关联 中 寻求 分 析 问 题 的 门 径 ， 找 出 解决 问题 的 线索 和 方法 也 是 
高 等 代数 的 一 个 重要 竺 点 。 这 和 方法 在 数学 上 的 体现 ， 就 是 把 所 要 
研究 的 对 象 一 一 这 里 我 们 把 它 叫 做 集 台 ， 对 它 的 元 素 进行 比较 ， 从 
中 发 更 其 间 的 某 些 联系 ， 通 过 这 些 联系 来 获得 -一 些 对 于 我 们 所 探讨 
的 问题 有 益 的 信息 、 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 课题 -一 集合 的 映射 ， 

设 4, 3 为 性 二 非 空 集合 ， 

定义 1 对 集合 和 4 与 吨 给 定 的 一 种 规则 (方法 ) p， 使 得 4 中 每 
一 元 过 C 按 壮 给 定 的 规则 v 能 在 B 中 确定 唯一 的 一 个 元 窒 qa/， 记 作 
0 = yl(0), 这 样 就 说 (规则) 9 是 如 到 吾 的 一 个 映射 。 


我 们 用 以 下 符号 来 表示 ?是 人 4 对 了 3 的 一 个 映射 ， 


vo:4_>_B 或 4》-B. 
若 y;44 屯 -B, 而 sa' = pla), 我 们 就 说 4 是 a (在 p 之 F) 的 象 ， 
# 是 so (在 9 之 下 ) 的 -个 原 象 。 这 时 也 说 p 把 z 射 成 A， 记 作 ， 
pa | 一 一 ”21 
按 定义 ， 妇 中 每 一 元 素 z 都 有 象 a'EB, 而 且 只 有 这 么 一 个 象 
反 过 来 ， 对 8 中 每 一 元 素 x' 未 必 都 有 原 象 x 有 4, 如果 某 一 元 素 x 有 
原 象 的 话 ， 也 可 能 不 只 一 个 ， 
这 gg 都 是 4 到 也 的 跳 射 ， 如 果 对 任 一 元 素 4aE 4 者 有 yg.(4) = 
Pz(4)， 则 称 g; 与 8p 是 相同 的 ， 记 作 g, = py. 
定义 2 设 p 是 有 4 到 B 的 喘 射 。 如 果 对 于 BB 中 每 -- 元 索 (在 p 之 
下 ) 都 有 原 象 ， 则 称 y 是 人 A 到 B 的 满 映 射 。 记 作 
多 
p>B 或 4- 一 >B 
定义 3 设 9y 是 腾 到 B 的 映射 。 如 果 对 于 和 中 性 二 不 向 的 元 素 
(在 9 之 下 ) 的 象 也 不 同 ， 则 称 y 是 人 到 B 的 单 映射 ， 记 作 


9 人 > 一 -3 或 4 二 
如 果 扫 到 8 的 映射 p 茎 是 单 的 又 是 满 的 ， 那 么 就 简称 wp 是 4 到 3B 
的 单 满 映射 。 记 作 
信人 4 人 > 一 > 了 3 或 4> 一 >B， 
这 时 明显 地 4 与 3 的 元 素 之 间 一 个 对 一个 的 对 应 起 来 。 
4 到 卫 能 有 单 满 映 射 是 一 种 很 特殊 而 又 相当 重要 的 情形 ， 因 
为 我 们 可 以 通过 4 到 了 的 这 个 单 满 映射 p 唯一 地 确定 一 个 B 到 A 的 
映射 多 并 且 % 也 是 单 满 的 ， 
事实 上 我 们 利用 9 ,如 下 的 规定 一 个 关于 8B 到 A 的 规则 
J:B 一 一 二， 
使 得 
J 一 x， 如果:x | 一 ->x'， YY x'EB, 


这 样 ， 我 们 首先 指出 这 个 规则 站 是 了 到 .4 的 一 个 映射。 为 此 只 人 须 说 
明 两 点 ， 对 3 的 每 一 元 素 x 部 规定 了 作用 ， 这 一 点 由 Fp 是 满 映射 得 
到 保证 ，$ 把 8 中 每 一 个 元 素 部 射 成 为 有 4 中 唯一 确定 的 元 素 ， 这 是 
因为 是 单 觅 射 的 缘 放 。 

其 次 ，$% 也 大 了 3 到 4 的 单 满 映 射 ， 这 完全 由 9 是 映射 所 决定 。 

再 次 ， 由 ? 妇 此 确定 的 单 满 跨 射 %， 明 显 的 只 有 一 个 。 

由 色 卫 的 单 满 喘 射 ,如 上 所 确定 的 3 色 双 的 单 满 映射 第 叫 米 
9 的 道 映 射 ， 于 是 44 到 了 的 任意 一 个 单 满 映射 部 有 了 唯一 的 道 觅 射 。 
这 样 由 9 所 确定 的 中 到 要 的 章 满 映射 4 也 有 自己 的 道中 射 。 显然 ， 乡 
的 逆 映 射 恰 好 是 由 有 4 到 8B 的 单 满 上 映射 p. 有 时 也 把.4 到 下 的 单 满 喘 射 
y 川 做 如 与 了 B 间 的 一 个 一 一 对 应 . 

做 蚂 射 的 两 个 集 台 也 与 B 可 以 是 同一 个 集合 ， 即 4 = 了 3 这 种 
特殊 情形 述 是 很 重要 的 。 我 们 把 4 到 4 的 一 个 映射 叫 敌 所 的 一 个 变 
换 。 十 十 也 有 单 变 换 、 满 变换 、 单 满 变 换 和 道 变换 等 相 度 的 概念 。 
因为 它们 部 是 非常 骨 央 的 ， 记 以 我 们 就 不 一 一 般 达 了 ， 特 别 地 ，4 
的 单 满 密 换 也 电 也 的 一 一 变换 。 

下 闸 通 过 例子 来 熟 瑟 上 述 的 一 些 概念 ， 

例 1 令 
A={', -6,—4,~2, 0, 2, 4, 6,.), 
B={,—3;—2,—1, 0, 1, 2, 3,-.}, 
规则 

p27 一 x#，# 为 任意 整数 ， 
这 个 gp! 就 是 把 每 一 个 侦 数 2# 射 成 整数 #. 容易 看 出 ， 规 则 wg 是 4 到 3 
的 一 个 观 射 ， 并 且 是 单 满足 射 ， 即 
的 > 一 
正 攻 ， 在 单 满 喘 射 o 之 下 ， 要 与 孔 的 元 素 问 一 个 对 一 个 的 对 应 起 
来 。 
规则 
Va 2F |—> 22, 
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这 个 q; 碟 是 把 每 一 个 偶数 2 部 射 成 2r 本 身 ， 容 易 看 出 ， 规 则 y; 是 有 4 
到 8B 的 一 个 蜡 射 。 并且 是 单 喘 射 ， 但 不 是 满 肌 射 ， 即 
p> 一 一 了 
规则 
25484 | 一 > xn，# 为 任意 整数 ， 
2# | 一 一 28z，# 为 任意 奇数 ， 即 24#. 
这 个 vp; 诫 是 把 被 4 整除 的 偶数 为 一 一 即 可 以 写成 mw = 4w， 射 成 用 4 除 


的 商 一 一 即 革 = 而 把 不 被 4 整除 的 偶数 ，2z， 但 21#, 都 射 成 24 


本 喘 ， 容 易 看 出 ， 规 则 ps 是 4 到 B 的 一 个 肌 射 ， 并且 是 满 蜡 射 ， 但 
不 是 单 喘 射 ， 即 
vA 一 > 了 
规则 
pr 27# | 一 -> jl 。 
这 个 9 就 是 把 每 一 个 偶数 2r 孝 射 成 它 的 绝对 值 2?z| ， 容 易 看 出 ， 规 
pA —3. 
以 上 所 述 表明 ， 对 给 定 的 两 个 集合 4, 8 来 说 ， 可 能 建立 从 4 到 
上 3 了 的 各 种 可 能 类 型 的 映射 . 
是 有 启发 的 ， 它 说 明 侦 数 的 一 部 分 就 能 与 全 体 整 数 一 个 对 一 
个 的 对 应 起 来 、， 由 此 看 来 ， 不 好 说 偶数 仅仅 是 整数 的 一 半 那 么 多 ， 
例 2 考虑 实数 域 卫 上 的 一 切 二 维 向 量 做 成 的 集合 Po = { (x， 
2 x,y》ED}，。 我 们 对 D 呈 与 D 规 定 一 个 规则 
Pi CX 7) | 一 >。 
这 个 包 硕 是 把 二 维 问 量 (x,?)》 射 成 它 的 第 一 个 分 量 x 。 容 易 知道 ， 规 
则 9: 荐 吕 " 到 了 的 一 个 瞻 射 ， 即 
p11 DD, 
显然 ，vy 是 满 映射 ， 但 不 是 单 映 射 ， 妈 


yD >D., 


tl 


再 给 出 一 个 规则 
pa x 9 > ww 生计 于 
这 个 和 就 是 把 二 给 向 基 {x,y) 射 成 它 的 分 量 的 平方 和 的 算术 根 
w+ 。 容 易 知 道 ， 规 则 gp 是 DD 到 了 的 一 个 贞 射 ， 妈 
六 也 一 一 也 
显然 ， 史 由 不 是 满 聊 射 也 不 是 单 栈 射 ， 

例 3 考虑 有 坚 数 域 O 上 mw 行 # 列 矩阵 组 成 的 集会 。 章 ,, ,YU) = 
C8) | a EO 三 1 2 与 有 限 集 合 R = {0，1, 2， 
要}。 我 们 对 将 oasf@) 与 及 给 出 一 个 规则 

oi a) | 一 一 >T34DKC2 
这 个 规则 yp 就 是 把 wx # 和 矩阵 Cai;) 射 成 它 的 秩 数 rank (a;;) 。 容 易 知 
道 ，p 是 刘 。o 人 0) 到 有 的 一 个 瞻 射 ， 即 

pM sd) ER, 
显然 ， 9 不 是 单 且 射 ， 当天 全 # 时 ， 也 不 是 满 朴 射 ， 当 和 <4 时 ， 是 
满 映 射 ， 即 

一 了 及， 其 中 放 才 8。 

出 4 考虑 实数 域 D 上 x 阶 方 阵 组 成 的 集合 M,CD) = {tej) 1 a 

EDsj f=1,2,…,#} 。 我 们 对 六 ,(D) 与 实数 集 忆 给 出 一 个 规 列 
Pa) I—det(a) = la , 
这 个 规则 g 就 是 把 x 租 方 阵 (4;;) 射 成 它 的 行列 式 le 证 ， 容 易 知道 ， 
Pp 是 村 ,(D) 到 DD 的 一 个 贞 射 ， 即 
yg: M.D)——D, 
显然 ，9 是 满 鸣 射 ， 但 不 是 单 观 射 (除非 x =1)， 

例 5 令 A4={x| qx a,5EDY, Aka 5 为 端点 的 
了 南 区 间 上 一 切实 数组 成 的 集合 ， 也 可 简 记 作 有 4= [e, 如， 我 们 考虑 
坟 [4， 纪 为 定义 域 的 任意 一 个 省 数 y=f(x)， 这 样 ， 用 表示 的 这 
个 函数 规 网 就 是 集合 4 = Ca, 轨 到 了 的 一 个 上 射 ， 即 

fica, >—D, 
了 把 闭 区 闻 [4, 幻 上 每 一 个 实数 x 射 威 它 的 丁 数值 y= 了 (x)， 即 
12 


fix |— 3, FF), 
这 说 骨 数 学 分 析 中 讨论 的 轰 数 都 是 些 特殊 的 映射 ， 做 映射 的 两 个 集 
合 部 十 实数 集 ， 
上面 再 举 几 个 变换 的 例子 。 
例 B 考虑 DY ={(x,7)] x,yED}, 令 
Pl CX) | 0): 
Pst (X,Y) | 一 A YD)s 2 是 一 个 取 定 的 实数 ， 
Pox) | 一 一 
pt ta + 及 4 与 2 是 取 定 的 两 个 实数 ， 
容易 知道 ， 上 述 对 了 给 出 的 四 种 规则 都 是 PDP 的 变换 ， 其 中 
9 虹 不 是 单 变换 也 不 是 满 变换 ， 而 内、 外 都 是 单 满 变 换 ， 即 一 一 变 
换 ， 当 4 天 0 时 ， 久 也 是 一 一 变换 。 我 们 己 知 ， 人 和 任意 单 满 喘 射 都 有 唯 
一 的 道上 晓 射 。 特 别 地 ， 这 里 的 p;:，yp,、g: (4 关中 都 有 道 变换 ， 即 
如 果 用 融 表 示 yp; 的 道 变换 ， 那 么 应 有 
x) Cx, y), 
其 实 也 就 是 
多 和 (| 一 一 【一 将 的 
即 局 = 各。 这 表明 一 一 变换 go 的 道 变换 训 是 加 自己 ， 
如 有 果 用 由 表示 yp, 的 逆 变 换 ， 那 么 应 有 
Px ta +o) | (x, 7), 
其 实 也 就 是 
pi | 一 一 (一 人 一 的 
如 果 当 4 天 0 时 用 网 表示 久 的 道 变换 ， 那 么 簿 有 
Pe 0 | 一 > 人 人 
其 实 也 就 是 


pa: Cn 2) | 


上 述 这 四 个 变换 都 有 一 定 的 几何 意义 ， 如 果 我 们 把 D* 看 成 为 建立 
了 笛 上 长 儿 直 角 坐 标 系 的 平面 上 全 体 点 组 成 的 集合 ， 即 (x, 力 是 在 访 
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刻 标 系 下 坐标 为 ”yy 的 点 .那么 名 就 是 往 x 轴 上 投影 的 投影 变换 ， 
也 虽 射影 变换 ; gy; 就 是 以 4 汶 率 数 的 相似 变换 ， 世 代位 似 变 换 ， yq; 就 
是 以 了 畏 为 对 称 轴 的 对 称 变换 ，、 世 呀 反射 变换 ，P 就 是 以 ta) 站 
为 位 移 问 荆 的 位 移 变 换 ， 也 遇 平 移 变 换 ， 

例 7 考虑 抽 aC) = 人 (zi la EF j=1, 9, HW f=1,9, 
…#j 。 以 前 所 说 虐 阵 的 初等 变 搞 ， 倍 法 变换 ， 消 法 变换 、 换 法 变 
换 ， 按 这 里 关于 变换 的 定义 ， 都 是 集 台 好。(P) 的 变换 ， 而 且 部 是 
一 一 变换 。 调 且 不 难 指出 这 些 一 一 变换 备 自 的 逆 变 换 。 我 们 回忆 ~- 
下 以 前 关 十 初等 变换 的 符 与 。 我们 曾经 用 符 寻 PDi(D) ,4 天 0; Pi (上); 
C0, 让 分 别 表示 信 法 变换 ， 消 法 变换 和 换 法 变换 。 于 是 知 道 ， 

D;( 放 的 洲 变换 是 Di(); 

了 ii 的 道 变换 晤 PC 一 站) 

C0) 的 道 变换 是 Ci, 由. 

特别 地 ， 当 mw =# 时 ， 对 # 阶 方 阵 的 集合 对 。(F) 来 说 ， 熟 知 芍 
规则 

gian) [—> a1;)", 
即 规 则 ?把 * 阶 方 阵 (sz) 射 成 它 的 转 置 阵 (a1;)'， 是 订 ,{F) 的 一 个 变 
换 ， 而 且 是 -一 变换 。 显 然 9 的 道 变 软 就 是 自己 ， 
例 8 考虑 实 系数 多 项 式 的 集合 ， 即 集合 DCx] = {C01 fx) 
= ZLox Dy， 规则 
P(x) | 一 
即 规则 yp 把 多 项 式 六 zx) 射 成 它 的 导 式 万 ( 裤 ， 显 然 ，p 是 Dr 的 一 
个 变换 ， 而 且 是 满 变换 ， 但 不 是 单 变换 ， 
霹 后 用 下 边 的 例子 结束 这 一 节 的 讨论 ， 
例 8 考虑 DCx] 与 PD, 我们 给 出 一 个 DCxI 到 了 的 规则 
2) | 一 f(x) 的 实 根 ， 
这 个 规则 9 就 是 把 多 项 式 x) 射 成 为 它 的 实 根 。 我 们 容易 指出 ， 
这 个 规则 9 不 能 成 为 Pfx] 到 吓 的 瞻 射 。 因 为 fx}E DcxI, 凤 fx) 
是 实 系数 多 项 式 ， 而 实 系 数 多 项 式 未 必 有 实 根 。 于 是 对 于 没有 实 栓 
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的 多 项 式 了 (2) ,加 六 xz) =x?:+1, 规则 9 就 设 能 在 已 中 给 (x) 规定 
出 象 来 。 因 此 ， 按 规则 pg， 不 能 对 DExD] 的 每 一 个 元 素 在 DD 中 确定 出 
唯一 的 一 个 元 表 来， 所 以 yp 不 是 DCx] 到 卫 的 映射 。 滤 外 ， 从 另 一 个 
侧 画 也 能 指出 gp 不 是 DC 到 了 的 贞 射 。 即 对 于 DLx7 中 有 实 根 的 多 
项 式 了 (x), 由 于 f(x) 的 实 根 可 能 不 止 一 个 ,如 了 (x) = x 一 3x+ 2 就 
有 两 个 实 根 1 与 2 ， 于 是 这 个 规则 ?说 不 清楚 它 把 这 样 的 了 (x) 给 射 
成 为 郧 一 个 实 根 。 因 此 ， 搂 规则 g， 对 实 根 个 数 多 于 一 个 的 多 项 式 
f(*) 在 DD 中 确定 出 的 元 素 不 是 瞧 一 的 ， 所 以 g 不 是 Prx] 到 DD 的 映 
射 ， 

虽然 如 此 ， 忆 上 讨论 便 不 是 毫 无 启发 的 。 事 实 上 ， 规则 9 之 所 
以 不 能 成 为 映射 ， 不 外 出 自 两 个 方面 的 漏 润 。 一 是 对 于 没有 实 根 的 
多 项 式 ，y 没 能 给 规定 出 象 来 ， 青 就 是 对 于 有 不 同 实 根 的 多 项 式 , 9 
给 规定 的 象 不 是 唯一 的 。 针 对 这 种 捕 况 ， 如 果 我 们 把 Pix} 中 每 一 
个 多 项 式 用 x) 的 全 部 实 很 散 为 一 个 整体 来 考虑 ， 那 么 它 就 是 一 个 
由 f(x) 所 礁 一 确定 的 实数 集 一 一 也 的 子 集 ， 这 时 就 连 没 有 实 根 的 
多 项 式 也 不 例外 ， 只 不 过 其 实 根 集合 是 一 个 空 集 就 是 了 。 这 样 ， 如 
果 把 fx) 与 其 实 根 的 集合 联系 起 来 ， 即 给 出 Dix) 到 吕 的 矫 集 P (D) 
一 个 规则 ， 不 坊 还 用 g 来 表示 ， 

pf -一 > 有 = 人 2 lacED, fo) =0}. 

于 是 这 个 规则 ?就 是 Prx] 到 P(P) 的 一 个 映射 。 容 易 知 道 ， 呐 射 p 距 
不 是 单 的 也 不 是 满 的 。 


练 习 二 


1. 设 C 为 复数 集 。 举 出 C 的 如 下 的 变换 各 一 个 ， 
1 》 单 变换 得 不 是 满 变 的; 

2 ) 满 变换 但 不 是 单 变换 ， 

3 ) 既 不 是 单 变换 也 不 是 满 变换 

4 ) 单 满 恋 换 。 
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2、 设 也 为 实数 集 ，D+ 表 示 正 实数 集 。 举 出 只 到 D” 的 ~ :个 映 
射 ， 合 其 太 道 映射 并 求 出 这 个 逆 怠 射 。 
3， 举 出 一 个 Z 到 站 的 映射 ， 使 其 有 逆 映 射 并 求 出 这 个 逆 映 
射 ， 
4。 汐 虚 一 元 多 项 式 的 集合 FCx]， 规 则 
PA | 一 -3x + 和 ， 庆 为 中 的 定数 
921) | 一 S316x)， 卡 为 了 中 不 等 于 零 的 数 ， 
说 明 g,,y: 部 全 一 一 变换 ， 


33 ”代数 运算 


数 党 中， 运算 是 个 很 失 本 、 很 普遍 的 概念 和 方法 ， 也 是 我 们 比 
较 奖 悉 的 ， 如 数 的 四则 和 运算。 在 前 面 儿 章 果 ， 我 们 还 讨论 过 多 项 式 
的 运算 、* 维和 疝 虽 的 运算 .在 后 面 儿 章 里 ， 将 会 对 许多 其 它 的 对 象 
讨论 运算 的 问题 ， 正 如 前 面 我 们 说 过 的 那样 ， 把 运算 做 为 讨论 的 基 
本 课题 是 遍 等 代数 的 一 个 显 着 特 成 。 因 此 有 必要 把 有 关 运 算 的 一 些 
概念 明确 起 来 。 这 一 节 就 是 用 映射 的 概念 来 说 明和 什么 叫 运 算 ， 

回顾 一 下 ， 在 代数 学 的 范围 里 ， 我 们 讨论 起 的 各 式 各 样 的 运算 
一 一 数 的 加 、 减 、 飞 、 队 法， 多项式 的 加 、 减 、 淋 法 ， 向 其 的 加 
法 ， 数 与 向 量 的 乘法 等 等 。 所 有 这 些 运 算 有 没有 什么 共同 之 处 ， 它 
们 的 共同 本 质 又 是 什么 呢 ? 很 简单 ， 扬 有 这 些 运算 无 一 例外 ， 它 们 
的 最 基本 的 特征 部 是 ，“ 两 得 一 个 ”、 事 实 上 ， 这 也 就 是 代数 运算 
这 一 重要 概念 的 最 根本 的 东西 ， 

设 AA，B，C 蚌 任意 三 个 非 空 集合 ， 它 们 有 的 可 以 是 相同 的 集 
合 ， 

定义 如果? 是 积 集 44x B 和 到 CC 的 一 个 映射 ， 则 称 yp 是 有 4 与 B 到 C 
的 一 个 (代数) 运算， 特别 地 ， 当 C = 如 = 有 时， 就 把 妇 4 与 4 到 4 的 
运算 简称 为 集合 4 的 运算 . 

如 果 y 是 有 4 与 了 8 到 CC 的 一 个 代数 运算 ， 按 定义 ， 这 yg 就 是 积 集 
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4x8B 攻 如 的 一 个 映射 ， 因 此 ， 对 于 每 一 个 元 束 (a, 嫉 EAx8B， 通 
过 映射 p, 都 射 成 C 中 一 个 唯一 确定 的 元 素 "， 即 
tar8) | 一 > 或 者 ma 人) = 了。 
按照 通常 运算 符号 的 用 法 ， 我 们 把 (ea, 纺 在 ?之 下 的 象 等 于 这 一 - 事 
实 改 成 以 下 写法 ， 
apb =5, WW aE A, GEBeCC 
例 1 设 ? 是 实数 集 也 的 一 个 运算 ， 其 运算 规则 为 
oo: {ta 8) | 一 > 而 =z+P 
这 个 运算 规则 yp 就 是 通常 的 加 法 ， 即 
“一 .200 =at+t. 
例 2 令 D=D-{0)}， 即 DD 是 非 零 实数 集 ， 考 虚 D 与 D 到 DD 的 


9 (Ca 及 | 一 > = 人， 此 处 a€D， Ace D. 


这 个 运算 规则 9 就 是 通常 的 除法 ， 即 对 任意 的 实数 ,2 关 0， 都 有 
也。 
例 3 考虑 实数 集 D 上 # 维 向量 的 集合 ， 即 PD" = {C(x Xs， 
”| XD} 令 g 是 了 与 D" 到 D" 的 一 个 运算 ， 其 运算 规则 为 
的 【是 CR Kas rs Na) | CE 开 区 和 
这 个 运算 规则 yg 就 是 数 莱 向 二 的 信和 数 运算 ， 即 
下 人 (Yi oy rs Kn) = Re Cy ays Ke) = (Ex Ex es, EXE), 
以 上 各 例 主 要 说 明 ， 以 往 我 们 记 芍 悉 的 一 些 运算 ， 都 是 这 里 所 说 的 
代数 运算 的 具体 实例 ， 下 面 我 们 再 以 代数 运算 的 概念 来 观察 其 它 一 
些 与 代数 运算 有 关 的 数学 现象 . 
例 4 考虑 自然 数 集合 
N :3 2 3 省 
令 g 是 站 的 一 个 代数 运算 ， 其 运算 规则 为 
apb =¢e = (a, 6), 


At = 
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其 中 4， “EN，( 妇 是 a 与 5 的 最 大 公约 数 。 这 就 基 说 ， 求 两 
个 正 整 数 4 与 5 的 大 公约 的 方法 是 下 整数 集 久 的 一 个 代数 运算 。 其 实 
这 并 不 哟 解 ， 而 是 很 自然 的 事情 。 因 为 求 z 与 5 的 大 公约 ， 和 求 z 与 4 
的 和 a+、4 与 5 的 积 4-5 没 什么 两 样 ， 正 是 “两 得 一 个 ”的 一 种 方 
法 。 同 样 蜡 , 求 两 个 多 项 式 A(x) 与 a (x) 的 最 高 公 因 式 (f (xX) ,8 (xX)) 
的 方法 也 晤 以 看 做 是 多 项 式 集合 F[xj 的 一 个 代数 运算 ， 

例 5 设 4 为 任 一 集合 ， 考 虚 扎 的 蜂 集 ， 即 以 4 的 子 集 为 元 素 
组 成 的 集合 P(4) = 他 | 5 人 0， 邻 p 是 P (A) 的 一 个 代数 运算 ， 其 运 
算 规则 为 

PD 2) 5 = 或 $3, = Sy 
即 3 与 3, 在 gq 之 下 的 运算 结果 为 其 并 集 3,U 5,。 这 就 是 说 ， 求 并 集 的 
方法 是 其 集 P(0 的 代数 运算 ， 

类 似 地 求 交 集 的 方法 也 是 守 集 P(A) 的 代数 运算 ， 

例 6 考虑 实数 域 愉 上 的 三 维 向 量 组 成 的 集合 PY = { (x, xz 
Ko | xy， xz xs 全 了 }， 我 们 给 出 DPD 与 DY 到 了 D 的 代数 运算 np， 其 
运算 规则 为 

Pi {ay 2 Bs bs B00)) rad tat, t ad,, 
或 者 写成 

(Cay Hey G9) PB bas B39) = ab +t Abs tad,, 
这 个 运算 规则 就 是 ， 两 个 三 维 向 量 (a，aj，49) 与 8， 如 ，) 在 yp 之 
下 的 运算 结果 为 它们 的 对 应 分 量 乘积 之 和 。 显 然 ， 两 个 向 量 的 运算 
结果 是 一 个 数 。 这 个 运算 规则 在 解析 几何 中 有 重要 的 作用 。 通 常 把 
这 个 代数 运算 叫做 数 积 运 算 或 内 积 运 算 , 

例 7 设 要 = 人 tj 即 妇 是 只 含 一 个 元 素 4 的 集合 。 再 考虑 实 
系数 多 项 式 的 集合 DrCx]， 

我 们 给 出 一 个 了 与 PCx 到 DrLx] 的 代数 运算 pp， 其 运算 规则 为 

21 Cd 一) 
或 者 写成 
df x) =f 2) 。 
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这 个 运算 规则 就 是 ，d 与 任 一 多 项 式 Xx) 的 运算 结果 为 1(X) 的 导 
起 (0)， 

这 个 和 例 子 的 主要 特点 在 于 集合 4 只 有 一 个 元 素 , 记 作 4。 因 此 ， 
所 请 的 4 与 Dfx] 到 已 [中 的 运算 、 其 实 就 是 这 一 个 元 素 4 和 任意 一 
个 多 项 式 fx) 进行 运算 。 这样， 如 果 我 们 把 体现 运算 规则 的 记号 
P 暗 去 不 瑟 ， 那 公 就 有 

dof x) = df (Cx) =f "(0), 

于 是 很 容易 和 我 们 非常 熟悉 的 一 种 记号 联系 起 来 ， 即 


4 _ 
0] =f Cx), 


综 上 上 所 述 ， 此 例 中 的 代数 运算 就 是 求 导数 的 方法 一 一 微分 运算 。 

通过 以 上 上 诸 例 ， 齐 加 充分 地 看 到 代数 运算 “两 得 一 个 ”的 基本 
特征 、 并 且 我 们 可 以 这 样 说 ， 对 集合 4 纵 定 的 一 种 规 央 (方法) 9 
使 得 4 中 任意 两 个 有 次 序 的 元 素 s 与 总 按照 给 定 的 规则 g， 能 在 A4 
中 确定 一 个 唯一 的 元 素 <“， 记 作 s98 =c， 那 么 yp 就 是 集合 4 的 一 个 代 
数 运算 。 由 此 ， 在 我 们 考虑 对 某 一 集合 建 立 代 数 运算 时 ， 只 须 给 出 
一 个 “两 得 一 个 ”的 方法 就 行 了 ， 不 必 从 4x 4 到 反 的 映射 说 起 。 

近代 数 运算 的 定义 和 以 上 各 例 ， 可 以 看 出 ， 给 一 个 集合 建立 柜 
数 运 算是 有 很 大 的 随意 性 的 ， 换 名 话说， 要 想 给 一 个 集合 建立 代数 
运算 并 不 难 ， 随 便 就 可 办 到 。 但 是 可 以 理解 ， 湖 便 建 立 起 来 的 运算 
未 必 有 允 大 用 处 ， 实 际 上 ， 数 学 中 最 基本 的 运算 一 一 数 的 四 出 运 
算 ， 都 是 满足 一 定 的 运算 规律 的 。 而 一 般 集 台 的 运算 也 只 有 具备 革 
种 规律 时 才 有 加 以 研究 的 必要 。 对 于 一 个 代数 运算 所 能 具有 的 规律 
是 各 式 各 样 的 ， 其 中 最 基本 最 常见 的 就 是 我 们 所 熟悉 的 三 条 运算 规 
律 ， 结 合 律 、 交 换 律 、 分 配 律 。 下 面 我 们 对 一 般 的 代数 运算 来 说 明 
这 三 条 算 律 的 意义 ， ,: 

设 A4 为 任 一 非 空 集合 ， 我 们 用 一 个 小 图 “ 〇 ”表示 4 的 任意 一 
个 代数 运算 ， 当 然 ， 在 二 是 某 一 具体 的 集合 ， 所 说 的 运算 又 是 大 
深 已 知 的 一 个 具体 的 运算 时 ， 这 时 符号 “ 避 ” 就 自然 应 该 具体 化 为 
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通常 所 惯用 的 运算 符号 。 比 如 例 1 里 的 运算 p 就 是 通常 的 加 法 ,因此 
这 个 运算 符号 gp 就 应 被 惯用 的 加 法 符号 “+ ”所 代替 。 再 如 例 2 里 的 
运算 rp 就 是 通常 的 除法 ， 因 此 这 个 运算 符号 gp 就 自然 应 该 改写 成 惯用 
的 除法 符号 “= *， 凤 应 把 aqg# 写 成 4 二 5 
邵 采 对 所 中 任意 三 个 元 素 4，8，: 等 式 
(aOD Or = aO BO) 
者 成立 ， 则 称 运算 气 2” 满足 (适合) 结合 律 。 
如 果 对 雪 4 中 任意 两 个 元 素 4, 5 等 式 
a0 = Oa 
都 成 立 ， 则 称 运 算 “G 〇 ”满足 《适合 ) 交换 律 ， 
设 虽 避 是 集合 4 的 两 个 运算 ， 如 果 对 4 中 任意 三 个 元 素 a, 纪 ， 
5 等 式 
4 的 Bn = (< 国有 太 册 (多 中 ， 
eee a= BOD DY) 
都 成 立 ， 则 称 运算 区 对 运算 中 满足 (适合 ) 分 配 律 。 当 只 有 前 (后 》 
一 个 等 式 成 立时 ， 就 说 全 对 外 满足 (适合 ) 在 ( 石 ) 分 配 律 ， 
例 8 考 江 整数 集 z、。 数 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 都 是 zZ 的 代数 运 
算 . 我 们 早已 熟知 ，zZ 的 加 法 与 乘法 这 两 个 运算 既 满足 结合 律 又 浇 
足 变 换 律 。 但是， 整数 的 减法 却 了 刚好 相反 ， 既 不 满足 结合 律 又 不 满 
足迹 换 律 。 事 实 上 对 于 3，2 ，1 这 三 个 整数 来 说 ， 就 有 
{3—-2)—1=1-1=0, 
3~ (2~1)=3~1=2?, 
即 (3 一 2) -1 了 3 一 (2 -1)， 所 以 整数 减 法 不 满足 结合 律 ， 再 由 3 - 2 
=1, 而 2 ~3= -1 因此 3-2 关 2-3。 这 又 说 明 整 数 减法 也 不 满足 交 
换 律 ， 
同样 早已 知道 的 ， 箭 法 对 加 法 满足 分 配 律 ， 弱 法 对 减法 也 满足 
分 配 律 。 
例 9 六 为 正 整 数 集 。 用 “7 表示 六 的 求 最 大 公约 数 的 运算 ， 
即 
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if = a), Yas EN, 
于 是 
(aON Oe = OO {600), 
Bf 和 一 下 
寻求 大 公约 的 运算 既 满 足 结合 律 叉 满足 交换 律 。 后 者 是 自明 的 ， 因 
为 4，8 的 太公 约 与 这 两 个 数 的 次 序 没 有 关系 。 前 者 由 最 关公 约 的 笛 
性 ，a 与 5 的 公约 数 4 是 最 闫 的 当 且 仅 当 a 与 5 的 任 滞 一 个 公约 数 # 痢 是 
4 的 一 个 的 数 ， 也 不 难得 到 说 期， 
同样 可 知 ， 求 最 小 公 倍 数 的 方法 是 集合 让 的 一 个 代数 运算 ， 并 
日 暨 满足 结合 律 久 满足 交换 律 . 
例 10 ”由 例 5 已 知 ， 对 任 一 集 妇 的 寡 集 了 PCA) 来 说 ， 求 并 的 方 
法 “U" 求 交 的 方法 “MM” 都 是 Pd 的 伐 数 运 算 。 这 里 我 们 指出 ， 这 
两 个 运算 都 满足 结合 律 ， 也 都 满足 交 防 律 。 并 且 *U ?对 “ 门 ?满足 分 
配 律 ，“ 门 ?对 “UU ”也 满足 分 配 律 。 即 有 下 列 等 式 成 立 ， 
(SU SD) UR = SI ,= Us 
(SNS) N= NS ,= $d; 
SU SN SY = CU So) ft FU $), 
SN CU SD) = CN) RN SD Df EPO. 
其 中 最 后 一 个 等 式 已 于 钴 的 例 5 证 明 过 了 ， 男 外 的 五 个 等 式 也 都 容 
易 类 似 地 得 到 验证 ， 
有 一 点 应 当 指 出 的 ， 部 UU? 对 “从 ”及 “站”? 对 *U” 痢 满足 分 配 
律 ， 这 一 点 对 于 数 的 加 法 、 尼 法 来 说 就 不 这 样 ， 即 加 法 对 沫 法 不 满 
足 分 瑟 律 。 事 实 上 对 3，2，T 这 三 个 数 米 看 就 有 
3+ (2X1)(3+2) x (3+1). 
本 节 最 后 我 们 讨论 结合 律 、 交 换 律 、 分 配 律 榴 一 般 意 义 。 
首先 考虑 结合 律 ， 
设 4 为 任 一 非 空 集合 。 用 “CQ 中 ”表示 有 4 的 一 个 给 定 的 羽 数 运 
算 . 
我 们 知道 ， 代 数 运 算 “O 〇 ”能 使 4 中 元 康 “ 两 得 一 个 ”。 由 此 
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不 难 办 到 ， 对 4 中 任意 z 个 元 素 (> 纺 都 能 算得 ~- 个 元 素 。 例 如， 
对 二 中 三 个 元 素 a，5，。 来 说 ， 就 可 用 两 种 方式 算出 结 采 来 ， 
《kb 或 者 atDe) 。 
对 有 4 中 四 个 元 素 o 加 二 二 来 说 【在 zs， 凡 “4 这 样 的 次 序 下 ) 
算 蚀 一 个 结果 的 方式 就 更 多 些 ， 实 际 上 有 以 下 五 种 方式 ， 
(CODNONOd, OWIOCON, (OO Od, 
ee dO EO GON). 
这 样 就 出 规 一 个 问题 ， 对 同样 - 囊 元 素 ， 由 于 进行 运算 的 具体 方式 
不 癌 ， 算 得 的 结果 会 沪 样 呢 ? 当然 ， 如 果 送 算 “? 满足 结 侣 律 ， 那 
么 对 三 个 元 党 4，&，r 米 说 用 可 能 有 的 两 种 不 同方 式 算得 的 结果 保 
证 是 一 样 的 ， 可 是 对 于 四 个 元 素 的 情形 ， 出 五 种 可 能 的 具体 方式 算 
得 的 结果 也 准 都 相同 吗 ? 当 元 素 的 个 数 更 多 时 ， 能 够 算出 结果 的 方 
式 也 就 更 多 些 ， 此 时 算得 的 众多 结果 又 如 何 ? 从 字面 上 看 结合 律 并 
设 回答 这 个 问题 。 而 实际 上 ， 结 合 律 已 经 解决 了 这 个 问题 。 这 就 是 
下 面 要 证 明 的 结论 ， 
为 了 报 述 方便 ， 我 们 把 二 述 用 逐步 添加 括号 的 方式 ， 从 车 于 个 
元 素 算 得 一 个 元 素 的 过 程 简称 为 “加 括号 步骤 ”， 
命题 1 设 集 合 人 4 的 代数 运算 “O 〇 ”满足 结合 律 ， 那么 对 4 中 任 
意 ? 个 元 素 ,4;,…, G0 在 这 个 次 序 下 用 任何 一 种 加 括号 步 又 算得 
的 结果 都 一 样 。 
证 明 ”对 元 浇 的 个 数 4* 用 第 二 数学 归纳 法 。 
# 二 3 时 命题 本 身 就 是 结合 律 ， 因 此 命题 自然 成 立 ， 
假 朗 对 于 元 素 个 数 < 之 *# 的 情形 命题 成 立 ， 去 证 对 于 # 个 元 素 的 
情形 命题 也 成 立 ， 
考虑 4a，a4,*** 4 的 所 有 可 能 的 如 括 续 步 怠 。 其 中 有 一 种 最 简 
单 的 就 是 从 左 逐 次 往 右 算出 结果 来 ， 即 
Ca Oa Oa OM) Oa,, 
我 们 用 x C4-…Oan 表示 用 任何 一 种 加 括号 步 又 从 a，4,，…, 4 
算得 的 结果 。 于 是 我 们 去 证 
22 


raO Oa DC 人 DJ 
对 于 x(a, 〇 O'…O 〇 Oa) 来 说 ， 不 论 是 怎样 一 种 加 括号 步 又， 其 最 
后 一 步 都 是 从 两 个 元 于 算出 结果 的 。 即 
TRO 二 
这 里 和 的 5 是 前 :6 信人 个 元 素 %，…*2 用 基 种 加 括号 步 颈 算得 的 络 
果 ，5, 是 后 # 一 7 个 元 素 44…，4w 用 荣 种 加 揪 号 步骤 算得 的 结果 
于 是 
左下 
= Oa OO aan Oa) Oan) 
= (raOOMN OnrtanO Oa Oa 
=7X(aO.% Oa Oa, 
= {a0Oa) Oa OW Oa Oar, 
这 样 就 证 明了 命题 1， 

我 们 把 从 ar， sa:，…，en 用 任意 加 括号 步 又 算得 的 唯一 结果 简 
记 作 4.O:Oa, 

拨 命 题 1 ， 只 要 运算 满足 结合 律 ， 那 么 对 于 性 意 # 个 元 素 sn 
Wy， ,4ay 在 这 个 次 序 下 ， 用 随便 一 种 加 插 导 步骤 都 能 算出 相同 的 
线 果 ， 这 在 做 其 体 计 算 时 无 疑 是 很 大 的 方便 ， 结 合 律 的 意义 就 在 于 
此 . 

用 加 插 号 步骤 做 运算 时 ， 我 们 总 是 强调 “在 这 样 的 次 序 下 ”的 
限制 。 这 是 因为 改变 元 素 次 序 对 运算 结果 -一 般 是 有 有 影 喇 的 。 但 是 ， 
如果 运算 满足 交换 律 ， 这 样 的 限制 就 完全 可 以 取消 。 这 就 是 下 面 楼 
证 明 的 结果 ， 

命题 2 如 果 有 刀 的 运算 ")” 满足 结合 律 又 满足 交换 律 ， 那 么 对 
妃 中 的 元 素 G1，4,…，4s， 在 任意 次 序 下 用 加 括 身 步 又 算得 的 结 
果 都 一 样 。 

证 明 ”对 # 做 数学 归纳 法 ， 

#= 2 时 ， 命 题目 然 成 立 。 

候 设 元 素 个 数 < 之 x 时 命题 成 立 ， 去 证 x 个 元 素 的 情形 命题 也 成 
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YY 
设 证 1， 3，…，# 的 任 -- 排 列 。 我 们 证 明 ， 
GCC 
在 让 有 一 个 是 #， 不 芒 令 天 = 下 
gO Oa Oa = a Oa OOOO, 
= (4 OO 2) OLad a OOO) 
= {anO Oa OL OI) Oa 
= [anO Oa OOWOMD IO 
= CaO Oa Oa 
= 
这 就 证 明了 了 作 题 2 ， 
交换 竺 的 意义 是 清楚 的 ， 特 别 是 与 结合 律 一 起 ， 它 的 作用 就 更 
明显 了 ， 以 后 我 们 会 遇 到 不 满足 爸 换 律 的 运算 ， 那 时 将 会 感到 计算 
起 来 很 不 方便 ， 这 可 以 说 明 交 换 律 也 是 一 条 很 重要 的 算 律 。 
最 后 证 明 关 于 分 配 律 的 
命题 3 ” 设 信 ,给 是 妇 的 两 个 运算 ,组 满足 结合 律 ， 仿 对 中 满 
足 分 配 律 。 那 么 
4 (EBB = (a DBP, 
[四 国生 = COND .BED . 
其 中 灵 ， 沁 ，…，2 加 为 把 中 任意 元 素 。 
证 明 对 # 用 数学 归纳 法 ， 
#= 2 时 ， 命 题 月 然 成 立 ， 
假设 对 于 元 素 纪 的 个 数 二 x 时 命题 成 立 ， 去 证 2; 的 个 数 为 * 时 登 
题 世 成 之 .于 古 
aD CB DDED = 4 LED BDL, PD] 
= fa (BD BID 8,) 
= (CODDND PE 0ID es) 
= GNP.D emt Pe. 
同 理 可 证 另 一 个 等 式 成 立 ， 这样 就 证 明了 命题 3， 
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出 命题 3 ， 不 难说 明 下 烈 等 式 成 立 ， 
CaP Pen) © HPPE) 
AOLNISSIN SS ICAOLALS CMON 
= (dD BPADNN DDBAvD PU. 
这 禹 是 通 锅 展开 括号 的 方法 ， 
分 配 律 的 意义 在 于 它 把 一 个 集合 中 的 两 个 运算 连 系 起 来 ， 通 过 
这 种 连 系 能 在 适 算 过 程 中 改变 两 个 运算 的 砍 序 ， 


练 习 三 


1. 设 4={-t1i， 在 4 中 建立 两 个 代数 运算 。 你 给 出 的 这 
两 个 运算 满足 哪些 算 律 1 

2 设 = 40,1,233。 在 拖 中 建立 两 个 代数 运算 ， 你 给 出 的 这 
两 个 运算 满足 哪些 算 律 ? 

3， 试 在 二 阶 方 阵 的 集合 M,(E) 里 建立 两 个 代数 和 运算。 你 给 出 
的 这 两 个 运算 满足 哪些 算 律 ? 

4, 关于 自然 数 集 让 的 规则 

人 (Gy 8) | 一 > 人 

是 六 的 一 个 代数 运算 。 它 是 否 满 足 纤 合 律 ， 交 换 律 ? 

6. 设 也 为 正 实 数 集 。 令 规则 
弛 十 由 


Pa 六 > PE 


Pas A, 人 i—3 (Cah), 
那么 Ls ys 部 是 DD 的 代数 运算 ， Fi :是 音 满 足 结 合 律 、 变换 律 ? 


34 集合 按 子 集 的 分 类 


我 们 已 经 知道 ， 映 射 是 两 个 集合 之 间 建 立 联系 的 一 种 方法 ， 乔 
用 这 种 联系 来 对 两 个 集合 进行 比较 ， 通 过 这 种 比较 可 以 做 到 由 一 个 
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集合 的 考 质 去 推测 另 一 个 集合 训 能 有 的 性 质 ， 除 了 这 种 通过 相互 之 
间 的 联系 ， 由 此 及 彼 地 认识 事物 的 方法 之 和 外， 有 了 时 也 要 把 一 个 集合 
和 分 成 若干 个 子 集 来 加 以 研究 ， 有 适 过 子 集 的 性 质 来 掌握 整个 集合 的 丝 
质 。 这 种 由 部 分 到 整体 、 分 门 别 类 的 来 认识 事物 也 是 研究 问题 的 一 
种 重要 方法 ， 下 面 我 们 讲 机 个 问题 ， 什 么 电 集 合 的 分 类 〈 分 解 ) ， 
起 样 对 一 个 集合 做 分 类 ， 
先 看 两 个 例子 ， 
例 1 六 专 整数 集 2={…, 一 4 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,4.…}.。 
取 定 一 个 下 整数 mw=4。 于 是 我 们 可 以 如 下 的 得 到 Zz 的 四 个 于 集 ， 
m= 《8 人 2 n= 49}, 
”= {xEZI n= dr+1}, 
r,- {#CZ| n= dg+2}, 
r= (EZ n=4g+3}, 
2 的 这 四 个 子 党 具有 以 下 重要 性 质 ， 
1) ri =0,1,2,3; 
2) riflrs= $, 1 
3 2=r rrr,. 
这 说 明 整 数 集 Z 俗 好 分 成 四 个 两 两 不 相交 的 非 空 子 集 的 并 。 一 舱 
地 ， 对 任 一 给 定 的 正 整 数 ww， 共 数 集 2 都 能 按 上 述 方法 分 成 个 两 
两 不 相交 的 非 空 子 集 的 并 ， 其 中 每 一 子 集 恰好 是 以 w 去 除 余 数 相间 
的 一 切 整 数组 残 的 ， 
例 2 考虑 数 域 上 二 阶 方 降 做 成 的 集合 M,CF) = (tain)| 
di 七 F， i,j 二 1,2}。 我 们 按 以 下 方法 确定 潜 ,{F》 的 三 个 子 集 ， 
ro = {Ca) E MAF)| rank (4a) = 0}, 
r= {C4 EM,F)| rank Cay) =1}, 
r, = {Can EM AF)| rank (a;3) = 2}, 
MM,(F) 的 这 三 个 村 集 具 有 以 二 重要 性 质 ， 
1) 7 天 中， =0,1,2; 
3) rinNr;= Pp, i177 
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3) M(tP)Y = ro rr,. 
这 说 明 二 阶 方 陈 的 集合 于 , (F) 恰好 分 成 三 个 两 两 不 交 的 非 空 于 集 的 
并 ， 这 里 的 每 一 个 子 集 恰好 是 由 秩 数 相同 的 二 阶 方 阵 组 成 的 
一 般 地 我 们 给 出 以 下 的 
定义 1 设 人 为 任 一 集合 ， 卫 = (4 及 ,,…} 是 有 4 的 一 组 子 集 ， 
如 采 满 足 
1) A. ,A,E2,; 
9) Ail) .A= BB, i 
3) A= A NA,U. . 
网 称 之 = {41, 4,,…} 是 有 4 的 一 个 分 类 (分 解 ) ， 每 一 个 子 集 妥 ; 叫 
做 在 分 类 了 之 下 的 一 个 类 ， 
按 此 定义 ， 例 1 中 整数 集 Z 的 四 个 子 集 组 成 的 = ross fs， 
站 是 Z 的 一 个 分 类 ， 于 蚌 rm，m，ra， 六 是 在 这 个 分 类 之 下 的 四 个 
类 。 在 例 2 中 , 计 ,{F} 的 三 个 子 集 组 成 的 2 了 = troyrp7 就 是 机 ,LF) 
的 一 个 分 类 ， 写 = ro， ? 洁 把 集合 型 ;CF) 分 戌 为 三 个 类 ,+ 
rf 
显然 可 以 这 样 理解 ， 记 谓 集合 扫 的 一 个 分 类 2 了， 就 是 说 大 者 
集 了 PCA) 的 一 个 子 集 ，Z2ECPCA)， 并 且 了 2 中 的 元 素 满 足 上 述 的 三 
个 条 件 ， 
F 面 再 举 几 个 例子 。 
例 3 对 Hi:CE) 考虑 它 的 以 下 两 个 子 集 ; 
4 = {41) EM, PF) |det ai) = 0), 
d= {a) EMF)| det (ta) A 人, 
用 由 {d,s 4,) 是 刘 ,{F) 的 一 个 分 类 ， 即 把 全 体 二 阶 方 阵 分 
成 两 类 ， 行 列 式 等 于 0 的 是 一 类 ， 行 列 式 不 等 十 0 的 是 一 类 。 
显然 ， 这 个 分 类 比较 粗略 。 加 有 果 我 们 把 行列 式 不 为 站 的 二 航 方 
阵 理 进行 细 分 ， 即 令 
d= {a EM FY ldet taj) = a). 
公 记 = {da EEF} 也 是 于 ;CF) 的 一 个 分 类 。 分 类 2, 就 是 行列 式 相 
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同 的 分 在 一 类 ， 行 列 式 不 相同 的 不 分 在 同一 个 娄 里 ， 看 得 出 来 ， 分 
类 3, 比 3, 精 细 得 多 ， 

例 4 对 F 上 的 一 元 多 项 式 的 集合 FIx] 考虑 它 的 以 下 一 些 村 
集 ， 

di={f x EF Lx deg Fx) = f=0, 1 8), 

这 里 子 集 dd; 就 起 次 数 等 于 i 的 多 项 式 组 成 的 子 集 。 显然， 这 些 子 集 
满足 分 类 定 头 的 荀 两 个 条 性， 即 矢 一 个 子 集 上 者 不 空 ， 每 阿 个 不 同 
的 子 集 本 与 4 (i 志 j) 都 不 相交 ， 得 是 不 满足 这 个 定义 的 第 三 个 么 
件 ， 即 这 些 子 集 的 并 集 “U 4; 不 等 于 FCx] 。 轩 为 苓 多 项 式 没 有 


次 数 ， 所 以 零 多 项 式 不 属于 任何 一 个 子 集 di。 这 榜 ，《d， 抽 ，， 
…*} 不 能 构成 了 Kx 的 一 个 分 类 ， 但 是 ， 只 此 把 罕 多项式 做 为 一 个 
子 集 人 4 补充 进去 ， 即 令 

B= {0 dy, dy d,s }, 
那么 宇 态 是 FE 已 的 一 个 分 类 ， 

例 5 没有 A4= {ax:+bx+d a ED,aAAO 。 即 二 是 一 切实 

系数 一 元 二 次 多 项 式 组 成 的 ， 考 虑 所 4 的 下 列 三 个 十 集 ， 

t= {aw +dx te EA -da = 0, 

tr, = {ax + dx teEAI- da 0), 

r= {ax i tbx+eEA dao0}, 


这 里 ,是 有 等 根 的 二 次 多 项 起 组 成 的 ; 六 是 有 相 异 二 实 根 的 二 次 多 
项 式 组 成 的 ; ?是 没有 实 根 的 二 次 多 项 式 组 成 的 。 这 样 ， 王 = tr 
ry72} 构成 女 的 一 个 分 类 ， 

从 以 上 各 例 可 以 看 出 ， 对 集 有 4 的 每 一 个 确定 的 分 类 玉 来 说 ， 几 
基 同 在 一 类 里 的 元 素 都 共有 一 种 共同 的 性 质 ， 而 在 厅 同 两 类 里 的 元 
素 所 具有 的 性 硕 也 不 同 。 比 如 ， 例 1 中 的 分 类 三 ， 问 在 一 类 的 整 
数 ， 以 4 陈 之 记得 余数 都 相同 ， 而 站 不 间 两 类 的 站 数 ， 以 4 柳 之 所 
”得 余数 则 不 同 。 又 如 例 2 中 的 分 类 三 ， 同 在 一 类 的 二 阶 瞩 阵 秩 数 者 
相同 ， 击 在 不 回 尖 类 的 一 阶 方 阵 牧 数 则 不 同 。 
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对 了 集合 的 分 类 所 呈现 的 这 种 规律 性 也 可 以 从 另外 一 种 角度 来 
的 示 。 即 及 尊 在 一 类 里 的 元 束 都 有 某 种 关系 ;而 不 在 问 一 类 囊 的 元 
圳 则 没有 这 种 关系 。 比 如 ， 例 1 中 的 分 类 立 ， 间 在 一 类 里 的 任 二 整 
数 之 凌 都 居 4 的 倍数 ; 而 不 在 同一 类 里 的 任 二 整数 之 差 则 不 是 4 的 
倍数 ， 又 如 ， 例 3 中 的 分 类 了 了， 问 在 一 类 里 的 任意 两 个 二 险 方 阵 都 
机 抵 ， 而 不 在 门 一 类 里 的 任意 两 个 二 阶 方 阵 则 不 相抵 ， 一 般 来 说 ， 
集合 的 任何 一 种 分 类 都 是 利用 元 索 间 的 菜 种 关系 得 到 的 ， 这 就 是 我 
们 要 讲 的 第 二 个 问题 ， 

纹 有 4 为 任 一 非 空 集合 ， 符 导 “~” 寂 示 4 中 元 妹 4 与 之 间 的 一 
种 关系 。 若 4 与 5 下 这 种 关系 ， 就 记 作 ~ 上 蔡 a 与 5 没有 这 种 关系 ， 
就 记 作 a wb 

芝 “~" 是 集 扫 的 元 素 之 闻 的 一 各 关系。 如 果 对 任意 的 a,bE A， 
4~b 与 4 交 5 有 且 内 有 一 种 情形 成 立 ， 则 称 “ 一 ”是 集合 A 的 一 种 关 
系 。 

例 6 考虑 整数 集 Z 。 令 一 表示 两 个 整数 之 间 的 一 种 关系 ， 如 
肾 4 与 5 的 奇偶 性 相同 ， 则 a 一 5 如果 a 与 5 的 奇偶 性 不 同 ， 则 az 灾 六 
比 好 ，2 一 4 一 ~1,1 灾 2， 3 一 3,0 姑 1 等 等 ， 因 为 任 二 整数 的 奇 侦 性 
或 者 相同 或 者 不 同 ， 二 者 必 居 其 一 且 内 居 其 一 。 这 说 明 整 数 之 间 的 
关系 ~ 是 整数 集 Z 的 一 种 关系 

整数 集 2 的 这 个 关系 还 可 以 用 以 下 方式 描述 得 简 胡 些 ， 基 

~ 4~5 当 且 可 当 24 ~ 
用 话 来 涪 就 是 ， 如 果 a 与 的 差 谱 2 整除 ，a 与 5 就 有 关系 ， 否 则 4 与 5 
就 设 存 关系 ， 
例 7 考虑 * 阶 方 阵 的 党 合 间 。(F)。 令 一 表示 两 个 ? 阶 方 阵 4， 
BE 可,(F) 之 同 的 一 种 关系 ， 肥 
Ys 1~B 当 且 仅 当 妇 与 B 相 拱 ， 
这 识 是 说 ， 如 果 4 与 相抵， 那么 扫 与 BB 就 有 关系 ， 否 则 A 与 就 
没关系 。 显然 ， 关 系 一 是 集合 村,(F) 的 -种 关系 . 
例 8 考虑 一 元 多 项 式 的 集合 F[x] 。 令 一 是 机 个 多 项 趟 之 间 
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的 一 种 关系 ， 即 
一 :了 (ED 当日 仅 当 FDC SC ATCGx) ， 
这 号 起 说 ， 如 果 了 (x) 与 5(x) 互相 能 整除 ， 那 么 了 (x) 与 8.%) 就 有 关 
系 ， 否 则 就 演 有 关系 ， 显 然 ， 关 系 一 是 F [xz 的 -种 关系 ， 
例 9 考虑 有 理 数 集合 Q. 令 一 是 两 个 有 理 数 之 问 的 一 种 关 
系 。 即 


~ 记 ~ 闻 当 旭 仅 当 ad = be, 


这 就 是 说 ， 如 果 3- 与 与 是 相等 的 有 理 数 ， 那 么 与 子 就 有 关系 ， 否 


则 就 没有 有 关系， 显然 ， 关 系 ~~ 是 有 理 数 集 的 -- 种 关系 ，。 
全 10 ”对 整数 集 Z 考虑 两 个 整数 之 间 如 下 区 一 些 关系 ， 

~ da~# 当 且 仅 当 se 

一 8 当 且 仅 当 a 之， 

~ 4 小 当 且 仅 当 sz > 

~ 4 当 且 仪 当 a 0; 

~ 2 与 2 的 符 导 和 如果 相 同 ， 则 规定 # 与 有 关系 ， 即 4 一 上 ; 
如 果 4 与 8 的 符号 相反 ， 则 规定 4 与 5 没有 关系 ， 即 a 灾 罗 ， 

这 早 ， 对 关系 一 ,来 说 就 是 ， 邵 果 a\s 那 么 4 一 6, 否则 4 守 必 。 比 

刘 2 一 4 2 灾 13; 计 -一 | 一 1 等 圈 ， 因 为 任 二 整数 4 与 或 者 a 或 
者 as, 并 且 只 胡 一 种 可 能 ， 从 而 4 一 8 与 4 尖 汉 恰 有 一 种 情形 成 立 ， 
志 诬 关系 一 ,是 整数 集 Z 的 一 入 关系。 同样 可 以 说 明 关 系 ~ 一 :和 
~ 名 其 整数 集 Z 的 一 种 关系 。 下面 我 们 考察 一 下 关系 一 。 这 个 关 
系 是 利用 整数 的 正 负 性 来 规定 的 。 具体 的 说 就 是 ， 如 果 a 与 5 都 是 正 
的 或 者 都 是 久 的 ， 那 么 4 与 5 就 有 关系 ，a~ 丰 如果 a 与 5 中 有 一 个 是 
正和 的 而 另 一 个 基 负 的 ， 那 么 4 与 5 就 没有 关系 ，4 尖 小 。、 比 如 3 一 1， 
2 1 等、 进而 我 们 自然 要 向 ， 
0 与 1， 在 关系 ~ 之 下 ， 症 有 关系 还 是 没有 关系? 几 于 关系 一 是 
利用 整数 的 正 负 性 给 两 个 整数 规定 了 是 有 有 关系 或 者 是 没有 关系 。 然 
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而 牲 数 0 既 不 是 下 前 也 不 是 负 的 。 因 此 ， 关 系 一 , 对 于 这 个 没有 正 
钢 性 可 言 的 整数 0 浅 给 规定 与 任何 一 个 整数 是 有 关系 或 者 没有 关 
系 ， 这 样 ， 关 系 一 就 不 是 整数 集 Z 的 一 种 关系 。 建议 读 者 把 这 个 
关系 ~ 与 关系 一 ,比较 一 下 ， 从 中 会 得 到 -- 些 启发 航 ， 

能 够 给 集合 构成 分 类 的 是 一 种 特殊 的 美 系 ， 下 而 我 们 就 来 介绍 
这 种 关系 ， 

定 尺 2 设 一 是 集 仓 如 的 一 种 关系 ， 如 果 以 下 条 人 性 成 立 ， 

1》 反 身 性 对 任 一 Gd 都 有 2 一 ai 

2 ) 对 称 性 ” 游 4~5 则 & 一 a， 

3 ) 传递 性 车 zs 一 5 85 一， 则 < 一 所 
就 说 ~ 是 集合 及 的 一 种 等 价 关系 ， 

容易 验证 上 述 例 6 一 例 9 中 的 关系 都 是 等 价 关 系 。 例 10 中 的 五 
个 关系 都 不 是 等 价 关系 ， 

于 实 上 ”关系 一 :不具 胡 对 称 性 ; 关系 一 ,不 具有 有 反 身 性 也 不 满 
足 对 称 竹 ;关系 ~: 不 具有 反 身 性 《为 什么 ? ) ; 关系 一 ,不 满足 传 
递 性 ， 关 系 ~ 一, 很 本 就 不 是 Z 的 关系 ， 自 然 更 谈 不 上 吓 不 是 等 价 关 
系 。 

下 面 证 明 本 节 的 主要 结果 ， 

定理 ”集合 妇 的 一 个 分 类 决定 有 的 一 个 等 价 关系 。 反 过 来 ， 集 
合 刀 的 一 个 等 价 关 系 决 定 刀 的 一 个 分 类 ， 

证 明 ” 圣 证 第 一 个 结论 。 设 荆 是 妇 的 任意 一 个 分 类 。 我们 利用 
攻 的 这 个 分 类 卫 ， 给 出 妇 的 元 素 之 间 的 一 个 关系 ， 记 作 “ 一 ”， 即 

sb 当 召 仅 当 * 与 4 在 局 一 类 里 
换 句 话说 就 是 ， 如 果 4 与 5 被 分 类 三 分 在 一 个 类 里 ， 那 么 就 规定 a 与 # 
有 关系 ，sz 一 如 如 果 4 与 5 被 记分 在 不 同 的 类 里 ， 那 么 就 规定 4 与 5 没 
有 关系 ，a 祈 2 

因为 对 有 的 任 一 分 类 来 说 ， 有 4 中 每 一 元 素 怡 好 分 在 一 个 销 定 的 
类 里 ， 所 以 利用 分 类 了 三 如 上 那样 规定 的 元 素 之 间 的 关系 “~ ”是 集 
合作 的 一 个 美 系 。 下 面 我们 指出 关系 “一 ”具备 等 价 美 系 所 要 求 的 
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三 条 性 质 。 首 先 ， 对 任何 一 个 分 类 来 说 ， 口 然 对 每 一 个 元 尿 a 都 有 
4 与 4 分 在 一 类 ， 式 即 有 

t) 皮 身 性 对 任 一 zzE4， 都 有 za， 

其 次 ， 如 果 a 与 5 分 在 同一 类 里 ， 当 然 碗 有 #8 与 4 分 在 同一 类 里 ， 
亦 即 

2 ) 对 称 性 ”车 a~2 风 ~a. 

再 次 ， 如 时 4 与 5 分 在 同一 类 里 ，58 与 分 在 问 ~-… 类 里 ， 当 然 就 有 
4 与 < 分 在 同一 类 里 ， 亦 好 

3 》 传递 性 沙 em 直 Eee 风 sme 
这 样 就 证 明了 ， 利 用 万 的 分 类 王 结 有 4 规 定 的 关系 “~” 是 4 的 一 个 
等 价 关系 ， 即 4 的 每 一 个 分 类 都 块 定 妇 的 一 个 等 价 关 系 ， 

再 证 第 二 个 结论 ， 设 “~” 是 集合 4 的 给 定 的 一 个 等 价 关系 ， 
我 们 利用 4 的 这 个 等 价 关 系 给 了 造成 一 个 分 类 ， 为 此 ， 我 们 首先 利 
用 总 的 这 个 等 价 关 系 构造 4 的 一 些 子 集 。 办 法 如 下 ， 

对 每 一 个 4E A， 规定 #3= {x EA| x~a}). 
把 这 样 做 成 的 一 切 不 同 的 子 集 放 在 一 起 ， 用 卫 来 起 示 。 下 面 我 们 指 
出 ， 王 是 才 的 一 个 分 类 。 

首先 ， 因 为 对 和 任 一 元 隶 s 都 有 eg 一 4， 所 以 对 我 们 如 上 做 出 的 每 
一 个 于 集 3 米 说 就 是 a E32, 亦 即 

1) a aer, 

其 次， 了 王 中 任 二 不 同 子 集 和 都 不 相交 。 事 实 上 ， 任 取 #,， 5E 了 2， 
且 2 车 5， 必 有 a2 站 5 = 名。 假如 不 是 这 样 ， 必 有 rc Ea 站 3， 从 而 c E44 
及 5E2。， 技 子 集 z。2 的 构成 证 六， 则 有 * 一 2“，* 一 上 5。 又 因 关 系 一 是 
等 价 关 系 ， 依 据 对 称 性 ， 由 “~a 可 得 a~c 。 再 依据 传递 性 ， 由 
4 一 上 ft 一 可 得 za 一。 这样， 对 任 一 xxE5F， 即 x 一 ga。 从 而 x 一 六 
亦 即 xE8。 故 有 #3。 局 理 可 得 5Ez 因而 了 = 攻 这 与 8 
相 廓 盾 。 所 以 # 与 5 不 能 含有 共 公 元 素 ， 即 

2) 2 站 = 多 ,76 为 工 中 任 二 不 同 元 未， 

绸 次 ， 因 为 对 要 中 任 一 元 素 s， 都 有 5zEz 所 以 4 中 每 一 元 素 * 

$2 


3) A= 1 xX, 
el 

这 样 就 证 了 明了， 利用 4 的 已 给 的 等 价 关 系 一 ， 如 上 那样 做 出 的 一 组 
于 集 构 成 了 有 4 的 一 个 分 类 三 ， 即 4 的 一 个 等 价 关 系 决定 有 4 的 一 个 分 
类 。 

集合 的 分 类 与 再 射 有 着 自然 的 联系 。 因 为 我 们 容易 指出 

命题 ”集合 A 的 每 一 个 映射 决定 和 4 的 一 个 分 类 。 妥 的 每 一 个 分 
类 决定 有 4 的 一 个 映射 ， 


证 明 假设 集合 4 有 一个 从 4 到 B 的 映射 ps，A4->-B， 我 们 利 
用 映射 gq 局 出 妇 4 的 一 些 子 集 ， 使 其 构成 4 的 一 个 分 类, 办 法 如 
下 ; 

对 任意 一 个 aE 有 44， 规定 

a= {x EA yx) = ya)), 

换 句 话说 就 是 ，z 是 4 中 与 元 束 4 有 相同 的 象 的 一 切 元 素 做 成 的 子 
党。 拒 这 样 做 成 的 一 切 不 同 的 子 售 放 在 一 起 ， 用 卫 来 者 示 。 于 面 指 
出 王 是 4 的 一 个 分 类 ， 

首先 ， 对 有 4 中 每 一 元 崇 zs， 自 然 有 (9) =pta)， 从 而 sa E3。 所 
以 

1) a $$, YatcD, 

其 次 ， 王 中 任 二 不 同 子 集 都 不 相交 。 不 然 ， 令 5 二 名 但 a 作 5 三 
由 ， 于 是 有 z E243， 从 而 cE4，eEB5， 按 妈 3 的 构成 定义 ， 则 有 
2fe) = y=), 即 有 (3) = 及 。 这 就 表明 ， 凡 与 有 相 
同 的 每 的 元 素 也 与 有 相同 的 象 ， 芭 之 亦 然 。 亦 有 即 

ab, $a 

从 而 2 =5。 这 与 #3 志 2 相 了 矛盾。 所 以 ， 对 于 不 同 的 4,5 不 能 含有 共 公 
元 素 。 即 有 

?3 3nm5=g 3 5 为 全 中 任 二 不 同 的 元 素 . 
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再 次 ， 对 于 4 中 任 一 元 素 4 郁 有 a E3， 所 以 4 中 每 一 元 素 * 上 定 
属于 王 中 某 一 子 集 ， 亦 即 

3) A= LU x, 

ED 

这 就 证 明了 ， 利 用 4 到 B 的 映射 e 能 够 决定 4 的 一 个 分 类 ， 

反之 ， 假 设 和 集合 才 有 一 个 分 类 己 ， 于 大 这 个 王 就 是 以 二 的 某 些 
子 集 为 元 未 组 成 的 集合 。 因 而 我 们 可 以 考 居 从 混合 刀 到 集合 了 的 映 
射 ， 具 体 的 规则 如 下 : 

oa|—2，#ET, 使 < 所 了 

换 句 话说 就 是 ， 规 则 98 把 4 中 的 元 素 ? 射 威 卫 中 含有 < 的 子 集 B。 

我 们 下 面 指出 ， 规 则 yp 是 4 到 三 的 映射 ， 汶 此 ,应 当 指 出 两 点 ， 
二 中 每 个 元 束 都 有 象 ; 得 是 唯一 的 ， 这 完全 由 王 是 .44 的 分 类 决定 
的 ， 因 为 4 中 每 一 元 素 z 必 属于 三 中 的 一 个 子 集 ， 从 而 a 在 ?之 下 必 
有 得 ! a 不 能 属 子 己 中 两 个 不 同 的 子 集 ， 从 而 a 在 ?之 下 的 象 是 唯一 
的 这样 利 用 分 类 三 规定 的 方法 9 是 4 到 三 的 一 个 映射 ， 而且 是 满 


映射 ， 即 4 二 >。 

上 述 定 理 和 命题 ， 使 得 关子 一 个 集合 4 的 等 价 关系 、 分 类 、 喘 
射 三 者 串 连 起 来 ， 说 明 三 者 对 于 一 个 集合 4 起 着 相同 的 作用 ， 有 同 
样 的 意义 ， 其 中 分 类 的 观念 和 方法 比较 通俗 易于 理解 ， 因 此 在 以 后 
的 讨论 中 常常 是 使 用 分 类 的 语言 来 说 明 问题 ， 

前 面 的 例 1 一 例 5 都 是 些 分 类 的 例子 。 因 此 ， 依 据 定 更 ， 每 一 
个 分 类 都 相应 的 决定 一 个 等 价 关系 。 比 如 例 1 中 的 分 类 = {royrn 
*2 0)} 把 整数 分 成 四 类 。 分 类 的 规则 是 ，s 与 5 分 在 一 类 里 当 且 仅 当 
以 4 除 之 ，4 与 5 的 余数 相同 ， 于 是 由 这 个 分 类 三 所 决定 的 Z 的 一 个 
等 价 关系 “~”， 依 据 定理 中 的 原则 规定 ， 应 该 是 

4~ 少 当 且 仅 当 4 对 5 被 王 分 在 一 类 里 。 换 名 话说 就 是 ， 如 果 4 与 5 
分 在 同一 类 里 , 4 与 4 就 有 关系 ，4a 一 羽 否 则 与 5 就 没有 关系 ，4 沙 记 

再 如 例 2 中 的 分 类 = {r,，r.，+:} 把 二 阶 方 阵 分 成 三 类 ， 分 类 

| 


的 规则 有 是， 二 阶 方 阵 (e 放 与 已 六 分 在 一 类 里 闻 且 仅 泗 《ge 入 与 (六 
的 秩 相 同 。 王 是 由 这 个 分 类 三 所 决定 的 由 :(F)》 的 一 个 等 价 关 系 
“一 ”， 依 据 定理 中 的 原则 规定 ， 应 该 是 

《az 门 ww 人 六 当 昌 公 当 (zi 与 人 六 被 工分 在 一 类 ， 换 句 话说 就 
是 , 如 果 (za 昌 与 人 分 在 同一 类 里 ， (Ce 站 与 全 站 就 有 关系 ， (4 六 一 
(B47 否则 (8) 与 (5) 就 没有 关系 ， (a) 六 《站 。 

例 8 一例 9 帮 是 等 价 关 系 的 例子 。 因此， 依据 定理 ， 每 一 个 等 
价 半 系 都 相应 的 诀 定 一 个 分 类 ， 出 训 例 ?中 的 等 价 关 系 一 ，(e 四 一 
(5 当 且 仅 当 (六 与 人 六 相抵 。 王 是 由 这 个 等 价 关 系 决 定 的 夺 。(F) 
的 一 个 分 类 ， 人 依据 定 理 中 的 原 刚 规定 ， 应 该 是 

(4 号 (04) 分 在 一 类 里 当 且 仅 当 (a0) ~ 人 617) ， 换 和 铝 话 说 就 是 ， 
如 归 (ai 一 (6) ， 那 么 (ai7) 与 (3;) 就 分 在 同一: 个 类 里 ， 理 则 (ea) 
与 ;就 不 分 在 同一 类 里 ， 


练 习 四 


1， 试 给 出 复数 集 忆 的 一 个 分 类 三 ， 合 2 与 实数 集训 之 间 能 建 
章 起 一 个 一 一 对 应 。 并 指出 由 三 记 决 定 的 等 价 关系 ， 

3, 试 给 出 实数 集 也 的 一 个 分 类 吕 ， 售 瑟 与 Z 之 间 能 建立 起 一 
个 一 一 对 应 。 并 指出 贝 宇 所 决定 的 等 价 关 系 ， 

3 把 z 做 成 一 个 分 类 王 ， 使 王 与 偶数 全 之 间 能 建立 起 一 个 一 
一 对 应 。 并 指出 由 这 个 了 所 决定 的 等 价 关 系 。 

4. 设 A={1,2,3,4,5,6}, 

1) 给 扫 规 定 一 个 等 价 关 系 ~,， 使 由 ~ 所 决定 的 分 类 含有 两 
小 子 集 ; 

2) 给 4 规定 一 个 等 价 关 系 ~:， 使 由 一 :所 决定 的 咎 类 含有 
已 个 子 集 ; 

3) 给 所 规定 一 个 等 价 基 系 ~,， 和 使 由 一 , 记 决 定 的 分 类 含有 
一 个 子 集 ， 
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个 子 集 ， 


习 题 七 


1], 设 A={1,2,3,4)，B= {0,2,4}。 写 出 AUB, ANB,， 4 
—-B, B-A, BxA, PB). 

2. 设 4 = (4p) 为 实 # 阶 方 阵 ， 其 著 数 等 于 #*。 试 给 出 D” 的 一 
个 一 一 变换 pg， 使 


oe C0170 0. 00 12.1 0) | 一 > 
并 写 出 的 道 变换 。 

3。 考虑 # 阶 方 阵 的 集 全 4.(P) 与 # 维 问 量 的 集合 D'” 的 村 集 
PCD"™)。 试 给 出 从 六 ,DD) 到 PD) 的 一 个 映射 ,并 说 上 明 你 给 出 的 这 
个 映射 大 何 意义 。 

4， 考 由 计 .(F)， 规 则 


pa I— Bi), b= -2 


Pp 《全 | 一 (ce = 二 
试 说 明 w, 与 p: 都 是 Wu.(F) 的 变换 。 它 们 是 不 是 单 变换 ? 是 不 是 满 变 
换 ? 为 什么 ? 广 求 训 ,( 了 的 于 集 ， 
$= Ca) EMAAF) | paa)) = Cai) }, 
4 = { Cai;) EC M,CP)| ga CA) 三 Cai1) }, 
5, 设 A={4,。 给 4 建立 两 种 代数 运算 .并 指明 这 两 个 运 
算 满 足 什么 算 律 ， 
6。 关 于 整数 集 Z 的 规则 
po Casb) -一 > 人 十 下 一 


是 Z 的 一 个 代数 运算 .yp 是 否 满足 结合 律 ， 交 换 律 ? 
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7， 考 号 关于 Drx 的 下 列 规 则 


所 fCx) _ g(x) 
80 当 且 仅 当 gp6 ry TB) 8 0 


~ 当 且 促 过 (2%) (Cx) 人 (xX)) = 
F000); 
~ 如 采 fx), £(*) 的 首 系 数 分 别 为 ,5 那么 


~ 、 f(x) _ £8 (CX) 
1 :8 0) 当 且 仅 当 yD yy7055 p(B NY), EC) 


如 果 f(x) =0 或 有 xy=0， 那 全 

FS) 当 且 仅 当 f(x) = g(x) =0， 
试 述 以 下 三 个 规则 哪个 是 DLxj 的 关系 ， 哪个 是 Dr 的 等 价 关系 ? 
写 出 由 等 价 关 系 扬 决定 的 分 类 ， 

8， 考虑 ?纵向 量 集合 D” 的 医 集 PCD"™). 

1) 给 出 PCD'”) 的 一 个 分 类 呈 ， 并 指出 由 王 所 决定 的 等 价 
关系 ， 

2)》 给 出 PCD) 的 一 个 等 价 关 系 ~~， 并 指出 由 一 所 决定 的 
分 类 ，。 
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第 八 章 ”矩阵 的 运算 


在 线性 方程 组 前 讨论 中 己 经 充分 地 显示 出 短 阵 的 重 权 作用 。 痢 
咽 在 解 线 性 方程 组 中 所 发 挥 和 的 作用 主 旧 是 通过 牛 阵 的 初等 变换 来 实 
项 的 此外， 和 矩阵 还 能 进行 代数 运算 ， 正 是 由 于 知 降 有 了 运算 方 
法 ， 又 使 得 它 在 许多 方面 有 兰 量 要 的 应 用 ， 成 为 非常 有 用 的 工具 ， 
本 章 就 米 讨 论 窍 阵 的 代数 运算 ， 注 意 ， 记 讨论 的 抹 隆 都 起 某 个 取 定 
的 数 域 上 上 上 的 年 阵 ， 所 提 到 的 数 都 是 同一 个 数 域 『 中 的 歼 ， 


$1 甜 隆 的 运算 及 其 性 质 
加 法 设 


A A A & ps 机 gn 
A a ee) B =| he he 
nl a 下 上 a 加 bo 


mT m1 me 


为 任 二 二 xx3 答 路。 称 mx 矩阵 
Qi 十 站 fs 十 下 了 dn+ dn 
C= 人 bs 22 二 bor» EE lent bs | 
ps + be Rs ,4 bo ne” 人 b,, 


为 三 与 B 的 和 , 记 作 = A+ B， 求 和 的 方法 叫做 加 法 。 


例如 ， 车 
_/~-1i10 7 6 4 4 
4-( 2 5 _3) 3=(_: 0 1 ) 
10 7 B44 54 11 
如 +B= 各 2 5 _ 引 + 0 6 5 _ 2) 
要 注意 的 是 ， 具 和 有 在 两 个 征 阵 的 行 数 积 列 数 部 分 别 枚 等 时 ， 才 
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能 杠 加 。 
数 乘 矩阵 对 任 招 x 关 矩阵 


B11 Rl ls 

好 本 ra 总 
= [2 人 sz 2 

Ee Ln 


为 任 一 数 ， 称 M4 x ni 算 阵 


Ea as 7 Ra 
D -人 Ras ee 


外 an *"" Ra 


为 数 尼 与 矩阵 及 的 纯 量 积 ， 记 作 D = A， 或 = 4K。 求 纯 是 积 的 方 
法 叫做 倍 笋 运算 。 
上 耐 这 两 种 运算 都 很 简单 ， 实 际 上 矩阵 的 加 法 就 是 直接 通过 庶 
元 素 的 加 法 来 进行 的 ， 司 数 运算 就 是 直接 通过 庄 元 素 的 倍数 来 进行 
的 。 
关于 斥 阵 加 法 和 倍数 运算 具有 下 列 性 质 ， 
1) 加 法 交换 律 ， 设 4.8 为 任 二 wx# 答 阵 ， 则 
A+B=B+A, 
2 ) 加 法 结合 律 ， 设 4，8B、C 蚌 任 三 个 光 x# 建 血 ， 则 
CAtrB iC=A+ (Bro), 
3 ) 有 零 矩 阵 ， 


这 是 一 个 元 素 人 为 零 的 wx# 答 阵 ， 它 具有 性 质 ， 
dd4+0= 人 4=TT+ 才 ， 
其 申 有 4 为 任 一 此 x # 妹 陈 ， 
4)》 对 托 一 六 xy# 南 阵 
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A+r{-A)=(-A)+A= 0. 

我 们 把 所 阵 - 4 叫 敌 4 的 负 郑 阵 ， 把 4+(- 让 叫做 44 与 B 的 差 ， 
记 作 4~3B=4+(- 助 ， 求 两 个 巴 阵 之 差 的 方法 叫做 减法 ， 

5) (E+ A= EA+iA; 

6) ECA+B) = EA+ EB; 

7) (ED A= Ek(A); 

28) 1.A=.A4A, 
其 中 5 一 六 里 的 4 8 为 任 二 加 Xx # 和 给 隆 .。 

除了 以 上 两 种 运算 外 ， 和 矩阵 还 能 进行 滋 法 运算 。 正 是 君 来 有 些 
玄妙 的 乘法 运算 才 使 俯 阵 成 为 在 许 针 方 面 有 着 重要 应 用 的 数学 工 
具 。 说 是 有 些 玄 妙 的 德 阵 乘 法 其 实 并 不 玄妙 ， 它 也 是 客观 规律 的 一 
种 反映 .例如 ， 我 们 考虑 两 个 二 元 线性 代数 式 ， 


Ni= A as 
{1y 
Pi Nt Rs 
与 
i = Bi y+ Be 2 
《 2) 
xz = $,, 1d,, pz, 


在 分 析 学 中 ， 这 是 两 个 二 元 线 狂 ( 齐 次 ) 函数 ， 在 代数 学 中 ， 它 们 

克 呈 两 个 谈 臣 的 线性 圭 换 (或 叫做 变数 的 线性 变 涡 ) ， 而 在 解析 几 

何 里 〈 系 数 gj， 满足 一 定 葵 件 有 时) 可 以 表示 两 个 坐标 旋转 ， 我 
4 


和 把 《1)》 代入 【2 即 有 
z= Ba tt a) + bis Aa + sss) 
X= Rt dN} B,Ca + HX ) 


将 右 端 整 理 后 ， 得 


I= Oud tt dd) wt Ba tt Bid) Ys 
{37 
wo = CPt oA) Nit Coa + ,ds) X,, 


(3 ) 式 说 明 ， 如 果 把 tc1》， (2) 看 成 两 个 二 元 线性 闷 数 ， 那 
么 它们 的 复合 浙 数 还 是 线性 〈 齐 次 ) 的 ， 并 且 共 阐 的 系数 关系 如 


下 ， 
线性 函数 《1) 的 系数 线性 函数 【2) 的 系数 
A #12 bi bs 
fal ys 8: ?2 


复合 消 数 《3 ) 的 系数 
Bat dm Bat Bas 
Ban t bas buat ,0s 
如 系 把 〈1) ，《〈2) 看 做 十 变数 的 线性 变换 ， 那 么 这 两 次 变换 的 
合成 还 是 一 个 变数 的 线性 变换 ， 并 且 合 成 变换 的 系数 与 原 变 换 的 系 
数 之 间 有 如 上 的 联系 。 表 如 (14) 、 (2) 表示 两 个 从 标 旋转 时 ， 
旋转 角 分 别 为 8，#.， 那 么 连续 施行 两 次 旋转 和 的 结果 也 是 一 个 旋转 
且 旋 转 胡 设 为 刀 , 这 时 它们 系数 间 的 上 述 联系 表明 ， 负 = 由 +0. 
于 述 事 实 故 明 ， 如 果 去 掉 (1)》 ，、 (2) 的 各 神 具 体 解 大 ， 就 
其 抽象 的 统一 的 规律 而 言 愉 好 是 两 个 二 阶 方 阵 合成 得 到 一 个 确定 的 
二 阶 方 阵 的 一 般 方 法 ， 
G: 4 (4 1 ) -> (dun t Bdey Bd: + Gnas) 


» 
1 aed Va dss Rd t Bad Bast Pod 


这 就 给 我 们 建立 点 姓 的 习 法 提供 了 一 个 基础 ， 
乘法 设 


at 


分 别 为 1% x 3 矩阵 和 其 X 和 六 矩阵， 我们 把 各 x 交 矩阵 
-A 1 Bi ‘+ aba And t dirbss t + Ga 
CC Ba bat aa a Dit za 二 二 ap 
“十 an nb + gabas 于“ nb 
radubist A 2 J 
“lado t a got:* “+ bn | 
ab Habit "+ bo 


叫做 碳 与 B 的 积 ， 记 作 C= 4B 。 求 两 个 矩阵 积 的 方法 叫做 矩阵 乘 


法 。 
利用 和 和 号 芋 可 以 把 积 和 矩阵 C 写 得 集中 一 些 ， 


Ce hp 
© =| ss "tap 
| 巴 mar 


mt” me 


01 = arp f=], 2 f=1,2,., 8. 


年 二 


要 注意 ， 只 有 有 第 一 个 扼 阵 二 的 列 数 与 第 二 个 算 阵 中 的 行 数 相同 
时 ，4 与 8 才能 相 乘 ， 并 且 积 年 阵 C 的 行 数 与 第 一 个 抢 阵 4 的 行 数 
相间 ， 列 数 与 第 二 个 矩阵 了 的 列 数 相间 。 便 好， 


1 3 25 11 AH91918 14 
(4 -1 9 1 ti)=(6 4 10 3 ) 
0 1-12 12) ‘67 4514 -41， 
2 
2 3 -1 
_ 1 of _ 13 3 
(12340 3|=-(30, (2 _? 人 2 让 = 人 人 
4 ~0 1 
+ 


拓 际 乘法 有 以 下 重要 性 质 ， 
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9 ) 乘法 结合 律 ， 设 A4、B、C 分 别 为 米 x#,zXxp,px8 证 阵 ， 
则 (AB)C = 4(BC)， 

10) 汇 法 对 加 法 的 分 配 律 ， 设 4.B 为 力 x# 答 阵 ，C 为 #*xp 完 
隆 ， 了 为 9x 关 卸 阵 ， 则 

CArBDC= .AC+BC, Drd+B = 了 4+DH 

11) (READB= AB) = EAB,),, 
其 中 人 人、B 分 别 为 赤 Xx#，#xp 矩阵 ， 卡 为 任意 数 ， 

我 们 只 给 出 结 合 律 的 证 明 ， 其 它 两 条 的 证 明基 容易 的 ， 建 议 读 
者 补 上 其 证 明 ， 

现在 来 证 明 结合 律 ， 令 


ml 人 nm} 加 pi pg 
于 是 
1 和 | gi: " Bo Ci Cg 
(CAB C = - 和 ~ 2 ( 2 
nl rn pn ” bp Cpl dpa 


Cpl re bp 
Da mi Damsbi, 


i=1 二 人 


站 下 . | 
DB), a 32) 
i 二 | 一 i 二 | 二} 
= 机 和 人 
> De ij “a (ate eee 
"=| =! i=| =] 


这 是 一 个 加 x 9 符 阵 ， 它 的 第 ; 行 第 7 列 元 素 为 


pe a= Petes, 


f=1 t=! = 1 


6 机 I """ 中 | 
bey oe Bad Ne a boo 


站 | 


.| i > 0 
和 6 ) 2 : 


1=1 一 1 


这 也 是 一 个 wx 4 矩阵 ， 它 的 第 ; 行 第 j 列 元 素 为 


+ £ np. 
fi 一 32 一 > Passbicy 
1=1 一 了 


二 | 上 三 | 


和 和 


一 2 Dianbiesi. 


三 1 [=] 


由 插 阵 相等 的 定义 可 知 : 
(4BC= A(BC)。 证 完 . 

最 后 党 要 指出 ， 和 矩阵 的 巧 法 是 把 数 的 乘法 ， 加 法 按照 一 定 的 规 
律 结合 起 来 进行 的 ， 它 远 比 矩阵 的 加 法 ， 数 与 矩阵 纯 基 乘法 要 复杂 
得 多 。 因 此 ， 我 们 亡 熟 悉 的 关于 数 的 乘法 的 一 些 运算 规律 不 能 直接 
认为 对 矩阵 乘法 都 是 通用 的 。 除 了 已 经 证 明 过 的 上 述 三 条 之 外 ， 乘 
法 交换 律 对 矩阵 米 说 就 不 成 立 ， 

事实 上 ， 若 作为 %Xx# 姓 阵 ， 引 为 *Xp 抵 阵 ， 这 时 48 为 mxz 训 第 
阵 ， 在 ”关上 时 ，3 和 要 不 能 相 乘 ， 更 谈 不 上 34 = AB， 即 使 w= 
时 ， 则 A38 是 mw 阶 方 了 泗 ， 而 BA 是 # 阶 方 阵 ， 在 ww 志 # 时 ， 也 谈 不 上 AB 
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是 否 等 于 B4， 由 此 可 见 ， 只 有 在 m=a=p 时 4B 与 B4 才 可 能 相 
同 。 但 就 是 在 这 种 情形 下 ， 乘 法 也 不 一 定 可 交换 。 例 如 ， 取 


4 


(8 0) = 人 3) 
ac( 0)( 9)-( 0) 
按 卸 和 阵 相等 的 定义 ，4Bs34。 这 里 刘 顺 便 说 明了 ， 两 个 都 不 为 堆 
的 矩阵 滋 积 可 能 为 零 
报 重 要 的 矩阵 是 方 隆 ， 我 们 用 并。 表示 数 域 F 上 一 切 #? 阶 方 阵 的 
集合 ， 于 是 对 旭 。 的 元 素 可 以 进行 加 法 、 倍 数 及 乘 活 运 算 ， 并 且 满 
足 上 述 1) 一 11) 条 全 齐 性 后 。 和 我 们 已 知 的 全 体 整 数 ， 一 元 多 项 
式 的 全 体 相 比 较 ， 它 们 有 着 同样 的 运算 方法 (主要 是 指 加 法 、 乘 
法 } 并 且 满 足 同样 的 运算 规律 {只 有 乘法 交换 律 除 外 ) 。 所 以 它 在 
代数 学 里 有 着 重要 的 地 位 ， 
前 面 在 第 五 章 说 过 转 置 托 阵 的 概念 ， 和 和 抵 阵 运算 联系 起 来 考 
碟 ， 容 易 指 出 常见 的 四 条 性 质 ， 
1) (A)'= .4; 
2) (A+B)'= A'+B’, 
3) (EA}Y'= kA 
4) CAB'= B'A', 
前 三 条 证 明 是 容易 的 ， 贸 给 读者 补 证 .我 们 来 证 4) :， 设 


' Hy Hl lL bs 6 “* bs, 
区 -人 fz ”2 ,8 人 Bs bp 
dn Hm """ 4 Ba bs 六 和 bup 


和 #1 六 机 bi, 
人 a < 6,, """ 9] 
,了 bay Bas ba, 


jl rm 


出 


一 = 
La 
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r=| 1 二 1 


ss Dab >"" DD | 


un 2 Dl asd 


| 1 一 | 


-02 三 Dm 机 anrrp 


『 二 】 时 
, ] 
y。 ibn So et | 
i=1 i=] 了 一 | 
国 


CABY!' = i y。 er > at 
二 一】 
A bip yp Damtbiy | 


t=! 1=1 一 上 7 


Bi, Bu Ba fa A | 
pa 六 站 frr 好 mm 
bs b,, 机 bp Hn Hin i 
ddan ab Da 日 
=| 三 | | 三 1 
一 Aub 各 eh 
一 人 二 | 了 一 
Ss, Sp, Fe dmbip | 
三 1 有 去 上 三 


于 是 根据 撼 阵 相 等 的 定义 ， 必 有 (4B)'= 中 4 证 完 。 
最 后 我 们 米 介 绍 分 块 答 阵 的 运算 。 在 具体 对 矩阵 运算 时 ， 往 往 


总 


把 矩阵 分 成 一 些小 块 。 对 和 矩阵 作 了 适当 的 分 块 后 ， 在 进行 运算 时 ， 
就 可 把 每 个 小 块 看 作 是 一 个 元 京 再 作 同 样 的 运算 ， 

进行 分 换 的 方法 是 对 一 个 矩阵 把 从 上 到 于 招行 放 以 分 组 ， 从 左 
至 右 把 列 奶 以 分 组 ， 这 样 就 把 怎 竹 如 划分 成 一 些小 矩阵 。 例 如 ， 设 


Hl A *" in 
A=| Sar “"" tan 
eit Fz ~ 好 司 


为 wx s 沧 阵 ， 作 分 拨 如 下 ， 


A A, 屿 直 A 《天才 | 行 ) 
本 = 区 4,， “"" ‘1, (共识, 行 ) 


pp Aps … A,e 
( 共 # 列 ) (共识 出 ) (共和 列 ) 
其 中 全 十 天 十 十 于 5p 二 琉 ， 有 十 玲 十 人 二 二 玫 ， 村 i 是 WX #; 四 阵 ， 


叫 仇 如 的 子 块 ， 通 常 把 分 为 子 块 的 阵 友 做 分 快 阵 。 例 如 


( 共 加 , 行 ) 


1000 基本 0 
{oo100 2 o 1 1 1 
EH 0 -1 了 引 

1101 ‘2 3 1-1 1 

将 本， 了 分 岳 为 

10:00 1 0 
_| 01:00)_/1, 

4 (9 9 (4 有) 

11:01 


下 面 米 介绍 分 块 和 矩阵 的 运算 ， 
加 法 设 4，8B 均 为 下 xxz 矩阵 ， 将 4,B 用 同 祥 的 分 法 分 成 
分 块 阵 ， 
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.4 4 Bi B,, "Bio 
4 人 多] B= Bs, Bs, "Ba 
A La B,, B,. "BB, 
其 中 甩 ;;、B,;; 均 为 wr; x #; 矩阵 、 郑 么 
人 A+ B, st Bs er* 4 Bi 
+ -| st Bys *** ioq + Bea 
st t+ B,, A,, + B,, ‘et Bog’. 
数 冬 算 阵 设 44 为 罗 x# 和 矩阵 ， 将 4 分 成 分 块 矩 阵 


4 -4 机 pi 
4= 区 人 
了 4 As: 44 


下 时 
上 汶 尾 一 数 。 那么 
EA EA, + kA,, 
kA= 和 kA 
EA, EAs 1 kA’, 
其 中 每 个 有 Asi 也 是 数 与 矩阵 4s; 的 纯 量 积 ， 
乘法 设 4，B 分 别 为 mx 5 乱 阵 ，xx! 和 矩阵， 对 4， 了 分 
块 ， 这 时 要 求 4 的 列 的 分 法 与 了 的 行 的 分 法 相 一 致 、 即 
A 4， 四 A 
4= [人 区 
A 4,， ** -4 和 
{ 共 # 1 列 ) ( 共 #, 列 ):…{ 共 #6 列 ) 


Bi Bl  B, (共有 i 行 》 
B 人 B,, … On 
Bie, Bos: Bs, ( 共 #6 行 ) . 


Cl FE oo Lr 
AB=| "i: ft fr 
国 下 国 中 


Fp] 上 pz Pr 用 


对 


其 中 zi 二 .有 Bi+ 人 :Bi + :+ AjiaBa; 二 2 =1，2， 
"ry 

以 上 用 分 抉 矩阵 作 药 加 活 、 纯 量 乘法 和 乘法 运 先 的 和希 果 都 可 以 
用 和 气 阵 的 加 法、 配 量 好 法 和 好 法 药 定 义 来 台 证 它们 葛 正 确 性 ， 这 里 
不 详细 说 明了 ， 

将 矩阵 妥 分 块 后 ， 如 果 它 葛 形 式 如 


A 4,, pr 4A, O -0 
4 人 je。 -和 和 
站 如 Ee 过 4 ， 
则 称 前 者 为 准 上 三 角形 矩阵 ， 后 者 为 准 下 三 角形 第 阵 ， 在 44，4,,， 
“要 ,bp 者 是 方 隆 时 ， 量 然 习 也 是 方 阵 。， 这 时 由 Laplace 展开 式 可 
知 
det A = 4 


特别 地 ， 若 也 分 抉 成 以 下 形式 


A 0 "et 0 
| -(: A211,, i ?| 
0 0 4 


财 称 寻 为 准 对 角形 矩阵 ， 这 时 有 
rankA= rankA +Tank.d + :+ fankAd,,. 
下 面 举 倒 说 明 “ 淮 ”的 概念 与 分 法 有 关 ， 


例如 ， 将 矩阵 
1 


0 
0 


按 下 列 方法 分 


i 


一 
让 


[= 
ts 
= 
一 和 
和 


oo ， 


则 它们 分 别 为 准 对 角形 、 准 上 三 角形 、 准 下 三 角形 仑 阵 ， 由 此 可 
和 匈 ， 在 具体 运用 分 抉 抢 阵 远 算 时 ， 杰 充分 考虑 问题 选取 何 种 分 法 最 
合适 。 

我 们 以 后 将 会 看 到 ， 把 把 阵 分 块 进行 运算 有 许多 方便 之 处 ， 比 
如 ， 利 用 短 阵 分 块 运算 ， 可 以 把 数 的 等 式 ， 向 量 的 等 式 和 矩阵 的 等 
式 统一 起 来: 

线性 方程 组 的 一 般 写 法 为 

je + Aiaws tt nn = 


| 


1 十 Hr 二 十 | 一 六。 
如 果 令 


A A oo din 如 Pei 
4 人 可 B= E ) 全 -人 
a “A 3 pn 


tr | 


则 有 与 《4 ) 等 效 的 写法 为 
才 和 -= 卫 。 《5 ) 
再 如 今 


则 又 有 与 (4 》、 (5) 等 效 写 法 为 
XI FN = 人) 
这 样 数 的 等 式 〈4 ) 、 和 矩阵 的 等 式 (5) 、 向 量 的 等 式 (6 ) 就 成 
为 一 个 问题 的 三 种 等 效 的 表现 形式 ， 
术 也 进 俏 数 与 大 的 记号 ， 把 4+ 有 +…+ 及 记 作 mw4， 把 
均 个 
dd A4 沁 作 A"， 这 里 mw 为 正 整 数 ， 


me 


以 个 


mt 


[a 
尾 
ey ns nt, 
~ 
_™, 
[9 
尘 
对 
对 
Mm 
A 
La | 
rr 
| 
oo 
ae 
| | 
富生 和 -| 
| 
ma 
P| 
—™ 
| 


A 
pre 
de 


Cos 有 -saint 


:sg) ， 


itp 


六 


De 1 
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1 1 dO"\, 
» (0 1 1).. 


0 0 1 
6. 设 
1 2 
A-(2 1) 
3 14, 
求 44/，A'A， 
7， 没 A = a 车- 二 4-1 久 t+ 4m 用 是 一 个 #Xx# 拓 


fA = a + aAm IT TU- a 了 

设 
2 1 1 
1) 三 有 =2 -Ai+l, 4-=(3 1 2 ) 
1 -1 0 


(-3 7 3) 


F 
2) FN = 8+3,， 并 = 


试 求 (4)， 
8. 设 


100 a00o 
0 iIl1&00 
‘9 二 
G1 O01 4 


求 A:，ABA,，B:. 
9， 设 A,B 部 是 坟 x# 姑 阵 ， 证 明 ， 方 程 
对 十 苹 = 二 了 B 
有 有 旦 只 有 一 解 ， 
10， 证 明 ， 卡 4 = 0 必要 而 且 只 要 有 = 0 或 4= 0。 
11. 设 


0 1 0 
_f1 1 二 1 
D 4A=(o 1), 2 4 ( oo 


求 所 有 与 4 可 交换 的 矩阵 ， 


852 


13。 试 问 ， 对 任 二 #* 济 方 阵 闪 与 了 B， 等 式 
det A+ BY = dats + dstB 
总 成 立 洒 ? 


3$2 可 道 定 阵 


上 一 节 对 加 法 和 运算， 我 们 定义 了 加 法 的 道 运算 一 一 减法 。 类 似 
地 ， 上 自然 要 考虑 矩阵 乘法 的 道 运 算 问 题 ， 为 此 首先 指出 ， 对 于 二 济 
方 阵 的 素 法 来 说 ， 贡 存在 一 个 各 数 1 有 同样 作用 的 * 除 方 阵 ， 即 


AI,=1,.A=A, AEM,. 
我 们 称 工 为 * 阶 单位 阵 ， 简称 为 单位 阵 ， 
进而 我 们 给 出 
定 尺 1 对于? 阶 方 阵 万 ， 若 存在 #* 阶 方 阵 吾 ， 使 得 
AB=BA=1, ¢1) 
则 称 妈 为 可 艇 矩阵 . 
容易 指出 ， 对 # 阶 方 阵 4 最 多 只 能 有 一 个 # 阶 方 隆 了 B， 使 (1) 
式 成 立 ， 
事实 上 ， 车 还 有 # 阶 方 阵 人 ， 有 
AC=CA=1,. (2) 
我 们 说 ，、 必 有 B=t。 因 为 ， 一 方面 
BAC= (BAC=1.C=0C, 
男 一 方面 
BAC = BCAC) = BI, = 了 
所 以 


Le 
|| 
(3 
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我 们 称 满 足 (1 ) 式 的 那个 唯一 的 3 时 做 4 的 道 目 阵 ， 记 作 
4-!， 亦 即 
-4.4-1=-414=T 
必须 强调 指出 的 是 ， 并 不 是 每 个 方 阵 都 有 有 逆 矩 阵 ， 即 并 不 是 每 
个 方 阵 都 是 可 道具 阵 。 
例如 ， 我 们 看 二 棒 方 阵 


2 


. 


pA=(1 0)(0 1)=(9 06). (3) 
于 是 ， 我 们 可 以 断言 4 没有 道 矩阵 。 如 其 不 然 ， 则 有 4-5 使 
.44 = 了 工 ， 


那么 将 (3 ) 式 两 端 从 右边 乘 以 4-'， 得 
DA AI=0A ,BD= 0, 

这 龙 不 可 能 的 ， 从 而 -4 不 能 有 道上 官 阵 ， 即 .44 不 可 六 。 因 此 ， 虐 阵 染 
法 没有 逆 运 算 ， 

既然 不 是 每 个 方 阵 都 可 道 ， 这 自然 有 以 下 问题 ， 什 么 样 的 方 阵 
是 可 道 的 ? 如 果 几 可 送 ， 如 何 求 4 的 送 和 矩阵 ? 为 了 解决 这 些 问题 ， 
我 们 给 出 

定义 2 设 刀 ;为 囊 阵 


a de “Ain 
A=| i Crzz Go 
rl Hp" 


中 元 素 a5 的 代数 余子 式 ， 和 矩阵 


A 4 
人 A ~ A 
-二 A,, "A 


称 为 刀 的 伴随 矩阵 。 
根据 行列 式 的 展开 定理 ， 可 得 到 
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4 0 0 
aa 人 [All,. (4) 
0 0 = 14 
例如 设 
1 -4 一 3 
4-( 二 3 
-1 2 1’, 
求 A1* 
解 ” 因 为 
4 =1， A,=1, .= 一 1， 
A = -2, A,,= -2, A,,=2, 
Asy= 3, As=—3, A,=3 
旷 


请 读者 验证 一 下 
AA* = dy4= [4 和 = 0， 
定理 ” 世 阶 方 阵 及 = (Qi;) 是 可 逆 的 充分 必要 条 人 忻 是 ， 妥 的 行列 
式 | 引 将 0， 而 且 当 如 可逆 时 ， 


-= 了 de (5 》 
4 -TA 
证 明 上 先 证 充分 性 。 即 设 | 和 站 0 去 证 万 为 可 道 的 。 由 (5) 


式 可 知 ， 当 14| 0 时 ， 4 存在 并 且 由 (4 ) 式 知 


1 本 一 1 二 二 1 = 了,, 
A( Tr Teh 让 = FA) | T 本 和 
(T4174 )4 = Te | es 
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这 说 明 存 在 -44*， 使 (1) 成 立 ， 故 4 为 可 逆 的 。 
再 证 必要 性 。 即 若 4 为 可 道 的 ， 才 证 41 六 0 。 因 为 4 是 可 道 
的 ， 有 上 4 存在 ， SS A= (a es pcayy 0 为 #x1 知 阵 ，# = 1 2,…'， 


#， 于 基山 
AAT = A a dp) = 1, 


< 


因为 阵 怒 的 道 阵 是 唯一 的 ， 可 和 钴 线性 方程 组 


1 
0 


有 唯一 解 ， 从 而 其 系数 阵 4 的 行列 式 Ldj 关 0 .证 完 
由 充分 性 的 证 明 过 程 可 知 ， 当 14| 去 0 时 ，4 的 道 阵 为 4:= 
A*. 


可 得 


1 
AT 
定理 中 的 《5 ) 式 就 是 求 尊 矩阵 的 公式 。 
推论 ”4 为 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 为 满 秩 的 。 
例如 ”判别 下 列 矩 阵 是 耕 可 道 ? 如 是 ， 求 其 道 阵 。 
1200 
4 1) (333 
-321 3012. 
解 ”因为 14| =1 关 0， 记 以 由 定理 知 ，4 可 邀 ， 并 且 由 于 
A=1, A= 2, A,=7, 
| As=0, As=1, ,= 一 2， 
A=0, A.=0, A,=1, 
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1 00 
(3 
了 -2 1, 
因为 
1200 
| -12131. 
(BL=| 0024 人 0 
3012 


由 定理 知 ， 也 不可 道 ， 
下 面 来 讨论 可 六 矩阵 的 人 性质， 
命题 1 《40D-:= 44， 
事实 上 ， 由 于 4-4 = 441=J 不仅 说 明 4 是 本 的 道 阵 ， 
而 且 也 说 明 有 所 是 4 ! 的 道 阵 ， 也 就 是 
("= A 证 完 ， 
命题 2 若 4 是 可 逆 阵 ， 则 转 置 阵 4: 也 是 可 着 的 ， 而 县 
(CA) = 0A, 
事实 上 ，A'CATD = (0A) = = 了， 
CA A = CAATD)' = 1 = 1,, 
故 (4D -= ( 4755 证 完 。 
命题 5 车 4. 瑟 都 可 族 ， 则 4 好 也 可 和 送 ， 页 且 
(4B) = B.A!, 
事实 上 ， 因 为 
(dB) (3-LdD = ACBB- YA!'= 447=T， 
(3-L4-D (CAB) = Br-Ld4)B=B-IB= IT 
故 (dB) 一 = .45 证 完 ， 
命题 3 不 礁 推 广 到 :+ 个 可 赣 阵 的 情形 ， 
设 4，44 py 都 是 4 阶 可 避 阵 ， 那 么 4.4:…4 也 是 可 道 
阵 ， 而 号 
(A, 4 
命题 3 说 明 计 ,中 一 切 可 首 阵 的 集合 GL 关于 冉 阵 的 习 法 是 封闭 
的 ， 
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最 后 ， 讨 论 一 个 矩阵 方程 ， 
AX =B. 
如 果 有 4 是 一 个 可 道 阵 ， 那 么 这 个 方程 有 且 具 有 一 个 解 ， 
X= A-'B, (6) 
这 里 的 了 3 可 以 是 zx ww 炬 了 泗 ， 即 ， 如 果 4 是 一 个 s 阶 可 道 阵 ，B 是 一 
个 x 坟 短 阵 ， 那 么 方程 
AX=B 
有 且 上 只 有 一 个 解 
X= .A-B, 
这 个 解 瑟 出 是 一 个 zx 六 证 阵 。 
特 齐 地， 当 了 是 一 个 *x1 和 矩阵 时 ， 公 式 〈6 〉 给 出 了 克 莱 姆 法 
则 的 为 一 个 证 明 ， 
线性 方程 组 
强 中 车 [十 rt "证 fj 一 b, 
这 t dst “et Ara Nn = 
Ha ns 十 .. 十 guna = $b,, 
根据 矩阵 乘法 定义 ， 可 以 写成 撼 阵 方程 
.4 各 = B, < 各] 


多 人 is "in ml bY 
A : dy | 和 Y= 昌 B= 站 
人 ga x 二 
如 果 |4| 夺 090， 那么 4 可 道 ， 方 程 (8 有 且 只 有 一 个 解 


X= A-'B, 


这 也 是 方程 组 (7 ) 的 解 ， 将 A 代入 ， 乘 出 来 就 是 克 


其 中 


莱 姆 法 则 给 出 的 公式 ， 
如 果 妈 不 是 可 递 阵 ， 我 们 来 讨论 更 一 般 的 情形 。 设 4 是 一 个 
PXx# 滤 隆 ，B 是 一 个 p x mr 矩 阵 ， 考 虑 方程 
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AX=B, 《9 ) 
其 中 未 知 定 阵 壬 是 一 个 *X 7 和 矩阵。 现在 用 分 块 征 阵 讨论 这 个 问题 
将 B. 久 用 分 块 阵 写 成 
B= (0B, BB,s), R= CX, 其， 入 
其 中 了 都 是 px1 和 矩阵 ，Xi; 都 是 xxX1 和 矩阵 ， 于 是 方程 (9) 可 以 写成 
(六 其 区 ) = (CBB Be), 
它 等 价 于 方程 组 
AX, = B, 
A (10) 
4X = B,.. 
再 将 有 4 写成 分 抉 矩 阵 ， 
| = (4 
其 中 4 是 4 的 第 j/ 列 ， 是 x1 和 矩阵 ， 于 是 方程 组 〔〈10) 可 以 写成 
CAAA A R= 《 开 一 下 2 了) 。 《1 
因为 方程 组 (11) 有 解 的 条 件 是 Bi{E =1,2,…, 匠 可 以 被 4 4,， 
… -4 线性 表 出 ， 所 以 方程 (9 ) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 站 的 列 向 
量 组 可 以 骨 才 的 列 向 天 组 线性 琢 出 。 这 个 结论 当然 也 色 含 4 是 可 道 
阵 的 情形 ， 
方程 了 4 = 8B 也 可 以 类 似 地 加 以 讨论 ， 这 里 就 不 详细 讲 了 ， 
例如 ， 求 六 ， 和 使 


练 习 二 
1， 判 加 下 列 和 矩阵 是 否 可 闭 9? 如 可 道 ， 求 出 其 选 阵 . 


ps 1 i -1 
1) A=(“ d) ad be=1, 2) 4-(? 1 0 ) 


3 2 _1 
123 0 

» A=(221) 4} 及 = 2 
和 和 3 1 


mt 


0 


[3 
4 
wr 


i 
65) 要 -| 2 "、 Gin i = 1,2, 
如 


2. 求 满足 下 列 条 件 的 汉 ， 


DLL 4 外 


1 ) 设 s 阶 阵 4, B 都 可 道 ， 证 明 ，《 人 和 8) 及 (9 《) 都 可 过 


并 且 骨 (人 3 (8 A)” 
2 ) 计算 
a 


(4+27-10 和 47 及 (+2T) dd- 一 27T)。 


.车 A*=0, 风 (=T+4+ A++ 
， 试 问 ， 有 没有 不 是 方 阵 的 矩阵 4, 8 满足 48= 呢 ? 
. 着 妇 可 道 ， 则 - 如 也 可 道 ， 并 求 - 4 的 逆 阵 ， 

. 车 4B8=3B4d， 且 4 为 林道 阵 ， 则 4 8B=Bd-。 

， 若 4 可 道 ， 如 -A* 可 道 ， 并 求 .4* 的 道 阵 ， 


了 0 设 x 阶 方 陈 4 适合 和 全 = 4， 且 4 天 则 有 矶 不 可 道 ， 
§3 ”初等 奸 隆 
本 节 讨 论 一 类 和 畦 殊 的 可 道 算 阵 ， 即 初等 械 阵 、 它 在 矩阵 的 理论 
中 有 独特 的 作用 . 
直面 三 种 a 阶 方 阵 统称 为 初等 矩阵 ， 
+) 局 法 托 阵 
I 
1 
DP,(k) = k | (i 行 ) kA 0，。 
、 
2 ) 消 法 矩阵 
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la iiG) 
Pi (Ca) = ~ | (< 
1 I 
1 
或 
1 
1 G4) 
Dis C4) = : (Ts 
za |0 行 )， 
Yh 1 | - 
3 ) 换 法 纸 阵 
1 [3 
1 
0 ee 1 G 行 ) 
:1 | 
Ca= ~ | GH) 
1 : 
1 se, 《7 行 )， 
1 
4 :1 | 


显然 ， 初 等 矩阵 都 是 可 逆 的 ， 且 


Di(k) Di 二 Pa =P 4), Co Ci 
这 说 明 倍 法 箱 阵 的 逆 阵 还 是 倍 法 矩阵 ， 消 法 矩 和 泗 的 北 阵 还 是 消 法 算 
阵 ， 换 法 矩阵 的 六 阵 还 是 换 法 矩阵 . 

命题 “用 初等 矩阵 左 乘 矩 隆 4， 恰 等 于 用 同类 的 初等 变换 次 A 
的 行 : 用 初等 矩阵 右 乘 矩 隆 4， 愉 等 于 用 同类 的 初等 变换 变 如 的 
列 ， 

证 明 设 
EF 


| an He ”mm 
aa 2 Am 
| Ri jis jm 


四 中 


A nr "rps 


为 x Xx 区 看 阵 ， 于 是 


1 A He 


六 
pcp 上 站 
Hi His dym 


和 


机 
A ir 
| 
有 


sk 
.一 一 
他 

总 

和 

号 

地 

E 


2 His Ajim 
Hn ss Hn 


1 四 


1 l 他 1 | 


”人 


本 本 


1 小 Hm dns ~" Aim 


FL1 1 Al 


本 有 中 EE 


GY A 十 dij tim 二 Im 


中 


" | xi “jin 


虽 本 本 国 中 到 玫 二 
' 


1 Era “ -4 


~ 4 
1 “A i i 
心 虽 和 中 本 四 利 别 呈 业 下 1 相配 中 中 中 中 
: 1 : 好 下 is {Im 
中 ™ 时 
Ci = : M9 “ 年 时 县 年 电 
: 1: ‘ Hi dj dim 
1 人 a 
1 | 5 ns a 
™ | 
* 1 
1 ， 
dl Fla Hm 
#i is i je 
A A fim 
LT 他 rs 二 直下 可 。 


类 似 地 可 验证 厂 先 的 情形 、 证 完 ， 

定理 1  ?# 阶 方 阵 丸 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 ， 及 可 表 成 若干 个 
补 敌 矩阵 之 积 , 

证 明 充分 性 。 设 

A=P, P,P,, 

其 中 Pet = l2,…9 都 是 初等 定 阵 。 由 于 初等 矩阵 都 蚌 可 道 的 ， 
所以 其 积 也 是 可 道 的 ， 故 人 为 可 赣 阵 。 

必要 性 。 设 4 为 可 逆 阵 ， 则 有 4 为 满 牧 的 ， 于 是 4 在 相抵 之 下 的 
标准 形 必 为 


这 就 是 说 ， 用 一 些 适当 的 初等 变换 ， 可 将 44 化 为 单位 阵 1,.。 根据 本 

节 命 题 可 知 ， 每 个 初等 变换 的 作用 都 可 以 代 之 以 用 同类 的 初等 矩阵 

去 左 乘 或 右 乘 。 于 是 ， 如 相抵 王 单 位 阵 I。， 可 写成 
PewP,P.AQQ,:..0, = I 


这 


其 中 Pi,9; 都 是 官 等 矩阵 ， 由 于 万 等 矩阵 都 是 可 道 怎 阵 ， 且 其 逆 阵 
也 是 初等 看 阵 。 因 此 上 式 又 可 写成 
A=P." P,P 0 0. 
= PP PO 0 Qt, 
即 有 4 中 成 了 初等 矩阵 的 荚 积 。 证 完 ， 
推论 ”可 道德 阵 可 以 只 用 车 于 次 行 的 初等 变换 化 为 单位 阵 ， 也 
可 以 只 用 若干 次 列 的 初等 变换 化 为 单位 阵 ， 
证 明 ” 据 上 定理 可 知 ， 可 逆 和 矩阵 妇 可 以 表 成 切 等 矩阵 之 积 ， 邑 
A=P,P,...P,, 
将 上 式 改 写成 
PP, PA = 1,. 
这 说 明 从 妇 4 的 左边 依次 葬 一 些 适 当初 等 矩阵 ， 就 特 4 化 为 单位 阵 
了 。 而 据 本 节 命 题 扼 ， 左 乘 韦 等 给 阵 ， 相 当 于 施行 同类 的 行 的 初等 
变换 ， 故 人 4 可 经 营 干 次 行 的 初等 变换 化 成 单位 阵 , 
类 做 了 地 可 证 列 的 情形 。 证 完 ， 
这 个 推论 给 我 们 提供 一 个 求 道 算 阵 的 另 一 种 方法 。 设 几 为 m 阶 
本道 阵 。 由 推论 ， 有 
PP PA=T,, 或 AV .0,0 = J,, 
于 是 
= PoP,PI， 或 A = T0000 
其 中 P， 必 为 初等 算 阵 。 这 说 期 ， 如 果 用 一 系列 的 行列 ) 初等 
变换 把 可 道 阵 术 化 为 单位 中， 那么 用 同样 的 初 等 变换 作用 于 单位 阵 
1,， 就 可 得 到 毛 的 道 矩 阵 4 。 从 而 就 得 到 用 初等 变换 求 道 矩阵 的 
方法 ， 
作 一 个 #Xx 吧 算 和 阵 
Cd 1) 
对 这 个 年 阵 施行 行 的 初等 变换 ， 将 它 的 左 半 部 4 化 为 单位 阵 ， 那 
么 ， 厂 半 部 的 单位 阵 了 就 辣 时 化 成 了 A 
{A 1 一 全 (4 
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的 道上 阵 . 


和 解 对 (4 1 施行 行 的 初等 变换 ， 


Le 

| 

i | 

A 

| 人] | 人 
1 1 ono 

FH Cp 
| 

| 
| FI 

TT 

一 

7 1 

[ 

vv 

和 J 

A 起 

bi er 

Ca 上 9 

奋 过 | 

| A 

Wr 

i 


于 是 


解 ” 作 (4 1， 并 施行 行 的 初等 变换 ; 


的 道 竹 . 
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pr-2),pir(3) 00 100 
一 10 -21 0) 
021 301 
PC— 2) 1 0 1 0 站 
-一 一 一 一 --( 10 -2 1 0 
001 7 -2?1. 


1 00 
4-: =(-? 1 0) 
7 -2 1/. 
定理 2 关 阶 方 阵 如 可 着 的 充分 必要 条 件 是 ， 


d, 
A | d, 、 
a 


其 中 王 ;, 都 是 消 法 矩 中 ， 4 天 0 ， 2 了 一 二 2 

证 明 ”充分 性 因为 等 于 诸 可 首 症 降 之 积 ， 记 以 有 4 是 可 道 
的 ， 

必要 性 。 设 


RL He "Hin 
A -Aa Ha *'" Gn 
dal Hur "” dn 


为 # 阶 可 逆 阵 ， 据 第 四 章 $3 介 题 可 知 ， 只 用 行 的 消 法 变换 就 可 以 把 
贡 化 成 三 角形 阵 ， 
dy a dn 
‘|! d: 机 呈 
0 0 ie a - 
由 了 于 过 可 道 ， 可 列 d 天 0 由 天 和 0 于 是 再 用 一 些 适当 的 行 
的 消 法 变换 就 能 把 这 个 三 角形 阵 化 成 对 角形 阵 ， 


了 4 
人 ! dz P|[ 4 
0 0 … dz dl, 


性 
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把 每 次 施行 的 行 的 消 法 变换 代 之 忆 相 应 的 消 法 年 阵 ， 使 有 


| de ) 
a 


于 二 


把 庄 消 法 窜 阵 9; 移 到 石 端 ， 即 得 


a 
4 d， 、 ) 
a 


BH ， 


d, 
| 2 证 完 ， 
d 


推论 ”车 妈 是 可 逆 矩 阵 ， 则 
1 


1 
= PP, ~ 
1 


d 


其 中 d= detA. 而 已， …* 卫 ,为 消 法 矩阵 。 
证 明 据 定理 3， 首先 指 出 用 行 的 消 法 变换 ， 将 对 角形 可 道 阵 


化 成 


n bo 及 
1 tl-d)d, 0...0 1 (1-d)d 0.%0) 
1 d, 0…0 P-L1 下 dd, 0…0 | 
0 0 de = 0 0 dy 
0 履 Od, :0 0 0 ds, ) 
> “10 0..0 
pa(— re) 0 dd v0. 0 
0 0 0 .di 


类 似 地 做 下 去 ， 可 使 


d, 1 1 

| l 上 、 ] | 、 。 
~ 

4 d d 1/， 


中 


其 次， 根据 上 述 的 证 明 可 知 


1 
ral “1 ) 
d J/， 


其 中 了 ;为 消 法 矩阵 ，i =1,2,…,!， 这 说 明 4 经 营 干 次 行 的 消 法 变换 


得 到 
l 
人 
di, 


据 第 五 章 §4 命 题 可 知 ， 
1 
dit = 、 1 上]: 4。 证 完 。 
了 


定理 3 境 X 六 矩 阵 人 4 与 吾 相抵 的 充分 必要 条件 是 ， 存 在 六 防 可 


69 


逆 阵 户 与 # 阶 可 逆 阵 从 ， 使 得 
了 -= Pd 
证 明 必要 人 性。 若 妈 与 轧 相 抵 ， 刚 4 可 经 若干 次 初等 变换 得 到 
引 ， 也 就 是 
P:…P,40…0,= 了 。 
其 中 Pi，0i 分 别 为 mx* 芥 的 初等 息 阵 。 由 于 初等 盾 阵 是 林道 阵 ， 其 
积 仍 是 可 道 阵 ， 故 
P=PP, 0=0,....0, 
是 可 道 阵 ， 于 是 
B= pAo. 
充分 性 ， 车 存在 # 挤 可 道 阵 P,# 阶 可 道 阵 8, 使 得 
B= PAG., 
据 本 节 定 理 1， 有 
P=PP,, 0=0,....0,, 
其 中 Pu 分 别 为 m,x 葵 初等 矩阵 。 于 是 
B= PP OOD， 
据 本 节 命 题 知 ， 上 4 可 经 菩 干 次 初等 变 挽 得 到 B， 让 有 与 BB 相抵 ,证 


TD 


证 明 由 于 frank 有 =+, 洛 人 4 在 相抵 之 下 的 标准 形 为 
| 工 、、 + 个 / 


1 


\ 0 ] 
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据 定 理 3 知 ， 存 在 可 逆 阵 了 P,、%， 


1 -、 f+ 个 1 


, 1 
0 - P,40， 
亦 肥 
全 ~、 ?+ 个 
| ~ 
A=P 1 0 
| 0 2 
| ~ 
0 
其 中 P=P"',0=0 1 
反之 ， 车 
1 ~ 个 
1 
A=P 0 0 
0 
有 
1 -、 + 个 
i = p-1A0-! 
0 . . 
、 Dj 
这 说 明 ， 妇 在 相抵 之 下 的 标准 形 为 
1 7 个 
MT 
个 
™ 0 ， 


让 fank4 = >*。 证 完 。 
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最 后 ， 讨 论 困 积 阵 的 行列 式 与 获 ， 
定理 4 设 44. 吾 为 尾 二 和 阶 方 阵 ， 则 
det (AB) = detA. detB., 

证 明 著 44 是 可 六 的 ， 则 


1 
4= po ~ ) detA=4, 
d 
其 中 了 ,为 消 法 和 矩 阵 ，i = 1,2,…,!。 于 是 
1 
AB= | ~ 1 = PP,..…PD.(d}B., 
d 
据 第 五 章 34 命 题 知 ， 
det (AB) = det (PP,...P.D, (a) B) 
= det{D. Cd) B) 
=d .detB 
= det.4 ,det 了。 


若 4 不 是 可 逆 的 ， 这 时 det4 = 0， 即 rank4 =r<r 。 则 存在 
可 逆 阵 了、0 使 得 


于 是 
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| 
det (AB) =dct(P 1 0 03) 
0 | 

i' 1 

| ~ 
1 1 

=detp.det( 0 08) 
“| 
由于 
1 ' ti Fn 
~、、 | 
1 | ™ fn 
~、 二 
人 0 1 0 
所 以 
吃 2 iin 
br fn 
detAB=detP'det 1 .1 
0 0) 
=detP. 
= 人 0 , 


另外 ， 由 于 detA4=0， 得 det.4 ,detB=0。 故 
det (AB) =detA . detB， 证 完 ， 
推论 设 s 个 m 阶 方 阵 态 ， 有 4,，…, 4， 出 
detr4d 4 As) =Qetd .detd detd 
这 个 推论 ， 只 要 用 一 下 数学 归纳 法 ， 便 知 是 正确 的 。 
定理 5 设 A.B 为 二 n 阶 方 阵 ， 且 及 为 可 六 的 ， 则 
rank/AB=rankB, ratikBA=rankB, 


?3 


证 明 ” 据 本 节 钙 理 2 的 推论 ， 得 
1 
| “1 jos 
d 


这 说 明 。 $B 可 经 车 于 次 行 的 初等 变换 得 到 48， 出 于 初等 变换 不 改 
变 矩 阵 的 千 ， 所 以 有 
rank .AB = rankB. 
类 似 地 可 证 ，rangB.d4 = rank， 证 完 ， 
定理 6 设 44 为 詹 xX3 和 矩阵 ， 了 为 姑 x 入 乱 阵 ， 邻 志 = 4 了 83。 若 
丸 、 吾 、( 的 秩 分 别 为 Y4，7e，Yyc, 则 
rosmin (ry, tp), 
证 明 由 于 fank4=r* 所 以 存在 可 道 阵 P，Q 使 得 
4 人 (0 
于 是 


0 0 


.= rank(P (Cn )08) 
Lo 
又 因为 滋 积 阵 
(0 0)o3 
里 最 移 有 74 行 不 为 0 ， 所 以 
rank(( V0 )0B) re,. 


C =AB= P(t 0 ) 92. 


故 得 


六 
间 理 ， 由 于 tankB =rs， 记 以 在 在 可 北 阵 了 ,，Q,， 使 得 
| 


0 
于 是 
Ce AB- dp 9。 
r= rank( AP,( 0 ) 0)) 
_ rank4pPi 人 00) 
又 因为 滋 积 阵 


AP 人 00 ) 


里 最 少 有 +s 到 不 为 0， 所 以 
rank (AP, (0 ))<r,, 


故 


rp 


总 之 


rmin {Fas rp) 站 证 完 。 


练 习 三 


1， 试 将 下 列 窍 阵 4 用 初等 变换 化 为 标准 形 ， 并 且 用 初等 簿 隆 
将 所 与 其 标准 形 联结 成 等 式 ， 


0 2 1 2 1-1 3 
D A=(-1 1 4)， » A=| 4 271 ? 


2. 试用 茹 等 变 柳 方法 求 下 列 矩 阵 的 北 阵 ; 


:1 
-4 -3 2 -310 4 


了 5 


3。 试 将 所 阵 


(0 21) 
表 成 形式 为 


(5 1) 

的 挎 隆 的 乘积 ， 

4. 证明 ， 秩 为 的 年 阵 可 以 玫 成 * 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 ， 

5. 设 4 是 一 个 * 阶 方 阵 ， 豆 fank4=*+。 证 明 ， 存 在 一 个 # 阶 
可 道 竹 了， 个 得 PAP™' 的 后 x -+ 行 全 为 9， 

6. 设 要 是 一 个 z 阶 方 阵 ， 且 14| = i。 证明 ， 必 可 以 表 成 消 
法 滤 阵 的 习 积 . 

7. 证 明 ， 若 detA 隆 0， 则 detz4"'= det 

8。 对 # 阶 方 阵 女 , 车 本 在 # 阶 方 阵 了 B, 使 A8=1,。 试 间 ， 忆 是 
天 可 逆 ? 了 是否 可 闭 ? 如 是 可 北 的 指出 它们 的 逆 阵 ， 

09， 设 # 中 方 昨 刀 适合 zaA4484+ e510= 999,79。 证明， 4 
是 可 闭 阵 ， 并 求 出 4 ， 

10， 设 4 为 mx * 短 阵 ，B 为 ?xz 上 矩阵。 证 明 ， 当 mm 时 ， 方 
阵 C = 44B 的 秩 小 于 xm。 

计 。 设 上 5 为 可 六 矩阵， 试问 ACB 的 秩 与 48 的 秩 是 否 一 定 相 
等 ? 


12. 设 才 是 一 个 #xX?a 扼 阵 ， 了 是 一 个 sx + 插 阵 。 证 明 ， 
1 车 tand=#*， 则 TanE( dBy = rankB; 
2) 若 TankB=#w， 风 rank 48) = rankA, 


了 名 


如 果 如 中 对 角 钱 于 上 的 元 素 4 天 4 全 关门 。 证 有 明 ， 当 4 可 变换 的 捉 阵 
只 能 是 对 攻 彤 阵 ， 
2. 设 


a 
A | ole 
arl, 1/， 


其 中 现 天 4 CQ ， 了 是 # 阶 单位 阵 ， 二 十 十 #. 二 #， 证 明 ， 
与 4 可 交换 的 和 矩阵 只 能 是 准 对 角形 阵 


4 
| | 
| ， 


其 中 4 是 石 阶 方 阵 。 
3。 设 BE; 表示 i 行 7 列 元 素 为 1 ， 其 余 元 素 全 为 0 的 # 阶 方 阵 ， 


证 钥 ， 


12 阁 AB, = B.A, WEAEL 时 ，ee = 0; 当 有 天 2 时; zh 一 
0 


2 ) 车 AE, = Bi4， 风 当 & 天 济 eu= 0， 当 kj 时 arx= 0， 
4;; = a 


3) 车 有 4 可 所 有 # 脸 方 阵 可 交换 ， 则 4 一 定 是 纯 量 阵 ， 即 a1. 


?7 


4， 设 BB, 都 与 扫 语 交换， 则 BTB，BD，Bt0E2>0) 都 与 
用 可 交 搞 . 

5, 
多 项 式 ， 


成 并 ? 


6. 


7 . 


没 可 与 旦 可 交换 ， 则 4 与 了 可 交换 ， 其 中 廊 必 为 性 一 


设 有 4, B 为 # 阶 方 阵 ， 试 癌 当 44，B 满 是 什么 条 件 时 
(A+B) (A-B=A-B: 


设 甩 为 # 阶 方 阵 。 如 果 对 任 一 *x 1 和 矩阵 


| 
x 


部 有 4X = 0， 那么 4 = 0 ， 


阵 ? 
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8. 
1) 


2) 


试问 . 
两 个 上 《T) 三 角形 阵 的 乘积 是 否 仍 为 上 (下 ) 三 角形 


可 道 的 上 (下) 三 角形 阵 的 道 阵 是 否 仍 为 上 《下 》 三 角形 


3. 没 才 是 一 个 * 阶 方 阵 ，rank 4 = 1。 汪 明 ， 


11. 


12, 


1 


得 


才 = 上 44， 其 中 站 为数. 


. 设 才 为 * 阶 方 阵 (zx 之 2)， 证 曲 


#y 当 Fankd = 从 

1 ,rank A = »— 1; 

0 ,3 rankA<s—1. 

设 避 是 # 芥 方 阵 (# 室 2)。 证 明 

(CAD* = 14 A, 

设 了 是 * 阶 方 阵 ，C 为 r x ?其 矩 阵 ， 且 rankC = y。 证 二 ， 


ralik AA* = 


1) 若 BHC=0， 则 了 -0 
2) 若 BC=C， 则 了 = 了 


13. 


14. 


设 志 为 # 阶 方 阵 。 如 果 4:= 1 了,， 则 
rank (AA+T) +rank A I) =#, 
设 要 为 z 阶 方 阵 。 如 果 A:= 4， 则 
rankA+rank CA 1,) =#, 


了 和 


第 九 章 ”对 称 阵 在 相合 之 下 的 标准 形 


$1 二 次 型 对称 阵 在 相合 之 下 的 分 类 


在 平面 解析 几 千 里 已 经 知道 ， 中 心 在 坐标 原点 移 有 心 二 深 曲 线 
上 化 人 窗 问 题 。 蔓 已 给 曲 比 的 方程 为 
axi+ 史 丰 和 十 和 一 四 . 1) 
于 蚌 化 简 问题 束 是 通过 适当 的 坐标 旋转 


x=x co — ysing 


=x sind+ yecost (2) 
把 方程 (1) 的 左 端 

fr = axs + Dbxy + ey {3) 
化 简 为 共 含 平方 项 ， 

BN) ax oy, (Cad) 
类 似 地 ， 对 空间 的 有 心 二 次 曲面 也 有 同样 册 问 题 、 设 中 心 在 原点 的 
二 次 曲面 的 方程 为 

ED + Gea + Adal + BANY + DAY + Da gL = 《5 1 


二 次 曲面 (5) 的 化 简 问 题 就 是 通过 适当 的 坐标 旋转 ， 把 (5) 的 
左 端 
f(x yy 2) = A + es + Ayg%: + DA + DanXY + 2 9 和 
化 入 为 只 含 平 方 项 ， 
用 (和 二 
概 插 地 说 ， (1) 与 (5 〉 的 左 端 分 别 是 关于 两 个 变数 x, ) 利 三 个 
变数 x,7,% 的 二 次 齐 次 通 孝 。 而 化 简 问 题 就 是 通过 适当 的 变数 变 
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换 ， 使 它们 对 新 变数 来 说 只 含 平方 项 。 这 里 所 用 的 变数 变换 的 系数 
炮 成 的 矩阵 的 行列 式 不 等 于 零 ， 即 系数 构 息 的 阵 为 可 逆 阵 。， 比 如 ， 
化 简 (1) 所 用 的 变数 变换 《2 ) 的 系数 构成 的 矩 滤 为 
(5 ing) 
sihn0 cosp 
其 行列 式 del( cos6 sn0 #0. 
Sinp cost 
在 许多 方面 ， 都 要 用 到 # 个 (wzz3》 变数 的 二 次 齐 次 函数 及 其 
化 衔 问题。 于 是 ， 我 们 有 必要 把 上 述 情况 加 以 推广 ， 设 关于 zx 个 变 
数 “xp …x。 的 二 次 齐 次 函数 
f Cy Kay rs Ka) = XT sa + do + DA Ns + DX, 
tt te ‘6) 
叫做 二 次 齐 式 或 叫做 二 次 型 ， 其 中 zy;E 了 (CF 为 数 域 ) ， 我 们 的 问 
题 是 通过 适当 的 变数 变换 
= 


Wa oN ade tt + omyn 7) 


Na = Cn P+ Crm st ee Fm Ys 
把 二 次 型 《6 ) 化 简 为 只 含 新 变数 .yj 加 加 的 平方 项 ， 
(pa Ka) = Ee) = 
《8 ) 
其 中 
FI Cle ln 


Sal Fea ”Fn 


Fr i a in 


为 可 北方 阵 ， 叫 做 (7?) 的 系数 阵 ， 
我 们 把 变数 变换 (7) ， 当 CC 为 可 道 阵 时 ,叫做 可 赣 变 数 变换 。 
这 时 可 以 说 ， 二 次 型 的 问题 ， 就 是 通过 适当 的 可 道 变数 变换 化 为 平 
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方 和 的 形式 ， 
下 面 利 用 炬 阵 节 法 把 上 述 的 二 次 型 及 其 化 简 问 题 表 述 出 来 ， 
首先 ， 二 次 型 56) 可 改写 为 
fms Wag rs Ks) = NX XN 

+ A + a oN (9) 
二 
+ dn + Hn Nava 十 科 十 全 区 
其 中 ep = a j= 1, 2 
于 是 ， 又 可 与 为 
六 GEia i | | | 
dy yn 区 


Ns Nay "二 | ] 
从 


| 
"Ham \ i 


| 
或 .exe wa) = Gx) A | (10) 
:| 
或 fx Way ry Ka) = XX AX, {11) 
其 中 
A 】 /7 点 1 | 
odo Hon | Ww | Wi 
rtm "isn 和 x, 


如是 二 次 型 〈6) 的 系数 构成 的 # 符 方 隆 ， 其 主 对 第 线 上 的 元 素 依 
次 是 平方 项 xi, xi…，x? 的 系数 mb ea ya 主 对 角 线 右上 方 
的 元 率 aCi<1) 就 是 xi 的 系数 24;; 的 一 半 aij， 其 余 的 一 半 
正好 按 主 对 角 线 对 称 地 记 在 匡 , 门 位 置 ， 即 sr = ai。 

这 样 ?4 阶 年 阵 4= (ay) 有 人 性质 ， 必 = 有， 把 有 这 样 性 质 的 方 
阵 吗 做 对 称 阵 ， 
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我 们 称 (10) 或 411T) 为 二 次 型 f lx,, Y,, "Ta) 的 娃 阵 形式 ; 马 蔬 
做 于 (YY ‘TT 的 表示 娃 阵 . 于 是 任 一 二 次 型 都 有 唯一 确定 的 
算 阵 形式 和 一 个 s 阶 对 藉 阵 做 为 宕 示 和 矩阵 ， 反 之 ,和 任 一 # 具 对 称 阵 4 
都 是 某 一 确定 的 * 个 变数 的 二 次 型 前 表示 矩阵 。 换 句 话说， 在 数 域 
上 ， 一 切 # 个 变数 的 二 次 型 与 全 体 * 阶 对 称 阵 之 阿 建 立 了 一 对 一 
的 对 应 关系 ， 名 

| 

jx,, Wap ry ma) = XR Nn 人 各 > 4, 其 中 必 = 过 

其 次 看 用 变数 变换 (了 ) 化 简 二 次 型 6 ) 的 问题 。 先 把 (7) 
写成 矩阵 形式 ， 

"| 


~ = C2 (C12) 
Nn) ‘jn 
| “| ) 
或 。 X=CY, 其 中 X=| | Y=|7 
ns 和 “ps 几 


于 是 把 (12) 找 入 《10 ， 则 有 


2 | | Bj 
2 :| 4. Cl 


fy Xs “ry -| 
ly | 


人 吃 这 时 需要 说 形 一 点 ， 二 次 型 Tz 7Yn) 与 0) 相同 必 变 压 且 上 凡 
要 其 表示 和 朱 阵 相同 。 
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一 CY Ye Pa) CiAC 


J 
: 
LU 
一 上 人 Ye 9 Ns) (13) 
易 知 C'AC 为 对 称 险 ， 
要 求 EO a) 内 食 Js 3 的 平方 项 必要 而 且 只 上 让 


C1'AC 是 一 个 对 角形 阵 ， 


dd, 
osc- 和 
dl, 


这 杆 鲁 有 


d, [六 
《is oo 2 ) 1 
"| 
= dt dt 
因此 化 简 二 次 型 (6) 的 间 题 ， 就 转化 成 如 何 求 出 一 个 可 道 阵 ， 
使 C1AC 为 对 角 阵 ? 即 用 可 北 降 C， 按 
A—s CAC 
的 方式 化 简 对 称 阵 4 惑 对 角形 阵 的 问题 ， 
最 后 我 们 指出 ， 这 正 是 关于 对 称 阵 的 一 种 分 类 和 标准 形 问题 
为 此 我 们 自然 地 引入 
定义 ” 设 太 .B 为 任 二 n 阶 方 阵 。 如 果 有 可 迹 阵 忆 , 使 
B=P'AP., 
则 说 刀 与 B 相 合 ， 记 作 4~ 吾 ， 这 时 称 了 为 4 相合 于 马 的 演化 阵 ， 简 
称 卫 为 相合 演化 阵 ， 
命题 1 2? 阶 方 阵 的 相合 关系 具有 下 述 三 条 性 质 : 
1) 反 身 性 A 二 A 
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2 ) 对 称 性 车 4B, 则 B=A， 
3) 传递 性 车 AB，B~C， 则 A 二 C， 
事实 上 ， 由 AT= 有 ,有 A 二 1; 
基 _ 43B， 即 有 可 道 阵 P， 使 B= Pd4P。 于 是 ， 4= Pr'BP 
= (PDBP 本 B.A， 
小 4~B，B=~C、 即 有 可 道 阵 P,Q 使 B=P'AP, C = B80., 
于 荐 CC= CQPL4pPO= (PO)'A(P0), 赤 4=C， 本 命题 得 证 。 
命题 2 ”及 为 对 称 阵 的 充分 必要 条 忻 是 ，P"AP 为 对 称 阵 ， 其 
中 PP 为 可 逆 阵 ， 
证 明 党 要 性 。 因 为 
(PIAP}y'= P'A'(P)! = P'AP, 
故 P'AP 沁 对 称 阵 ， 
充分 性 因 P'AP 为 对 称 阵 ， 所 以 一 方面 
《Pr'AP}y'= P'AP, 
另 一 方面 
(CPAP)' = Pt'A'CPN)' = P'A'P 
于 是 ， 存 
P'A'P = P'AP, 
把 上 式 两 端 从 左边 冬 P”', 从 右边 荣 P™"， 得 
4'=4。 证 完 . 
合同 1 表明 ，# 阶 方 阵 的 宜 合 关系 能 够 把 一 切 # 阶 方 阵 区 分 三 
类 ， 
本 与 分 在 一 类 必要 而 且 内 要 4 与 BB 相合， 
命题 2 次 明 ， 把 相合 关系 仅 限于 用 在 对 称 阵 ， 恰 能 把 一 切 # 脐 
对 称 阵 区 分 成 类 ， 
”这 样 一 来 ， 用 可 道 阵 C， 按 
A— Cd 
的 方式 化 篇 对 称 阵 4 成 对 角形 阵 的 癌 题 ， 这 正 是 一 切 # 脐 对 称 阵 在 
合 分 类 之 下 ， 于 每 一 将 中 求 出 对 角形 阵 为 共 标 准 形 的 问题 . 
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以 下 主要 讨论 实 对 称 阵 〈 托 阵 的 元 素 取 实 数 》 在 相合 之 下 的 标 
准 形 问题 。 在 此 基础 上 容易 指出 关于 复数 域 圭 相应 的 结论 。 因 此 ， 
今后 几 基 说 到 短 阵 都 是 指 实 矩 阵 。 

再 右 ， 实 对 称 阵 在 相 人 台 之 下 的 化 简 问 题 本 是 实 二 次 型 〈 系 多 上 
实数 ) 在 可 逆 的 变数 变换 之 下 的 化 简 问 题 的 一 种 表现 形式 。 为 了 人 简 
便 ， 我 们 不 把 对 称 阵 的 每 一 结果 都 用 相应 的 二 次 型 形式 表现 出 来 ， 
只 是 在 近 当 的 地 方 写 出 它们 的 二 次 型 的 相应 结论 ， 


练 习 一 
]。 斌 号 出 以 下 列 对 称 阵 为 表示 上 定 阵 的 二 次 型 ， 
| -3 0 1 2-1) 
| 10 3 1 
4-| 20 118- » | 
3 0 -3 
-21-1 -1 1 0 


2。 斌 写 出 下 列 二 次 型 的 表示 窍 阵 ， 且 写成 害 阵 形式 ， 
1 fx Xa N11) = Xi — x Xt DN Dt — Px, x 
2) f(xy Koy Nas Ha) = DXF dN + BK — XN Dx, 
一 号 和 
3. 证 明 : 若 44.B 均 为 对 称 阵 ， 则 4+ 了 3 Ad4 都 是 对 称 阵 ， 
4。 试 给 出 秩 为 2 、3 、4 的 对 称 阵 ， 而 它们 的 阶 数 分 别 为 
2、4、7 了 ， 


Y2 对 称 阵 在 成 套 的 初等 变换 下 的 化 简 


我 们 竺 用 初等 变换 的 观点 来 分 析 相 合 的 两 个 对 称 阵 之 间 的 关 
系 。 

设 4.8 为 两 个 * 阶 对 称 阵 ， 它 们 是 相合 的 ， 即 存在 可 道 阵 
上 ， 使 
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Pr4P = 下. 
为 为 可 逆 阵 都 能 表 成 一 些 初等 所 阵 的 乘积 ， 所 以 可 仿 
P= P,P,...P,, 
其 中 P, 丝 为 初等 阵 ， 2=1,2,…，#。 于 是 
Pp' = PPsP, 
点 而 ， 有 
Pi. PiP' AP, P,P, =: B. 

我 们 来 具体 考察 PA4P, 的 结果 ， 

1》 车 P= DtE) ， 即 P 是 倍 法 阵 ， 于 是 P= Di (ky) = 
Pi 。 杉 有 

P'AP, = D,(k) AD,(E). 
这 结果 对 4 做 两 次 初等 变换 ， 即 用 有 (天 0 乘 4 的 第 i 行 ， 接着 再 
用 & 习 4 的 第 i 列 . 

2) 车 P= Pit)， 即 P， 是 消 法 阵 ， 沐 了 其 体 不 妨 令 P= 

Pi:(&)。 于 是 Pls() = Pe(), 邦 

Pp'AP, = Pp, (Ek) AP,,(k). 
这 结果 也 是 对 有 4 做 两 次 初等 变换 ， 把 第 一 行 的 上 售 加 于 第 二 行 ， 按 
着 再 把 第 一 询 的 下 人 迟 加 于 第 二 列 . 

3) 若 P.= Ci， 有 即 已 是 换 法 阵 ， 于 是 C1 = Cj， 获 有 
P, 4P = C, AC,;. 
这 结果 对 4 还 是 做 两 次 超 等 变换 ， 交 换 怒 的 第 了 行 与 第 / 行 ， 按 着 
再 交换 第 i 列 与 第 j 列 。 
象 上 边 那样 ， 对 阵 4 同 时 栓 两 次 初等 变换 ， 叫 做 对 扫 4 做 一 套 初 
等 变换 ， 并 且 对 对 称 阵 4 每 做 完 一 套 初 等 变换 得 到 前 新 阵 仍 为 对 称 
阵 。 于 是 
Pp, (P' 4P)P， 

就 是 对 4 做 两 套 初 等 变换 。 一 般 的 有 
p's pip AP P,P, 

就 二 对 4 做 了 套 初 等 变换 。 这 样 ， 
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| LE 


卫 PP AP P,P.=B 
表明 4 经 ; 套 初等 变换 变 为 了 B， 因 此 ， 两 个 隆 4 与 B 相 合 又 可 理解 
为 
4 与 四 相合 必要 而 且 只 要 经 若干 套 初 等 变换 把 4 变 到 了 站。 按 
此 理解 ， 对 称 阵 妇 在 相合 分 类 直 的 标准 背 的 问题 就 可 以 说 成 ， 用 成 
套 的 初等 变换 把 对 称 阵 了 4 化 成 最 筒 形式， 在 了 这 样 的 理解 和 说 法 ， 
不 难得 到 对 称 阵 在 相合 分 类 之 下 的 标准 形 ， 


命题 1 设 对 称 阵 
TL | 
4 | 22182g an 
/ 
an" nn 2 


的 (1, 1) 位 置 ,0， 


那么 用 涛 于 次 成 套 的 初等 变换 可 以 把 4 变 为 


a 愉 


其 中 由 为 中 -1 阶 对 称 阵 ， 
证 期 如 果 40, 则 用 一 套 消 法 变换 Ps( - 经 ] pu( - 9) 变 


好 1 
二 ， 就 得 
(区 As 区 -区 an 旨 
1! 11 1 
A 0 als di | 
0 
=| a = B, 
Hk 
aa 


类 似 地 ， 若 还 有 居 0， 则 用 一 套 消 法 变换 Pi 一经)，Pe( 一 全 ) 


变 B,， 就 得 
(到 本 (区 pn 人 -区 ma 人- 区 


好 让 
LE 0 a jn 
[0 
-| 
A * 
| : 
Anil 


把 上 述 于 续 如 此 继续 做 下 去 ， 至 多 用 * -1 次 成 套 的 消 法 变换 ， 把 
二 变 为 ; (GD 0 
Bp- 0 
: A, 
9 ’ 
因为 变 得 的 3B 是 对 称 阵 ， 故 4, 为 #1 阶 对 称 阵 ， 
命题 2 ” 若 4 为 非 零 对 称 阵 ， 那 么 用 成 套 的 初等 变换 必 能 使 
《1 1) 位 置 的 元 素 不 等 于 零 。 
证 明 我们 分 两 种 情形 考虑 ， 
1) 4 的 对 角 线 上 有 非 零 元 素 4;: 了 产 0。 这 时 对 有 4 做 两 次 换 法 变 
换 议 把 ai; 换 到 (1 ，1) 位 置 上 ; 
CuACu= (** " ) 


2 ) 有 殷 的 对 角 线 上 元 索 全 为 0， 但 有 ar 天 0 (i<< 站 。 这 时 对 4 
懂 两 次 消 法 变换 ， 就 能 使 (i, 站 位 牌 灾 为 2e5i: 


™ bd 让 
Pi 1)AP,(1) [ae -| 生 行 )。 
: 


(i 列 ) 


这 样 就 这 归结 为 1) 了 。 

定理 ] 任意 对 称 阵 4 都 能 用 成 套 的 初等 变换 化 成 对 角形 阵 。 
换 名 话说， 任意 对 称 阵 妈 都 相合 于 对 角形 阵 ， 

证 明 当 44=4 时， 万 已 是 对 角形 阵 ， 以 下 假设 刀 关 0， 稼 
命题 2 可 认为 所 的 (1 ，1) 位 置 的 元 素 a = 站 关 9， 再 由 命题 1， 
要 相 合十 


这 里 A, 是 x-1 阶 对 称 阵 , 
对 4, 重复 以 上 的 论述 (或 对 阵 4 的 阶 数 * 用 归纳 法 ) ， 便 可 
推出 4 相合 于 对 角形 阵 ， 


人 


4 (1) 


其 中 4,"，4 均 不 汶 0 。 证 完 ， 

对 角形 阵 (1) 中 对 角 线 上 非 堆 元素 的 个 数 + 就 是 对 称 阵 毛 的 
秩 ， 显 然 ，” 是 相 人 台 分 类 的 不 变量 。 但 它 不 是 完备 不 变量 ， 即 秩 数 
相同 的 对 称 阵 毛 , 3 未 必 相 合 ， 比 如 


1 ~1 
1 -ti 


的 鞭 都 是 3 ， 可 是 本 与 了 不 相合 ， 
为 了 找 出 对 称 阵 在 相合 分 类 之 下 的 完备 不 变量 ， 从 而 完全 确定 
对 称 阵 的 相合 分 类 ， 必 须 进 一 步 化 简 对 角 阵 “1) ， 从 中 发 现 相合 
对 称 阵 的 此 本 共性 . 
00 


定理 2 ”任意 对 称 阵 4 都 能 相合 于 这 样 特殊 的 对 角形 隆 : 


其 中 p+q=rtank 有 A， 称 (2 ) 为 及 的 标准 形 ， 
证 明 由 定理 工 知 刀 相合 于 对 角形 阵 ; 
本 7 出 , 


\ 
因 每 个 千 不 等 于 零 ， 硕 可 设 当 中 有 个 正 数 ，r 一 p=9 个 负数 ， 
于 是 用 适当 的 威 套 的 换 法 变换 ， 可 以 把 这 个 对 角形 阵 变 成 另 一 个 与 
其 相合 的 对 角形 阵 : 


~、 (3) 


崩 对 “3 做 一 些 成 套 的 初等 变换 ， 则 得 


D;( 一 二 ) Do (eo)D,( LD, (oe) x 


其 中 di > (r= 1, "ey ps b>0(i=1, "a 1), 
vB vb Va 


1 


0 
把 年 理 1 与 定理 2 用 一 次 型 的 语言 表达 出 来 ， 便 有 
定理 1 对 人 尾音 实 系数 二 次 型 


A 
fx “ry a) 一 ee : 


Xn 


都 有 适当 的 变数 变换 


*1 .和 
( jo : detO 尖 0 
A Ys 


使 了 (zza) 化 为 平方 和 
EY “Yn) 尘 久 知 十 十 A 
定理 2 对 任意 实 二 次 型 


所 1 
fx rN 二 | : | 


5 
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都 有 适当 的 变数 变换 


~ 2 
| : jr : ) detPz0, 
x Fn 


使 
fx rs Ka) = 
(5) 
称 (5 ) 为 二 次 型 了 (XY,,…, 区 ,】 的 标准 形 ， 
定理 1 和 定理 2 的 证 明 过 程 就 是 化 往 对 称 阵 成 对 角形 隆 (1) 
与 (2) 的 具体 方法 。 而且 龙 同时 得 到 体现 所 用 的 那些 成 套 切 等 变 
换 的 @.P， 这 是 因为 ， 当 用 成 套 的 初等 变换 ， 把 对 称 阵 化 为 《1 


或 (2) 时 ， 即 
:A 
| 
07040 OQ | 下 
0 
“~ 
\ 0 |) 
或 
/ 
I 
-1 
Pr Pi AP P= ~ 
-1 
0 
| ‘0 
时 ， 而 


.0.0, 与 [P,P, 
就 是 所 求 的 8 与 了 。 就 是 说 ， 对 有 4 施行 成 套 初 等 变换 的 同时 ， 对 痢 
位 阵 T 施 行 同样 列 的 变换 ， 当 把 妈 化 为 《1) 或 (2)》 时， 单位 阵 
1 也 肛 化 为 8 或 8 了. 
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例 1 ”用 成 套 的 初等 变换 化 简 对 称 阵 4 成 对 角形 阵 ， 其 中 


一] 2 1 -2 
| 0 9 0 0 
一 了 1 人 尼 2 1 


解 ”把 了 4 写 出 后 ， 再 把 单位 阵 瑟 写 在 所 的 下 面 ， 这 样 便 于 一 了 
进行 列 的 初等 变换 . 


[~-1 20-2\ 

| 
2 -30 工 | | 而 是 4 
0 00 0 | 

-9 10 2| 
1 00 0 
0 10 0 

| 下 面 是 了 

和 9 | 0 ， 
0 00 4/. 


把 第 一 行 的 2 倍 、- 2 售 分 别 加 于 第 二 行 、 第 四 行 ， 接 着 把 第 
一 列 的 2 倍 、- 2 倍 分 天 加 填 第 二 列 、 第 四 列 (这 时 实际 上 把 第 一 
行 与 第 一 列 的 2、 2 都 化 为 0 了 ) ， 则 得 


1 00 0 
0 LDO 一 
0 10 0 
9 一 30 6 
1 20 一 3 
i060 0 
0 1 0 
0 00 1 


把 第 二 行 的 3 倍加 于 第 四 行 ， 然 后 把 二 列 的 3 倍加 于 第 四 烈 ， 
则 得 


4 


4 {6) 


‘| 


到 此 4 已 化 为 对 角形 阵 了 ， 共 用 了 三 套 初 等 变换 ， 把 它们 积 法 
起 来 就 是 可 道 阵 


| 
| 
| 
\ 


we - 


人 
= 
| 
5 


人 
0 -1 0 1 0 3 
} 0 10 
1 0 0 1. 
芭 
f100 2 1: 20-3f130 41 
0 4 0=|2 1001!1| 2-30 10 10 3| 
0 0 1 0 | 0 00 0/19 .01 | 
, 30 1-2 10 83).0 .00 1 
-100 0. 
| 0o010 0 
0 0 1 
0 0 0 -3 


进而 在 此 基础 上 可 以 把 4 化 简 成 更 简单 的 对 角形 ， 即 标准 形 ， 
-所 末 (6) 的 第 四 行 ， 接 着 用 -二 有 (6) 的 第 四 列 ， 则 得 
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5 


最 后 交换 一 、 二 行 ， 接 着 交换 一 ， 二 列 ， 再 交换 三 、 由 行 ， 接 
着 交换 三 、 四 询 ， 则 得 


1 工 0 0 0 
0 一 工 0 0 
0 0 一 1 0 
0 0 ¢ 0 
| 4 
2 1 71 
3 
1 一 一 -. 
0 要 
0 站 0 1 
1 
0 0 3 


这 时 把 从 所 化 到 标准 形 记 用 的 列 的 初等 变质 积累 起 来 就 得 到 可 省 阵 ' 
f 4 
21 放 "| 
Pi10 5. 
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而 所 的 标准 形 为 


例 2 求 对 称 阵 
| 
| 
的 标准 形 及 相合 演化 泗 了 . 
解 
1 -11 
Et 
1 11 
二 
1 00 
0 工作 
0 v1 
0 00 
1 0 
0 0 
0 2 
10 -3 
i 1 
0 1 
0 0 
0 0 


1 
了 机 1 
par- _ 
0 


pp 
i 
Lemme 


| 


0 
一 他 | Pt1),P yt—1), P(t1} 


0 ;Pl1), P(t~1), Pl1) 

0 

0 

1 

0 0 

2 一 3 

0 

1 -3 Ps(1) 
-1 1 P.(i) 

0 0 

| 

0 1| 
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次 型。 


To 


次 型 


0 —1 


而 相合 演化 阵 


一 一 一 
rt 


做 为 对 称 阵 标 准 形 的 应 用 ， 来 化 简 
化 


例 3 
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f(xy Xs X3) = Dx Xs + 2XIXI— BXaX, 
为 标准 形 并 求 出 其 冶 道 变数 变换 ， 
解 ” 先 写 出 二 次 型 f(x1, x x3) 的 表示 证 阵 


0 1 i 
4 -| 
1 一 3 A, 


其 次 用 成 赛 的 初等 变换 化 表示 矩阵 如 为 标准 形 ， 


9 1 1 | 2 1 一 了 
1 0 -3 1 0 -3 1 
1 — 3 0 al) 一 9 0 Pa( -二 )， Pt) 
1 0 0pbprl 1 0 0: 
2 > | 1 
0 1 0 | 1 1 0 人 本 Pel1) 
0 0 1 | oo 0 1 
» 0 0 2 00 
0 -1 一 2 0 -10 
0 -2 -41P,.(-20 0 4 
1 一 > 1 
: 本 LRC 下 1 -本 “ 
1 
| F 
1 二 | EE 本 
(0 0 1 ‘0 01) 


这 时 已 把 表示 矩阵 本 化 为 对 角形 了 ， 相 应 药 把 二 次 型 化 为 平方 
和 的 形式 了 : 
fx Kay Ky) = EOYs Ys ¥) = 2 一 各 十 4 


其 可 道 变数 变换 为 
1 
| “ pi 
| “上 1 子 [a 
Xs 0 1 J 
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2 § 0 ri 0 0 ， 
| 0 14 Dz) Dp.(3) 0 01 
1-.1 ,i | 
1 1 DC ME) 1 
到 TF 也 
| 0 ,| \ 0 i 


Cr 


< 
co 
| 
时 人 


一 
而 


pk 
| 


0 
1 
于 是 二 次 型 的 者 示 和 矩阵 已 化 为 标准 形 ， 那 么 二 次 型 的 标准 形 为 


xsayx 人 一 {wy Lys Hy) = Ki + 一 区 


其 可 道 变数 变换 为 


| 1 _1 
Xl V2 2 2 
» |_| 1 1 | 。 
到 AT 所 
x 1 Ce 
0 5 0| 


上 述 化 对 称 阵 为 标 淮 形 、 化 二 次 型 为 标准 形 部 是 用 成 套 的 初等 
变换 化 的 ， 所 以 我 们 称 为 初 葵 变 撞 法 ， 

下 面 再 介绍 一 种 方法 ， 叫 做 认 方 法 。 其 实质 也 是 初等 变换 ， 并 
且 是 成 套 的 初等 变换 ， 只 不 过 是 这 里 每 向 一 步 是 若干 次 成 套 初 等 变 
换 的 积 下 置 了 。 比 如 ， 例 2 开 涉 对 有 4 做 三 套 初 等 变换 ， 

Poull)P t-PA 1 AP,t IP DP(1) 
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1 -3 


.0 一 


二 
| 
| 
Em 
™ 
和 ww 一 -mm 
一 一 一人 
人 
二 
Ls 
于 
一 一 一 一 

Nl 

nn 

di 

Te 

= 

[= 

A 

| 

| 

Me 

号 

[= 

i, 

| 

Tm 

所 

局， 

中 | 

Ly 


1 -1 
1 1 -2 
1 1 1 
次 成 套 的 切 等 变 


1 
— 1 
1 


-1 
(1 -2 0 -2 


ii 


Le 
Ce 和 
= 四 所 二 
和 
| 
l| 
月 


次 成 套 的 初等 变换 ， 与 把 这 三 
换 积 些 起 来 一 次 去 做 ， 效 果 完 全 一 样 ， 都 是 把 阵 妈 的 第 一 行 、 第 一 
列 除 (1,1) 位 置 外 其 余 元 素 均 化 为 0 ， 


一 一 
一 一 = 
一 血 


这 说 明 菩 状 分 划 做 


现在 就 来 介绍 用 配方 法 化 对 称 阵 为 标准 形 。 
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21 Hl A 
-1 = Mr oo 0 ton (Ai = di 
Hn nr "in 


如 有 4=0， 已 是 标准 形 了 。 令 4 关 0, 分 两 种 情况 ， 
1) 若 如 中 对 基线 土 至 少 青 一 元 素 不 为 0 ， 不 站 假设 wu 天 0。 


于 是 用 可 履 阵 
, — A me A 
EE 全 1 [| 0 ] 


| 


来 化 4， 即 
1 站 0 | 
RiAR -| ad 1 0 ， | gee dys 
\ -and 0 T 1 ais" 
1 ~ ahd "Ads 
0 1 0 
0 0 上 
Hl de dn rl 一 — anamn ) 
_|0 a 他 由 1 0 
| ,.。.。 
1 a /1.0 0 1 
#|| 人 人 0 
| 0 | a ， fo 


\0 | gs， a" 
这 样 把 阵 反 化 为 与 其 相合 的 ， 并 且 除 (1,1) 位 置 是 4 外 ， 第 一 
行 及 第 一 列 其 余 元 素 都 是 0 ， 而 有 44, 仍 为 对 称 阵 ， 


102 


2 ) 若 如 中 对 角 线 上 的 元 素 光 为 0 ， 而 有 某 ar 闪 0， 不 录 假 定 
ass 拯 0。 于 是 用 可 逆 阵 


| 
1 
| 
bm 
~ 


C8) 


Lm 
| 

Cre 
oy 
pe 
Lm 


来 化 所 。 其 


1 -10 | | sn。 “Hon 


SAS=I0 01…0 


f 1 0 0 Oa am)! 1 0) 
I -1 0.. 
/| 0 
| 
| 


. “00 00..1 
1 A A -A A jn | : 1 1 8 ... 只 ) 
一 可 Me He A "spn ] :1 -0 + 0 | 
= ore 0 Im | 0 0 1 .+0 
a a ng 0 /0 J 0 1 1 
da 0 a A 
[站 = 2a, 1 Ea 
= | 了 3 A sn 


dist fn dm “0 
这 就 是 说 ， 当 万 的 对 角 线 元 素 全 为 06 时， 可 用 阵 了 来 化 如 ， 使 得 到 
与 4 禄 合 的 阵 53.43 中 《11) 位 置 元 素 不 为 0. 
综 上 记述， 配方 法 化 对 称 阵 妈 为 标准 形 的 方法 是 ， 
若 才 的 对 第 线 元 素 不 全 为 0 ， 我 们 可 以 假定 a 产 0, 利用 (7 ) 
羞 矩 阵 及 化 过， 其 
-一 及 '4RR= 
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这 时 了 中 除 {1,1) 位 置 外 ， 第 一 行 、 第 一 列 其 余 元 索 均 为 0 ; 

若 妈 的 对 角 线 上 元 素 全 为 0 ， 则 可 用 《8 ) 型 矩阵 了 来 化 二 ， 
斯 

-一 > = 卫 ， 

这 时 B, 的 对 基线 上 元 素 就 不 全 为 0 了。 然后 接着 用 (7? ) 型 阵 只 
有 化 。 这 禅 反 复 用 〈7 了 7) 型 阵 & 或 8) 型 阵 了 就 可 将 刀 化 为 对 和 
形 隆 ， 然 后 用 成 套 的 信和 法 变换 的 积累 起 来 的 阵 米 化 (有 时 需要 适当 
的 交换 行列) 就 可 以 成 为 标准 形 了 ， 号 此 同时 把 每 步 相 合演 化 阵 
从 左 至 石 依 次 习 起 米 就 是 所 求 的 把 本 化 为 标准 形 的 相合 总 化 阵 . 

例 4 将 对 称 阵 


0 2 1 一 3 
1 -2 0 1 
一 3 1 1 0 


化 为 标准 形 ， 并 求 出 相合 演化 隆 . 
解 ” 因 为 阵 所 对 角 线 上 元 案 全 为 9 。 故 利用 (8 〉 独 阵 5, 来 化 
4， 邯 


1 11000108 2 1-3 1 100) 
1-100' 2 0-3 1! 1-100 

0 010 1-2 0 1110 010 | 
0 001 -3 1 1 0/)lo 001) 


(4 0—-1-2 
0 -4 3 -4 
-1 3 04 1 
\-2-4 1 or 


=_— 


接着 用 (7 ) 型 阵 RR, 来 化 ， 即 
104 


11000 0 工 
5 | 4 0 -1-21| ri 
0 一 4 3 -4 101001 
010 | 
4 上 一 3 人 1 11000110 
1 | 
30011 -2-4 1 0 狼 0001 
| 0 0 0 
[10-4 3-4 
二 1 1 
0 -可 到 
0-4 工 -1 
豆角 
再 用 〔? ) 型 阵 只 :来 化 ， 即 
1 0001f4 0 0 01f100 0 
0 100||10-4 3-4||，13 1 
3 1 0 a 1|| 4 
0 下 | ， ,| 1 0 
0-101jlo-4 -1)(000 1 
4 0 0 0 
0-4 0 1 
_ 6 5 
=|0 0 及 
6 
0 0-% 3 
继续 用 (7) 型 阵 只, 来 化 ， 即 
1000)(4 0 0 0、1000 
0100110-4 5 5 ,00 
0 ”可 | 
10010 92 
5 
002t 八 0 0 区 3 jlooo0l1) 
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| 


二 6 
4 
_n 


现在 已 化 11 为 对 角形 了 ， 进 一 步 用 


2 
本 
| 1 
?| 2 
v5_1l 
2 
来 化 ， 印 
"1 4 1 
5 2 5 ER 
vl 4 | v5_l 
ww 一 2 ww 
1 
— i 
人 1 
一 1 , 
最 后 用 
1 
_ 0 1 
| 1 0 
1 哈 
来 化 ， 即 
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mk 


Te 


1 
1 
— 1 
-. 1 


‘1 2 1 3 | 
I12 v8 2 2 2 
|i 1 1 1 
可 VE Za 
P= VRRRDC, = | 2 » 
0 了 0 3 


1 0 0 7 | 
这 里 已 经 看 得 很 清楚 ， (7 ) 型 阵 及 是 若干 个 消 法 阵 之 积 ， 而 
(8 〉 型 阵 是 消 法 阵 与 倍 法 阵 之 积 ， 救 配方 法 实质 就 是 初等 变换 
法 .那么 为 什么 叫 配方 法 呢 ? 这 个 名 称 来 源 于 二 次 型 化 标准 形 。 我 
们 弄 便 子 来 说 明 . 
例 5 将 二 次 型 


f Css Xa Xs) = x — dx + BX TF OXY 


化 为 标准 形 ， 并 求 出 其 可 逆 变 数 变 换 。 
解 ” 因 二 次 型 月 平方 项 2xi;， 记 以 按 x， 来 并 项 配方 ， 
fy ay Na) = xt — dx t+ BXIXs + Sx 
= 2(xt ~ DN Nt XIN 3 


= 2[x?— Bx, (x 一 5 1 (x 一 x) 


一 2(C%x3 ~ x TIX 


= [xi 一 《xz 一 Ep 一 上 一 3 + 9 
十 dX 

三 有 (CX, 一 党 ;十 3 Bx? xx 一 

= i 2 也 3 2 2 Ptb 
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代入 上 式 ， 得 
xy Xa X= 8 (pis Ye 3 = 2¥1— 2 十 日 yy3 一 3 (10) 
拦 着 挡 六 并 项 配方 ， 
是 Cy Yay.) 一 2 一 2( 一 ER ) -六 


: 31 9 
2 站 3 下- 2 十 (2, ) | + 一 了 


27 一 2(7， - ee ) + 


令 变数 变换 
2| lo Yi pi 100 3 
多 ， O00 1/\%, Py O01,%, 
(11) 
代入 上 式 ， 得 
上 (xs vy 2 一 2 一 2%, 十 全 双 。 《12) 


(12) 式 已 是 平 方 和 的 形式 ， 进 一 步 令 变数 变换 


区 1 | 
lIv2_! 
| Ys ) | 方 vs KW, (13) 
ys 4 


vw 48 
代入 上 式 ， 得 
Ry Way KAY = #2 十 
再 利用 变数 变换 
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| 1 y 
(: }( 0 | ) (14) 
区 3 1 0 vs + 
代入 上 式 ， 得 
{Wy pa 的) = (15) 


《15) 就 是 二 次 型 f(x xy, xs 的 标准 形 ， 其 把 f(x, x2,xs) 化 为 
{15》 的 变数 变换 为 ， 


和 1 1 .2 100 rt 1 #) 
2 9 J 1 _ 
Xs 0 li:\081 vw 46 10 


?3 


例 6 化 二 次 型 
fx, Xiy 3) = Ds + BX Xs BX 
为 标准 形 ， 并 求 出 其 变数 变换 ， 


解 ” 因 没有 平方 项 ， 所 己 不 能 直接 配方 ， 必 须 粗 法 变 出 平方 
项 ， 为 此 ， 令 变数 变换 


Xl 1 10V/y 
Ba 一 1 6 ‘16» 
x 0 0 1i\y, 

代入 原 式 ， 得 


f Cx, Koy XD = BE Cys Yr = 271 一 2 — dy ys + BY, 


(17) 
接着 接 例 5 的 办 法 配方 ， 即 


8 fe) = 
= 0 ~ 一 下 内 
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令 变数 变换 


各 | 1 0 一 二 YL 1 1 
(=) 1 0 】 .各 ) | »)-| 0 
ws 00 1/\y, 为 0 


代入 虐 式 ， 得 


hs Ys BY = YL OE | 1 ~ De 


Lm 
局 
| 
na 
和 
rw 


一 22 一 呈 ( 外 一 各 和 y 攻 十 区 
= 22 一 2(z 一 2 十 有 2 


令 变 数 变换 


pp 11 0 入 名， 1 0 0 
和 全 
Hi 0 1 \», ， 3 0 1 

代入 上 式 ， 得 


(Wy Hos Wa) = ZH — 2 + GE 


Lm 


再 令 


代入 上 式 ， 得 


vy por 3) = 二 


最 后 令 


代入 上 式 ， 得 

mt fo ty) + (18) 
前 Ge wy x) 的 标准 形 为 (18) ， 其 由 f xs wis Xs) 到 标准 形 
(18) 的 变数 变换 为 
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x, 1 10\101\/100\,1 
V2 二 证 
I 0 01/A00 1001 vw 


从 以 上 两 个 例子 我 们 看 到 ， 将 二 次 型 化 为 标准 形 ， 都 是 撑 着 某 
一 平方 项 并 项 配方 ， 然 后 进行 一 次 变数 变换 ， 这 次 变数 变换 的 实质 
就 是 用 〈? ) 型 阵 去 演化 二 次 型 的 表示 矩阵， 比如 ， 例 5 一 天 众 惑 
按 x, 并 项 配方 ， 施 行 变数 变换 (9) ， 这 次 变数 变换 的 实质 就 是 利 
用 “9》 的 系数 阵 去 演化 二 次 理 (x4,xo,xs) 的 表示 引 阵 ， 即 


100% T3310 0 
1101 -2 0 |)_ 0-2 | (cg) 
-zo1) 9 30\o0 1/ io 99 

: ER 至 也 


量 然 以 〈19) 的 对 称 阵 为 表示 和 矩 陆 的 二 次 型 恰好 为 (10) 。 

当 二 次 型 没有 平方 项 时 ， 施 行 一 次 变数 变换 使 得 有 平方 项 ， 府 
这 次 变数 变换 的 实质 就 是 用 (8 ) 型 阵 去 渡 化 二 次 型 的 表示 算 阵 ， 
比如 ， 例 6 一 开始 因 没 有 平方 项 ， 而 施行 变数 变 抄 (16) 就 变 为 有 
平方 项 的 二 次 型 (17) ， 这 实质 就 是 利用 (16) 的 系数 阵 去 演化 二 
次 型 (x, xs x3) 的 表示 矩阵 ， 部 


1 10 0 1 1 1i0 2 0 一 了 
(oh sj 0 - :| a0 
0 0 1 1-3 0 0 01 -2 #4 07, 
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显然 以 (20) 的 对 称 阵 为 表示 和 矩阵 的 二 次 型 从 好 为 《17 。 综 上 所 
述 ， 按 二 次 型 的 平方 项 帝 方 来 化 简 二 次 迎 的 方法 ， 其 实质 就 是 反复 
用 《? ) 型 阵 或 《8 ) 型 阵 去 化 二 次 型 的 表示 竹 阵 ， 使 成 为 对 角 
形 ， 进 而 成 为 标准 形 ， 这 样 就 得 到 了 用 〈7 ) 多 阵 或 (8) 型 阵 去 
化 对 称 阵 ， 使 成 为 对 角形 ， 进 而 成 为 标准 形 的 方法 ， 因 而 就 称 为 配 
方法 . 

由于 可 用 了 配方 法 把 对 称 阵 化 为 对 角形 ， 进 而 化 成 标准 形 ， 所 以 
用 配方 法 化 简 二 次 型 可 不 必 象 例 5 、 例 6 那样 去 做 ， 而 先 写 出 二 次 
型 的 表示 矩阵 .然后 用 配方 法 把 它 化 为 标准 形 ， 于 是 就 得 到 了 这 个 
一 次 型 的 标准 形 了 ， 

例 7 用 配方 法 化 二 次 型 

fs es Ess EE | 


慰 准 形 、 并 求 出 其 变数 变换 . 


解 ” 先 写 出 表示 和 插 泗 
0 2 1-3 
了 2 0-2 1 
1-2 0 1 


再 用 〈7 ) 型 阵 或 〈8 ) 型 阵 去 化 44， 由 于 这 个 对 称 阵 就 是 例 二 那 
个 对 称 阵 ， 所 以 用 配方 法 化 为 标准 形 ， 


(7 ) 


故 二 次 型 了 (xy 2s Xs x 小 的 标准 形 为 ， 
A = 下 十 只 一 舌 一 ys 
其 变数 变换 为 
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阵 ， 


阵 ， 


1 

pi 于 2 王八 

~ | | Ys xsl 0 3 0 2 Ls 

| 网 | v5 v2 A ， 

1 
练 习 二 

1， 用 两 种 方法 将 下 列 对 称 阵 化 为 对 角形 ， 并 求 出 相合 演化 定 
If 1IL1 2)” 1 1 0-1) 

1 | 1 1-10 

王爷 | 0 -1 1 1 

1 1 | 

豆 各 人) -1 0 1 1 
2， 用 两 种 方法 将 于 列 对 称 阵 化 为 标准 形 ， 并 求 出 相合 演化 
1》 2 -2 2 》 2 1 -1 -1 

| 2 | 1 0 -2 -2 

-2 -4 £6/, -1 -2 1 1 


一 1 -2 i1 1), 
3， 兰 下 列 二 次 型 化 为 平方 和 ， 并 求 出 可 道 变数 变换 ， 
1) fx way Xa) 二 和 二 os 十 2 二 和 二 
2) f yy Ks Hy 0) = KN KIN NN XN 
4， 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ， 并 求 出 可 道 变数 变换 ， 
1) fxs Yo, Xe) = NX XLS + XX 


2) xp x Ky Ka) = HI DNLXE + E+ DNR + I+ DX + 
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5。 证 明 ， 秩 为 + 的 淮 称 阵 可 以 才 为 + 个 殿 为 1 的 对 称 阵 之 
和 ， 


8$3 惯性 定律 


我 们 已 经 知道 ， 秩 为 * 的 对 称 阵 怒 必 相合 于 下 列 特殊 的 对 角形 


阵 ， 
1 、 
| 1 | 
, 户 ~ 二 一 1 《 1 } 
| 个 1 | 
\ ft " 


个 ol 


其 中 p+4=7. 

本 节 主 要 证 明 对 负 形 阵 〈1》 中 正 1 个 数 户 与 负 工 个 数 了 的 分 
配 是 由 对 称 阵 妇 所 瞧 一 确定 的 不仅 其 总 和 产 +7=* 是 由 妃 所 了 瞧 一 
确定 ) 。 当 中 正 1 的 个 数 记 叫做 万 和 的 正 惯 标 ， 负 1 的 个 数 8 则 居 气 
的 负 惯 标 ， 它 们 的 差 =~ 叫做 如 的 符号 善 。 这 样本 节 要 证 的 
基本 结果 是 ， 鞭 与 符号 差 是 由 刀 亡 瞧 一 骗 定 ， 进 市 秩 与 符 导 差 是 对 
称 阵 在 相合 分 类 之 下 的 完备 不 变量 . 

我 们 先 证 明 一 个 命题 ， 为 证 明基 本 结果 屋 椎 备 ， 同 时 蕊 本 身世 
是 重要 的 。 

命题 (Witt 定理 ) 设 妈 是 # 阶 可 六 对 称 阵 ， 已 ,号 ， 是 两 个 久 
阶 可 逆 对 称 阵 。 如 果 两 个 RR+ ?72 阶 可 逆 对 称 阵 

A ") | ) 
(0 oa 

合 ， 则 BB, 与 号 : 也 相合 . 
证 明 依 上 和 节 和 定理 1， 有 可 闭 阵 怠 ， 使 


A 
= 人 ~ j = CQ'diag (pe 
4 
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diag tA,, … 4.) 表示 对 解 线 元 素 为 1,,…, 4, 的 对 角 阵 ， 于 是 
4 "1 Q'diag ga “ 
(, B, -( 0 B, 


总 ) diag (A As) CC ) 
-(, 了 0 B/ “0 I 


( "1 Odiag (ty py A OQ ? 
0 了 -( 0 B, 
0 他 ‘diag (An 0 YA 
(CD 


| ty 
三 


0 I 
因为 


合 ， 所 以 对 称 阵 
diagfiy A) 站 diag (0 
加 )s( ) 
0 B, 0 3, 


Be A ? pe ha) ") 
1 0 B, 时 3 0 B, | 
则 B* 与 B* 仍 为 可 逆 对 称 阵 ， 用 


(与 (Be 
相合 。 打 以 在 在 s+ 阶 可 逆 阵 及 ， 把 及 按 第 -- 行 、 第 -一列 分 块 ， 
记 为 

R=(b R) 


其 中 a, 是 1x (n+w~ 少 矩阵，R, 是 s+ 加-1 阶 方 阵 . 平 是 ， 
有 
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C7) os 


ia+aBra' Aafd+aB*R' 
-ps Be 4s RnR ) 
所 以 得 到 关系 
A -a =aB.*e 
AntraB*R'=0 
aa + RB*R'= Be*, 
如 果 =， 可 取 - 及 同样 讨论 之 ， 这 时 - 尺 的 人 1. 位置 元 吉 
是 - 1， 所 以 太 妨 假定 a 志 1， 这 样 有 
[有 ,+ (ll~-a) TBIB*CR + (1 a) pa)! 
= RB*R'+ (~ oPaB*R' + RB ta + (1 -a) praB*ea'f 
=B*- tPF -a -dapPA- AaB + -a ad ap 


E+ 33 
~ 了 (+2Z_ 24 ) 1A 和 * 


于 是 取 上 =Ri+ (一) Pa， 则 B.* = 大 3 。 双 方 取 行 到 式 便 知 
上 人 是 可 遵 阵 ， 故 Be* 与 B,* 相合 。 同 理 可 证 
diag CAs "eg A 0 diag (Ns 四 A 0 
| 亏 
0 B, 0 B. 
相合 。 这 样 继 续 讨 论 下 去 ， 最 后 可 证 BB 与 了 , 相合 . 证 完 。 
定理 (惯性 定律 ) 如 果 两 个 1 阶 对 称 方 隆 


(n(n) 


合 ， 则 P+q4=PD+qs 有 8 P=D, d=q, (从 而 $=p~q=Pp,- 
d= $). 
证 明 了 +g =p.+ 9g 是 阴 显 的 ， 剩 下 证 p =p,， 1 = 4 我 们 取 
可 逆 阵 4 ， 将 8 按 前 r (=p+ 有 9) 行 ， 前 > 列 分 块 ， 即 


11¢ 


双方 取 行 列 式 ， 可 知 detC, 失 0。 改 
I I 
(人 


假设 p 关 py 不 妨 设 >p,， 由 Wihi 定理 可 姑 


相合 、 记 以 有 + 一 上 p, 阶 可 亲 阵 呈 ， 使 


相合 


了 
(™ jj=R(- LOR'= RE! 
-Is 


即 op ， 

( | = RR', 
由 于 是 可 道 的 ， 所 以 它 的 第 一 行 元 素 六 机 bp, rpr 是 不 全 为 9 的 
实数 .但 由 上 式 可 得 


p+ + bis 一 上 
这 是 不 可 能 的 ， 故 卢 不 能 大 于 太后 旺 可 证 站 不 能 小 于 疡 。 隐 此 
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必 有 有 =p, 证 完 ， 
惯性 定律 表明 对 称 阵 在 相合 分 类 之 干 的 标准 形 (1) 症 崔 一 
的 ， 把 这 一 结论 应 用 于 二 次 型 便 有 ， 任 意 实 二 次 型 


XL 
J Cx, 0 一 wa ) 


都 可 用 适当 的 可 道 朗 数 变 驹 


| 1 
| 小 | : ) 中 
化 简 为 标准 形 : 


= EO = 2) 
当中 的 ,9， 声 +9 的 由 二 次 型 xj,…;xa) 了 瞧 一 和 确定 ， 分 别 叫 做 
二 次 型 的 正 惯 标 ， 负 惯 标 和 和 铁 ， 丙 := 户 -9 叫做 符号 莽 。 这 里 明显 
看 出 二 次 型 的 铁 就 是 它 的 表示 第 阵 的 秩 ， 

下 竹简 要 的 说 一 下 关于 复数 域 上 的 对 称 阵 的 相合 问题 。 与 实数 
域 上 对 称 阵 的 情形 完全 一 样 ， 可 以 证 明 ， 任 总 复 对 称 阵 妥 都 能 用 成 
套 的 初等 变换 化 成 对 角形 阵 


其 中 4 1 “sy A 均 是 非 零 复数 . 
因为 非 零 复数 总 可 以 开平 方 ， 于 是 在 化 得 上 述 对 角形 的 基础 
十， 再 用 一 些 成 套 的 初等 变换 可 化 为 
了 
个 个 
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这 说 明 复 对 称 阵 化 成 的 标准 形 是 由 该 阵 的 秩 数 折 唯 - 确定。 部 悉数 
是 复 对 称 阵 在 相合 分 类 之 下 的 完备 不 变量 ， 


练 习 三 


1。 如 果 把 # 阶 对 称 降 按 相 合 关系 分 类 ， 册 两 个 # 阶 对 称 阵 属 
于 同类 必要 而 且 内 要 它们 是 相合 的 ， 试 问 一 潜能 分 几 类 ? 

3。 证 明 :， 对 称 阵 的 秩 " 与 和 社 号 其 = 疡 ~ 9 是 同村 侦 的 ， 并 
且 171<r， 其 中 p 为 正 缆 标 ，g 为 负 惯 标 . : 

3。 设 二 为 实 对 称 阵 ， 且 14 <0.， 证 好 4 的 负 慌 标 必 是 一 
个 工 数 ， 

4， 设 实 二 次 型 xxa 的 正 负 惯 标 分 别 为 p,q9,; a 
?是 年 声 个 正 数 ，&8,…, 5 是 任 9 个 负数 那么 这 个 二 次 型 
可 以 化 成 


BP Ye) = A P+ Ap yp tb ppt tt be yprgs 


$4 正定 伟 隆 


本 节 讨 论 一 类 特殊 的 实 对 称 阵 一 一 正定 矩阵 ， 它 是 实 二 次 型 
‘做 为 二 次 齐 次 函数 ) 取 值 规律 的 一 种 反映 ， 
设 扎 为 任 一 #* 阶 实 对 称 阵 ， 那 么 4 必 粗 合 于 它 的 标准 形 ， 


1 
(i) 
9 


其 中 p+4g=r,， +f 为 4 的 秩 数 ， 
定 头 1 ”如 果 妥 的 正 惯 标 人 P= 入 的 秩 + = 及 的 阶 数 入 ， 则 称 甩 
为 正定 的 ; 
如 果 亿 的 负 惯 标 9 = 及 的 秩 了 = 在 的 阶 数 nn， 则 称 有 A 为 负 定 的 ， 
如 果盘 的 正 惯 标 P= 肌 的 秩 数 < 4 的 阶 数 %n， 则 称 有 为 兴 
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正定 的 ， 

如 果 刀 的 负 惯 标 和 = 4 的 秩 数 * 委 4 的 阶 数 RR， 则 称 分 为 半 负 
定 的 . 

例如 ， 阵 


中 忆 4 为 正定 的 ，B 了 为 负 定 的 ，C 为 半 正 定 的 ，D 为 半 负 定 的 ， 
明显 的 有 ， 矶 为 正 〈 负 ) 定 的 必要 而 且 只 要 人 4 相合 于 TI- 功 ， 
命题 1 分 为 〈 半 ) 正定 的 必要 而 且 只 要 - 妈 为 〈 半 ) 负 定 的 ， 
结论 的 正 现 性 是 明显 的 ， 依 此 命题 ， 我 们 只 须 讨 论 ( 半 ) 正定 

矩阵 即 可 ， z 
合 题 2 及 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 非 零 nx1 矩阵 


0 


X'AX>0, 
丰 为 半 正 定 的 充分 必 可 条 人 忻 是 ， 对 任意 非 零 着 x1 和 矩阵 


~ 
x 
Xn. 
X'AX 这 0, 
证 明 XX'AX 为 一 个 二 次 型 ， 令 
Ce 


再 令 & 化 4 成 标准 形 ， 
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恒 有 


恒 有 


于 是 ， 设 


风 有 
i 
fx Wn) = KR AX = CPiys) | 上 
| 
= (3) 
这 时 ， 如 果 所 4 为 正定 的 ， 那 么 妇 的 正 惯 标 p= 女 的 秩 + = 有 4 的 阶 数 
#5。 就 是 说 (3 ) 中 的 p=#，#=0。 于 是 当 XX 隆 0 时 ， 周 (3)， 


必 有 
了 
| 
了 


故 由 (3) 知 ，X'4X>0。 上 反之 ， 由 非 零 X*， 恒 用 ‘AZ 个 则 
必定 《3 ) 中 的 f=#。 这 因为 车 如 <m% 到 


了 3 [1 

| = (4) 
;| 
iy,s +: \1 


代入 (3 ) 后 的 值 就 小 于 或 等 于 0 了 。 将 (4) 代入 《2 ) 就 得 到 
非 零 XxX， 有 X'AX 二 0, 这 导 题 设 矛 盾 ; 

类 似 地 ， 如 果 要 为 半 正 定 的， 那么 4 的 正 惯 标 p= 4 的 秩 > 
所 人 4 的 阶 数 #。 就 是 说 (3 ) 中 的 =r 所 s，4=0。 村 是 当 X 关 0 
由 (3) ， 此 有 
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J 
全 
Ja 
故 由 (3)】 知 ， XX'AX 守 9 友之， 由 非 零 XX， 人 恒 有 以-4X 产 0 
则 必定 (3) 中 的 总 =r<sz = 0。 不 般若 8 沁 4 取 


J | | 0 
:| 
a ] 0 
J 1 


代入 “3 ) 就 产生 了 亨 盾 。 证 完 ， 
命题 2 说 明了 对 称 阵 所 为 ( 尝 } 正 定 的 意义 ， 即 对 称 阵 的 ( 誉 ) 
正定 性 反映 了 由 它 伐 表示 矩阵 的 二 次 型 X"4X 的 取 众 规律 ， 
俞 题 3 人 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 有 可 赣 阵 了 使 和 = 
P'P. 
证 明 充分 性 . 由 4=P'P=P'I,P， 说 明 扫 相合 于 单位 阵 Ts， 
改 才 为 正定 的 ， 
必要 性 ， 设 妈 为 正定 的 ， 刚 巡 与 单位 阵 TI。 相 合 ， 所 以 存在 可 
道 阵 PP， 使 4= P'1,P=P'P， 证 完 ， 
推 沦 ”正定 定 阵 4 的 行列 式 detA>> 0.， 
命题 4 ” 妇 为 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 ， 有 方 跨 龟 ,使 怒 = 
v0. 
证 明 ”必要 性 ， 由 埠 为 半 正 定 ， 有 有 可逆 阵 了 ,使 
jl~\r 
“个 
1 


T32 


1~ + fit | 
~ NM 
= 0 | 0 四 
0 | 
全 
[ 
0 - 1 1 
、 
0 
出 有 
A=Q'0 


充分 性 . 由 A = 4'0， 故 对 任意 非 零 的 *x 1 惩 阵 


都 有 X'AX= XQ'Q0X= (QX)'(QX)， 令 


ox- (| 


2 
X'AX = on | = 和 0 
2 
记 以 4 为 半 正 定 。 证 完 。 
以 上 讨论 了 “《 举 ) 正定 什 阵 的 性 质 ， 下 面 给 出 ( 半 ) 正定 矩阵 
的 重要 判定 条 件 。 为 此 ， 先 给 出 
定义 2 设 
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本 | 可 时 本 里 时 Fr 


是 一 nn 阶 方 阵 ， 行 标 和 列 标 相同 的 子 块 


A 
Hn Ri 3 


于 rnin ra Ha Iii i 


叫做 4 的 主子 块 ， 而 子 式 
Hi rr i, 
Hit yyiz "dips 


二 


Pe 相国 和 - 
ra) fis ni 


叫做 入 的 主子 式 ， 记 作 Dae, i,, os 而 定式 


[人 


| 可 k 


例如 , 设 4=| -上 -1 1 
一 1 2 Ih 
3 1 -1 
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0 -1 1 
-1 2 1 
1 0 -1 
都 是 村 的 主子 式 ; 而 本 的 顺序 主子 式 风 只 有 4 个 
1 -1 2 3 
， 1 -| 1-12| 1 _1 1 
|-1 ol-1 0 | 2 -1 2 0 
2 -1 


“1 3 1 0 -1 
定理 1 ?2 阶 对 称 阵 


A 2 Win | 
A =! A Hoa "fan | 
es | 


旺 正 定 的 充分 必 楼 条 件 为 它 的 *# 个 顾 序 主子 式 


并 + 李 
oy a 1 站 而 一 】 
Li Ls 


la > 0, 人 本 >0， [Al 守 0.， 


Sm-1 ”ni 


证 明 ”必要 性 考察 阵 44 的 任 一 上 阶 闫 序 主 子 块 
Hi | 
本 
它 本 丢 敌 为 忆 阶 对 称 阵 必 是 正定 和 的 ， 否 则 有 非 零 的 尺 x 1 矩阵 
| 
“和 
adiasn0， 
于 是 取 非 零 的 x*x1 和 拖 阵 


Hl fa 


使 
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人 恒 有 


wax = (0) (4 ") es ) 


ea 


= 0g 
< ， 
即 人 AX 
这 与 4 为 正定 阵 予 捕 ， 由 命题 3 的 推论 外 ， 有 
detAr> 0, lk 
充 旭 性 。 对 # 四 数学 归纳 法 ， 
当 x#=1 时 ， 44= (ao0y 即 leil =au>0， 这 时 显然 4 是 正定 
的 
假设 对 *-1 芋 阶 对 称 和 阵 定 理 1 成 立 。 往 证 对 #* 阶 对 称 阵 并 定理 
1 成 工 ， 
事实 上 ， 将 气 按 前 sa 一 1 行 、# -1 列 分 迫 ， 即 


aa in #1 "le 
4=( ) -| 4 
ft Pl 
1 六 


Fn 
于 是 A | 是 #-1 阶 对 称 阵 ， 它 的 #-1 个 顺序 主子 式 


可 1 + Ginm_j| 
#1 ls 


Ia 盖 站 ， 站， "yy 


fr] 2 
nl "el tl 


根据 时 纳 法 假设 ， A 是 正定 的 ， 因而 1,-! 相 会 于 单位 阵 1,_ 
即 有 # 一 1 阶 可 道 阵 0， 和 使 


126 


QA 一 lie 


(0) 
出 是 # 阶 可 道 阵 ， 且 有 
Qi40,= (0 9) (A 人 人 


0 


必 


一 
ma 一 


-8 =， 
这 个 等 式 说 明 ， 用 可 道 阵 @ 将 所 化 为 B 了 。 在 此 基础 上 。 几 可 道 阵 
Ti -WU'a 
0.= (6 1 ) 
继续 化 简 有 4， 也 就 是 化 简 B， 得 
too (ze 全， 
= (0 oom ra (GT) 
=( 全 2 ur00aj 
人 A P= 0 0, qm— odV'a= a, 


则 有 有 
1 
Pp' AP, -| J ) 


由 有 4 的 行列 式 ， dct4>>0, 推 和 交 <“>>0， 于 是 再 用 一 套 倍 法 变换 
D,( -一 )， 就 得 


pu- 过)P4PD。 (二) = 了 


1 
3) 
则 有 PrAP=1,, 
页 二 为 正定 的 。 证 完 。 


推论 妃 阶 对 称 阵 已 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 妈 的 一 切 主 子 
式 都 是 正 的 : 


令 P= PD,( 


A ai 


> 10， 
Bi 
事实 上 , 4 的 主子 式 D (i,…， 计 ) 可 经 成 套 的 换 法 变换 变 为 左上 
角 ， 成 为 与 4 相合 的 新 阵 B 的 顺序 主 学 式 , 故 有 DP (i) > 0. 
定理 2 +t 阶 对 称 阵 殷 = (Qi;;) 是 灶 正 定 的 充分 必要 条 忻 是 ， 
及 的 一 切 主 于 式 


Di{i, stk) = 


[| [| 


六 1 和 Hi 


re 站 


Gt Gr 
1 
证 明 ”必要 性 。 考 处 4 的 任 一 阶 主子 块 


Bi "nik 
.4 = [| 
Pe LE] 如 


, | 
rerl 十 


它 本 身 做 为 阶 对 称 阵 必 是 半 正 定 的， 否则 有 非 堆 的 x1 矩阵 


0 


Dee, Er) 一 


放空 < 0 到 
于 基 取 非 等 的 *x1 怎 降 


00 
Xe 
恒 有 X'BX= oS) 


= (a A "(7 ) 


=a di 
人 , 
即 X7BX<0 。 故 3 不 是 半 正 定 的 ， 那 么 妇 也 不 是 半 正 定 的 ， 这 是 
一 个 矛盾 ， 其 中 B 是 4 经 过 适当 的 成 套 换 法 变换 ， 使 4x 变 为 顺序 
主 拖 式 的 新 阵 了 。 由 命题 4 知 ， 半 正定 矩阵 的 行列 式 是 非 负 的 、 放 
Qet dx 六 人 0，1<Ec 8 
充分 性 。 侍 取 本 的 《上 院 顺 序 主子 坎 
{A Gis nk | 
en 
dk BRE *"" Py 
于 是 上 阶 行列 式 
A t A = A BA tt Bt 
经 过 计算 可 知 ， 右 端 系 数 如 等 于 A4 的 一 切 7 阶 主 子 彼 之 和 ， 
因此 对 任意 取 定 的 刀 0,。 恒 有 
[ort A 0 k=1,2,.., 5. 
据 上 面 的 定理 1，# 阶 对 称 阵 41s+ 有 4 是 正定 的 。 有 了 这 一 段 说 晶 
之 后 ， 我 们 用 上 扩 证 法 尝 证 明 殉 分 性. 
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假定 4 不 是 半 正 定 的 ， 必 有 sxX1 印 阵 X 取 0 ,使 
KR AX= -et, cr>0., 


于 是 取 加 = 妆 吉 ， 则 >>0, 且 4X'X = 4。 


我 们 看 # 阶 对 称 阵 B=N1+ A， 有 
KIBX = NIN tr A R= MXR+ KIAX =e-e=0, 
这 与 了 B=,+ 有 4 是 正定 的 和 矛盾， 故 妈 为 半 正 定 的 。 证 元 。 
最 后 ， 与 正定 镍 阵 相 秒 的 ， 用 二 次 型 语言 给 出 
定义 5 设 实 二 次 型 


:x 
了 4 : 


ns, 


车 表示 乱 跨 总 为 正定 的 ， 则 称 二 次 型 了 CD， 为 正定 的 ; 
若 袁 示 矩 跨 怒 为 半 正 定 的 ， 则 称 二 次 型 f 2,, …"y 光 w) 为 半 正 定 
的 ; 


关于 ( 举 〉 正定 矩阵 所 得 到 的 结果 ， 相 应 的 二 次 型 也 部 有 此 结 
果 ， 这 里 不 再 重 述 本 
例 1 判别 对 称 阵 


3 2 0 
4={? 4 -2 


0-2 5 
基 否 正定 ， 
解 ”要 的 顺序 主子 式 
3 2 10 
3 >>0， 1 32|=8>0, 2 4-2 |=28>0, 
0-2 5 
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据 定 理 1 ， 妖 为 正定 的 ， 
例 2 判别 对 称 隆 


蚌 否 半 正 定 ，。 

解 ” 因 对 4 的 一 个 二 阶 主 子 式 

1|1=-3<0. 

据 定理 2 和 加， 如 不 是 举 正 定 的 ， 

便 3 判别 二 次 型 

fy Xa yy = aX? dxt + Bx + dx dx 

是 否 正 定 ，。 

解 ” 二 次 型 f (xy x * 的 表示 先 阵 


3 2 0 
2 4 
0-2 5/. 
由 上 例 1 知 ，44 为 正定 的 ， 故 二 次 型 (x, xs xy) 也 是 正定 的 . 


练 习 四 
1。 判别 下 列 对 称 阵 是 否 正 趾 ， 


111 1 2 一 2 一 5 2 2 
1) (123), 2) ( 2 4 -1) 3) ( 2 -6 0 ] 
1 3 一 


2 -1 0 2 0 一 4 
[1lil1i 
如 了 六 
| 
人 也 了 了 | 
1 1 | 1 
| 互 互 | 
1 1 1 1 
(至 可 下 
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2.， 判别 下 列 二 次 型 是 否 正 证 ， 

1) 和 十 号 Ke 十 号 + dxxs + Bx 

2) Bxi it OX: 十 二 2 一 是 wy AX 

3) xit wtt dxi+ ?ri xm t+ dx dw + DX t+ dx, 


3。 假 如 对 任意 sxt 和 矩阵 
Xl 
x=(:), a 
Xn 


都 有 X'A4X>>0， 试 问 44 是 否 正 年 ? 

4。 菩 二 为 对 称 阵 ， 章 为 可 道 阵 ， 则 MM'AM 与 4 的 正定 、 负 
定 ， 半 正定 、 半 负 定 性 是 一 至 的， 

5. 车 本 是 可 闭 阵 ， 则 A'A 为 正定 的 . 

6. 车 4.8 都 是 * 阶 正定 阵 ， 则 4+3, 人 也 是 正定 阵 ， 

7. 设 4 为 对 称 阵 ， 且 141 <0 .证明 必 存 在 实 #x1 知 和 降 入 
天 0， 司 X'AX<0 


习 题 九 


1, 设 A4、B 周 为 对 称 阵 ， 证 明 妨 3 为 对 称 阵 的 充分 必要 条 
忻 是 ，A 8B = B 4. 

2。 设 f(x) 为 实 系 数 多 项 式 ，44 为 对 称 阵 。 证明 1(44) 为 对 
称 阵 . 

3。 若 又 为 正定 的 ， 则 A* 也 为 正定 的 ， 

4。 车 本 = (gj) 为 正定 的 ， 则 a 之 0 ， 人 = 站 2 9 认 。 

6。 设 4=(ai) 为 正定 的 ， 吉 ,…，5, 为 任 * 个 非 零 实数 。 
和 证明 B= (cat 也 是 正定 的 ， 

6。 设 妖 为 对 称 阵 。 证 明 当 实数 1 充分 大 后 ， 1 杂 s+ 4 为 正定 
的 . 

7， 证 明 ， XA = #2x? 一 (Bx;)): 是 半 正 定 和 的 ， 其 中 
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8 问 当 上 取 何 值 时 ， 二 次 型 
Fiex,, Nop NY) = XT td + + fx w+ 二 站 xi 十 Bxsxs 


为 正定 的 ， 


| 


9 设 4 为 对 称 降 。 证 明 ， 若 对 任 一 *x 1 短 阵 X = 外 均 有 
XL4X=0D, 则 4=0， 
10 设 4 为 对 称 阵 ， 证 明 ， 具有 *x14 和 矩阵 入 =0 时 ， 才 有 
"AX = 0 ,那么 全 必 为 满 秩 的 . 
11 设 妇 为 对 称 阵 ， 若 有 #xi 抵 阵 XXX 使 
XIAXI> 0, XAX,< 0, 


出 必 丰 在 YX 1T 记 阵 ,天 10， 使 XAX, = 0 。 
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第 十 章 ” 方 阵 在 相似 之 下 的 标准 形 


81 方 阵 的 相似 及 相似 分 类 


以 二 讨论 了 丙种 类 型 前 徐 阵 分 类 和 标准 形 问题 ， 相抵 与 相合 ， 
它们 欧 和 矩阵 表述 形式 荐 

相抵 ; 两 个 wx# 和 矩阵 寻 , B 叫做 相 拆 的 充分 必要 条 件 是 存在 区 阶 
可 道 阵 己 及 # 阶 可 逆 阵 0 ,使 B= PA9，, 

相合 :两 个 # 阶 方 阵 4, B 叫做 相合 的 充分 必要 条 件 是 存在 % 
阶 可 逆 阵 了 ,使 B= P'AP., 

相抵 的 标准 形 理 论 全 面 解决 了 线性 方程 组 的 求解 问题 和 和 解 的 结 
9 相合 的 标准 其 理论 十 决 了 一 次 再 的 化 条 问 题 《 即 实 对 称 竹 
的 化 简 问 题 ) ， 

在 线性 变换 的 和 矩阵 表示 和 和 # 系数 线性 微分 方程 组 的 来 解 问题 中 
要 过 到 这 样 的 矩阵 问题 ， 对 # 瞧 方 阵 人 是 殖 存 在 * 阶 可 道 阵 了 ,使 
P .4 具有 尽 可 能 简单 的 形式 ， 容 易 指出 ， 这 正 是 我 们 所 说 的 另 
一 种 矩阵 的 分 类 和 标准 形 问 题 。 为 了 说 明 这 一 事实 ， 首 先 结 出 

定 艾 设 丸 , 吕 为 任 二 ? 阶 方 阵 ， 如 果 存 在 区 阶 可 道 矩阵 卫 ， 使 如 
= 了 AP， 则 称 妇 与 B 相 似 ， 记 作 4 一 中, 其 中 的 矩阵 PP 叫做 使 如 
与 号 相似 的 演化 矩阵 。 

符 易 证 明 ，?* 挤 方 阵 的 相似 关系 满足 能 够 做 成 分 类 的 三 个 条 
忻 ， 即 相似 关系 是 等 价 关系 ， 

1) 反 身 性 对 任 -* 阶 方 阵 44, 都 有 4 一 4 

2) 对 称 性 半 4 一 8, 则 了 一 4 
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3) 传递 性 若 A~B,B~C, 则 A~C， 

事实 上 ， 对 任 一 * 阶 方 阵 4， 取 * 阶 单位 阵 T。 为 演化 矩阵 ， 便 
有 4 =JTL4Ts 所 以 4 一 4 车 4 一 了， 则 有 可 道 矩 阵 了 ,使 B= 
P-4P， 于 是 A=PBP ,= (P -3BP-， 这 表明 以 了 ”为 演化 窜 阵 
使 了 与 4 相似 : 了 一 如 , 即 对 称 性 上 成立; 再 若 44~ 了 B,B~C， 则 
有 可 道 阵 P,D 情 了 <=P-dpPC=QG-IBO， 于 是 ,与 =0-0P-L4P)O= 
(Po) “ACPQ)， 这 表明 以 PQ 为 演化 拓 阵 ， 使 4 与 CC 相似， 有 ~ 
C, 战 传递 性 成立 ， 

这 样 ， 对 确定 的 # ,全体 有 阶 方 阵 按 相 侯 关系 敌 成 了 分 
类 ， ?* 阶 方 阵 4 ， 3 分 在 一 类 充分 必要 条 件 是 4 一 了 . 

例如 ， 以 2 阶 方 阵 为 例 ， 按 粗 亿 关系， 全 体 二 阶 方 阵 被 分 成 了 
类 -. 相似 类 ,在 这 样 分 类 之 下 ， 二 阶 替 阵 

A=i00) 

所 在 的 相似 类 里 显然 只 会 这 一 个 符 阵 44。 类 位 节 ， 二 阶 单位 陈 


n= (01) 


所 在 的 相似 类 里 也 只 含 这 一 个 二 阶 单位 阵 已 。 训 以 进一步 想 一 想 ， 
二 有 没有 这 样 的 方 阵 C , 它 所 在 的 相似 类 里 只 含有 一 个 二 阶 阵 就 是 
tC 昵 ? 

本 人 讨论 # 阶 方 阵 在 相似 分 类 之 下 的 不 变量 和 标准 形 问 题 ， 

# 阶 方 阵 在 相似 之 下 的 标准 形 理 论 比 相抵 、 煌 全 之 下 的 标准 形 
问题 要 复杂 一 些 ， 这 一 方面 由 于 相 侯 之 下 的 不 变量 比较 复杂 也 相当 
隐 想 ,从 而 要 想 确定 相似 完备 不 变量 和 相似 标准 形 就 比较 费事 ;， 另 
一 妨 面 ， 册 于 相似 关 系 与 相抵 、 相 合 不 同 ， 它 不 能 直接 使 用 大 察 已 
经 熟悉 的 初等 变换 方法 ， 来 实现 相似 化 简 ， 从 贷 找 出 相 侯 完备 不 变 
量 和 标准 形 。 但 是 ， 我 们 将 会 看 到 ， 相 似 完 各 不 变量 和 相似 标准 形 
问题 的 彻底 和 解决， 最 终 还 是 少不了 以 往 行 之 有 效 的 初等 变换 方法 ， 
具 不 过 是 经 过 一 段 间 接 迁 问 的 过 程 办 了 了， 
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以 下 先 从 一 祥和 畦 殊 恨 况 入 手 , 分 析 * 阶 方 阵 与 对 角形 阵 相 似 的 条 
件 ， 并 证 明 实 对 称 阵 都 相似 于 对 角形 阵 ， 接 着 顺便 解决 了 一 类 特殊 
和 矩阵 一 … 正 交 答 和 阵 的 相似 标准 形 问 题 ， 最 后 介绍 两 种 比较 普遍 的 相 
似 标 准 形 的 问题 第 定 相 似 分 类 的 完 省 不 变量 ， 


+ 


练 习 一 


1， 证 明 : 车 ~ B, 风 A'~B' 

2， 证 明 ， 若 4 与 了 可 交换 ， 则 P "AP 与 Pm'BP 也 可 交换 ， 
其 中 了 为 可 道 阵 。 

3、 证 明 ， 车 万 可 道 ， 网 4 B~ B34. 

4. 设 4 一 C，B~D、。 证明 ， 


(“8)~(° p). 


| é, 
| 一 | 41 ~ B 一 | 6 
a 下 


如 果 加 是 dt 50，… 4 的 男 一 种 排 法 ， 证 明 ，A 一 8B， 

6。 证明，# 阶 方 阵 4 所 在 的 相似 类 里 只 有 万 本 身 的 充分 必 并 
条 和 件 是 A = al,, 

7， 试 问 ， 

1 ) 两 个 4% 踏 方 阵 相抵 ， 它 们 能 否 相 人 台 ? 能 否 相 似 ? 

<) 两 个 * 阶 方 阵 相 似 ， 它 们 能 否 相 抵 ? 能 否 相 合 ? 


$2 特征 矩阵 ”特征 向 量 


本 节 讨 论 方 阵 毛 相似 于 对 角形 阵 的 条 性 ，。 
如 玉 方 阵 
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相似 于 对 角形 阵 


A 
| 和 2、 ) 
2 


即 存在 可 首 阵 了 ， 使 


» 
ep- te 
4s/, (1) 


这 里 明显 地 有 两 个 问题 必须 解决 ; 

1》 ”什么 样 的 方 阵 所 能 相似 于 对 角形 阵 ， 即 对 怎样 的 方 协 
本 , 存在 可 道 阵 P ,使 (1i) 成 立 。 如 果 使 《1) 成 立 的 了 『 存在 的 
话 ， 如 和 何 具体 求 出 来 ; 

2) ”有 4 所 相 似 的 对 角形 阵 B 中 对 角 线 上 的 数 4, 4s, …, 14 与 所 
有 了 何 关系 ， 它 们 是 否 是 唯一 确定 的 。 

为 了 解决 这 两 个 问题 ， 我 们 来 分 析 〈1)》 式 。 首 先 把 〈1) 式 


玖 号 如 下 。 
ds 
-| 人、 ) 
a (2) 


名 


把 (2) 式 左 端的 了 , 右 端 的 对 衣 形 阵 按 列 分 块 ， 即 令 


] 
P = (gq, Ca os Rn) | ja Ex A ) 。 
， 


于 是 (2 ) 式 可 以 写成 ， 
人 AG) = 了 (2 0 


t37 


这 样 便 订 分 开 号 出 下 烈 # 个 等 式 ; 


ai = Phi i= 1,2,",#, (3) 
因为 
:| 
0 . 
| | 全 行 ) 
4 一 0 “全 
) | 
所 以 由 《3 ) 式 就 有 
dos = ji 一 2 {4) 
其 次 ， 把 (4 ) 式 左 端 移 于 右 端 ， 便 有 
(A — Aa,= 0. 《5 ) 


形式 如 《5》 的 等 式 ， 我 们 是 热 知 的 ， 这 时 我 们 注意 到 a; 是 
可 递 阵 了 的 第 i 列 , 所 以 (5) 式 表 明 可 道 阵 了 的 第 i 列 a: 是 以 和 1 一 4 
为 系数 阵 的 齐 次 方程 组 
Ai— .AX=0 C6) 
的 解 ， 而 由 于 ai 是 可 道 阵 ? 的 一 个 列 ， 所 以 是 非 零 解 ， 又 齐 次 方 
程 组 (6) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 阵 的 行列 式 等 于 堆 ， 


a —A| = 0,， 
为 了 看 得 清楚 ， 把 上 式 左 端 具体 写 出 来 就 有 
a; 4 一 中 
本 
An 一 
这 个 由 矶 所 决定 的 行列 式 展开 之 后 经 整理 是 4; 的 # 次 密 项 式 
Ri A Ad ~ 
a 
An dn + A — nn 


于 是 (7 ) 式 表 明 :, 四 是 多 项 式 
198 


A—Aa Ai ~ hn 
a1- Al=| 一 4 一 as ~ don 


王 田 灿 本 王国 


一 
= A AA Tt 
的 一 个 概 。 
把 以 上 分 析 归 纳 起 米 ， 便 有 一 一 
如 有 果 对 # 阶 方 阵 4 = (412) ， 在 在 可 逆 阵 了 ,使 


4 
| 人 、 ) 
| 


下 


1 A ds "sg is 栓 是 # 深 多 项 式 


下 一 一 3 dn 
一 一 如 > 站 一 可 pa 一重 本 一 rn 


-Al = = aA 


中 下 


的 # 个 根 ; 
2) 阵 了 的 第 ; 列 ai 是 齐 次 线性 方程 组 
QA- AYX=0 
的 医 笠 人 解 ， 且 了 的 # 个 列 是 x 个 线性 无 关 的 和 解 ， 


加 


st dn a 


这 样 zs 阶 方 阵 扫 4 能 否 相 似 于 对 前 形 阵 的 问题 ， 就 当 之 于 研究 由 
有 4 所 决定 的 多 项 式 (8) 和 齐 次 线性 方程 组 《6 )》 。 于 是 ， 自 然 地 


引出 以 下 的 特征 矩阵 ， 特 征 向 量 的 讨论 ， 


定义 1 设 把 = (六 为 任 一 3 阶 方 枉 ，4 为 一 个 人 参数。 由 44 唯 


一 决定 的 # 阶 方 阵 
4 
-a 一 的 A A i 
Hy “A Aon 


叫 敌 怒 的 特征 和 矩阵。 特征 矩 荫 的 行 区 式 


(9) 
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A—an ~dls ee | 
Ai- A = 一 Ga A— ds fs 
Aa Fr + A d+ A (10) 


是 参数 :的 % 次 甸 天 式 ， 叫 做 肌 的 特征 备 项 式 ， 刀 的 特征 务 项 式 的 根 
叫做 马 的 特征 概 或 特征 值 . 
定 尽 2 设 1 是 妇 的 一 个 特征 根 。 章 次 线性 方程 组 
(lAYX=0 (11) 
叫 居 和 右 的 属于 i; 的 特征 方程 组 ， (和 的 解 空间 叫做 妈 的 属于 的 
特征 空间 ， 记 作 有 4.0)， 其 中 的 每 一 个 非 零 解 都 叫做 妈 的 属于 略 的 
特征 向 量 由 
我 们 已 经 见 到 ， 式 (11) 的 另 一 等 效 写 法 是 
AX = 1X. (12) 
于 是 ， 非 零 的 x x1i 和 矩阵 


ct 
下 
<- 人 
Ln 


是 万 的 属于 %; 的 特征 向 基 必 要 页 呈 只 要 
/a = hiC， 

按 定 义 直 接 可 得 

命题 。 若 及 与 B 相 羽 ， 则 如 与 B 的 特征 务 项 式 相 千 ， 从 而 特征 根 
也 完全 一 样 。 

证 明 由 万 ~ B， 存 在 可 道 阵 了 ， 使 B= Pd4P。 于 是 

| 条- 了 = IA-P AP|= |P CAI- A)PI = IP™'| IA- AlIP| 

= | — Al., 


人 式 (11} 获 为 量 性 方程 组 ， 它 的 解 是 一 组 措 写 的 4 个 数 ， 即 是 一 个 1xn 锯 阵 。 
如 上 内 把 避 1) 寄 极 蚌 蝶 阵 蕴 世子 ， 它 的 解 就 十 一 十 x1 业 时 ， 今 后 也 称 共 非 军 解 为 4 的 
特征 向 是 ， 与 前 者 未 于 以 区 别 。 
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说 明 A4 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 当 热 也 有 完全 一 样 的 特征 根 ， 证 
先 ， 

下 面 通 过 具体 例子 ， 再 进一步 熟悉 一 下 特征 多 项 式 ， 特 征 根 、 
特征 向 量 、 特 征 空间 等 概念 ， 


例 ] 设 
2 323 
a ta] 
1-31/, 


求 4 的 特征 根 及 相应 的 特征 空间 、 特 征 商量 ， 
解 ” 首 先 求 出 4 的 特征 多 项 式 如 下 ， 


-3 —3 一 2 
a- A -=| -1 i-d -2|=A -6*P+154—9, 
-1 3 4-1 


其 次 求 万 的 特征 根 ， 即 特征 多 项 式 的 根 ， 
2 6+154- 9= (A- 1 (a-3): 
所 以 本 的 特征 根 为 1，3 。 其 中 1 是 单 根 ， 而 3 是 二 重 概 ， 
再 次 ， 分 别 求 出 属于 有 4 的 各 特征 根 的 特征 空间 、 特 征 向 量 ， 
1) 54( 1 ) 表 示 齐 次 线性 方程 组 〈 即 4 的 属于 特征 概 1 的 特征 


方程 组 》 

—1—-3- 2 wx, 0 

(-1-3- 2 )(«)=(0) 
的 解 空 间 ， 经 计算 知 其 系数 阵 的 秩 为 2 ， 所 以 54t 1) 是 一 维 的 。 这 
样 任 取 届 于 1 的 特征 方程 组 的 一 个 非 零 解 ， 比 如 

还 二 《3， i, — 3) 
恒 构 成 4 泡 T) 的 基 低 。 子 是 4t1) = 工人 ez， 从 而 属于 特征 根 工 的 
特征 向 量 妈 34d 1) 的 非 零 向 量 可 宕 为 

ka = E(3, 1, — 3) = (3 大 大， 一 3 于) ， 
其 中 上 为 任意 不 等 于 零 的 数 ， 
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2) $4(3 ) 家 示 齐 次 线性 方程 组 ( 即 刀 的 属于 特征 根 3 的 特征 


方程 组 》 
-3—2 wx 0 
(人 
一 1 3 BB/\w, 0 
的 解 空间 ， 经 计算 知 其 系数 血 的 秩 为 2 ， 所 以 ya03 ) 也 是 一 维 的 ， 
这 样 任 到 354053) 的 一 个 非 零 问 景 
B= (-1,—1,1) 
便 构 成 54(3 ) 的 基底 ， 于 是 534(3) = 工 介 ] ， 从 而 属于 特征 根 3 的 
用 征 朵 其 可 表 为 
kB= EC-1, —1,1) = (-k, 一 外 下 )， 开 天 0 


例 2 设 
了 2 
5-(212) 
求 B 的 特征 彬 及 想 应 的 特征 向 量 . 
解 。 旧 先 求 上 符号 的 特征 多 项 式 如 下 ， 
A—-1 -2 0 
AI — BI = 一 人 一 一 ? = - 38-94-8, 
一 六 -2 4- 
其 次 ， 求 了 的 特征 根 ， 


-3894-5= (+1D204 一 区 。 
所 以 B 的 特征 根 为 - 1，5， 当 中 的 一 1 为 二 重 报 ，5 为 单 根 ， 
再次 ， 分 别 求 出 属于 一 1 和 5 的 特征 向 至 ， 
1) 属于 一 1 的 特征 向 攻 是 章 次 线性 方程 组 


-2-2-2 x, 
(2-373))-(9) 
的 非 零 解 ， 显 而 易 见 这 个 方程 组 系数 阵 的 我 为 1 ， 因 而 解 空 间 的 维 


数 为 2 。 经 计算 可 求 出 由 两 个 非 零 解 组 成 的 基础 解 系 如 下 ， 
= (tl,0, — 1), ea,= (0,1,— 1,, 
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于 是 略 于 特征 根 - 工 的 特征 回 量 可 表 为 
上 | + kt, 一 《中 kk,, 一 此， 一 到 四 ? 上 或 上 ,二 0 。 
2 } 属于 5 的 竺 征 问 量 为 齐 放 线 性 方程 组 


4 一 2 2 yx 0 
(2: 有 加 (9) 
的 非 宕 佣 、 经 计算 系数 泗 的 秩 为 2 ， 记 以 解 空间 是 一 维 的 。 这 样 只 
需求 出 一 个 非 零 解 便 可 去 出 该 于 5 的 一 切 特征 向量 ， 比 如 取 一 个 非 
等 解 为 
B= (1,1,1)., 
于 是 居于 5 的 特征 铅 基 可 表 为 
EB= EC1,1,1) = (k, E,E), E00, 
例 35 求 #* 阶 零 阵 、# 阶 单位 阵 的 特征 根 和 特征 向 量 ， 
解 1， 先 求 # 阶 宕 阵 的 特征 根 ， 


令 
自作 
0 0...0 


为 z 阶 等 阵 ， 于 是 它 的 特征 和 多项式 为 
A Dl 
= 
0 O04 


诛 以 零 阵 的 特征 根 全 都 是 零 ， 即 零 是 # 阶 零 阵 的 s 重 根 ， 
骨 求 属于 特征 根 等 的 特征 向 量 。 它们 是 齐 次 二 性 方程 组 


生活 wl 0 
6 9 Ee)-(9 
0 0-0/\x,/ ‘0 


的 非 尝 解 ， 显然 ， 任 一 非 零 的 » 维 向 量 吉 是 s 阶 零 阵 属 于 特征 根 零 
的 等 征调 赴 . 


a1 ~— .Al = 
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2 ) 先 求 # 阶 单位 阵 1 的 特征 根 。 因 为 


A—1 0 … 1 
A | = -Dr" 
0 0 A 一 1 


所 以 单位 阵 1 的 特征 根 为 1， 其 重 数 为 # 
再 求 1 属于 1 的 特征 向 景 , 它们 是 齐 次 线性 方程 组 


0 0 -0 x 0 
全 二 间作 
0 0 0 0 

的 非 零 解 。 显然 ， 任 一 非 零 的 * 维 向 量 都 是 1 的 特征 向 量 。 


练 习 二 
1， 求 下 列 录 莲 的 特征 根 、 特 征 空间 和 特征 向 量 


001 3 10 2-1 2 
(0) a (1) 4 2 1) 
l100 4— ~ 2 


56—3 
4 |) -| 
12—1 


2， 我 们 已 知 零 阵 的 特征 根 爹 为 零 。 单 位 阵 二 的 特征 根 全 为 
1 。 试 问 ， 特 征 根 金 为 零 的 阵 必 是 零 阵 吗 ? 特征 根 全 为 1 的 阵 必 是 
单位 阵 吗 ?Y 为 什么 ? 

3. 我 们 已 知 对 * 阶 零 阵 、 # 阶 单位 阵 来 说 ， 每 一 非 零 # 维 向 
量 都 是 特征 向 量 。 试 问 ， 除了 零 阵 、 单 位 阵 外 ， 还 有 这 样 的 阵 吗 ? 
六 什么 ? 

4。 试问 ， 对 相抵 、 相 合 分 类 来 说 ， 特 征 多 项 式 是 否 也 是 不 变 
量 ? 为 什么 ? 

i 44 


5， 试 问 ， 

1) 矩阵 本, B 有 不 朵 的 特征 很 时 ， 能 否 有 相册 的 特征 向 是 ? 

32) 第 阵 4 的 一 个 特征 向 其 能 否 属 于 有 4 的 两 个 不 同 特 征 根 ? 

6。 设 妇 4 为 任 一 * 阶 方 阵 ，4 蚌 有 4 的 特 生根，& 为 妈 的 属于 特 
征 根 ;的 特征 向 早 。 试 问 ， 能 否 存 在 方 阵 3， 使 4 是 8 的 特征 根 ， 
& 为 8B 的 属于 ,的 特征 向 刘 ? 

7. 设 尾 意 非 零 的 维 问 项 邦 是 * 阶 方 阵 如 的 特征 向 明证 
明 ， 刀 为 纯 量 阵 . 

8， 设 a 是 * 阶 方 阵 所 的 属于 特征 根 :的 特征 向 最 ，P 了 为 可 北 
的 # 阶 方 阵 。 证 有 明 ，P ee 是 P 4P 的 属于 4 的 特征 向 其。 

3. 设 i 为 mr 阶 方 阵 44 的 特征 根 。 证 明 a4” 是 A” 的 特征 根 ， 
其 中 ww 为 正 整 数 ， 

10, 设 4 为 4 阶 方 阵 。 若 存在 正 整 数 #， 使 4” =0,， 则 称 44 为 
攻 堆 前: 若 存 在 正 整数 mw， 使 A”m=1,， 则 称 有 4 为 么 帘 的 : 车 适合 
上 让 = A， 则 称 所 为 寄 等 的 ， 车 适合 本 = 二， 则 称 忆 为 对 合 阵 ， 证 
朋 ， 

1) 帘 零 阵 的 特征 往 均 为 0; 

2 ) 么 释 阵 的 5 个 特征 根 怡 为 4 次 单位 根 ， 

3 } 寒 等 阵 的 特征 和 祖 十 09 或 1， 

4 ) 对 合 阵 的 特征 根 是 1 或 -~ 1. 

11， 已 知 可 逆 阵 女 竟 特征 根 与 特征 向 量 ， 试 求 4 的 特征 根 
各 特征 癌 量 、 

12， 设 a 为 4 的 特征 向 量 ，f (4) 为 任 一 多 项 式 ， 证 明 ,， a 是 
fA》 的 特征 向量 。 

13。 设 aa ye 是 4 的 属于 同一 特征 根 :的 特征 向 晤 ,证 
朋 ， ka 十 Es + … + Em { 沁 从 也 是 运 的 属于 4 的 特征 阿 量 。 

14 .证明 ， 才 与 其 转 置 阵 4 的 特征 多 项 式 祖 同 ， 

1I5.。 设 才 是 分 氛 对 角形 阵 ， 
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A 
4 全 ) 
“4 | 


证 明 ， 如 的 特征 多 项 式 等 于 二， -4:， pp 的 特征 多 项 式 的 来 积 ， 
二 此 ， 二， < 二， 机 4 的 所 有 特征 根 恰 是 本 的 全 部 特征 根 . 

16。 证 有明 ， 属 于 不 问 特 征 根 的 两 个 特征 子 空间 的 交 上 只 合 零 向 
量 ， 


$3 特征 侣 量 系 


有 了 $2 定 义工 与 定义 2 的 概念 ， 我 们 可 以 明确 形 述 刀 相 但 于 对 
角形 阵 的 条 忻 ， 

俊 所 = 2 如果 存 在 可 闭 气 阵 了 = (aes…as) (这 里 er 起 
P 的 第 7 列 元 素 构 成 的 ， 人 使 


l 
ma 、 ) 
| 


那么 必 有 有 

D4 …; 宙 是 必 的 全 部 特征 根 ， 

2) ai 是 所 的 属于 24; 的 特征 向 量 ，( =1,3,…, 放 )， 

不 难 指出 ， 这 个 条 忻 不 是 充分 的 。 问 题 在 于 从 4 的 每 一 个 特征 
根 妇 所 求 出 的 特征 向 量 做 成 * 阶 方 阵 卫 时 未 必 是 可 逆 的 。 因 为 al 
az aa 做 成 的 了 是 同 赣 的 必要 而 且 只 要 ay es …，cns 是 线性 无 关 
附 。 由 上 节 例 1 中 聊 有 4 已 经 看 到 ， 从 有 4 的 全 部 特征 根 (1 和 3) 求 
不 出 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 因 此 ， 对 这 个 阵 44 来 说 ， 它 肯定 不 
能 相似 于 对 角形 阵 。 

为 了 探讨 用 所 的 特征 向 量 做 成 可 送 和 抢 阵 的 可 能 性 ， 以 下 我 们 深 
入 地 分 析 一 个 方 阵 的 特征 向 量 的 线性 相关 性 。 首 先 ， 有 

他 题 ] 设 4 是 % 阶 方 阵 妇 的 下 重 特征 根 ， 那 么 ， 有 4 的 属 
1d6 


于 的 特征 空间 &S4 (iu 的 礁 数 不 超过 不 ， 即 dimS4 G0 委 开 ， 
证 明 令 dim9s0 = 5。 任 取 340 和 的 一 个 基底 ， 用 *x1 和 全 
阵 的 形式 记 为 
By 逢 23 
把 这 个 线性 无 甘 的 向 是 扩 充 成 为 由 x#x1 和 矩阵 所 组 成 的 # 维 向 量 
空间 斑 。 的 基底 : 
Br, ss so Ws 


于 是 


A 一 入 > 

> ~ 

四 
入， 一 i 


EE = ast te 十 羡 让 1 各 十 辣 1 名 十 二 ns 


Aw = nt st a + 
这 # 个 式 子 都 是 矩阵 的 等 式 ， 等 导 两 边 表 是 *x 1 矩阵 。 现 在 把 这 
# 个 式 耳 集中 拼写 成 - -个 算 隆 的 管 式 如 下 ， 


A Htt "ln 
1 A 
~ 
人 三 【六 六 和 旬 钊 和 Bre "fn 
tt tin 
1 0 > 且 由 硬 
fart "Ann 


由 于 知 ， 好. 项， 1 名 线性 无 关 ， 所 以 它们 构成 的 矩阵 
MH = Cp 
是 一 个 可 逆 的 # 和 阶 方 阵 。 从 调 上 面 的 式 子 及 可 以 写成 
和 | 四 i ' 


™ 
9 


™ 


-| | dy irri in 
WAW= | dt ao 


| i 
re tL wi ni 
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这 时 可 以 看 出 人 4 的 特征 多 项 式 
AT—Al = {4— A gD, 
因为 27 是 飞 重 根 ， 所 以 ;过 好 dim54() 才 上 ， 证 完 ， 

进 调 还 有 

命题 2 设 dy dey "Ar 是 妃 的 ?个 不 同 的 特征 根 ， ly Tay '? 
cr 分 别 是 妥 的 属于 这 ?个 不 同 特征 根 的 特征 向 量 ， 屠 么 a a …， ar 
是 线性 泡 关 的 ， 

证 明 对 ?+ 用 数学 归纳 法 。 首 先 + = 1 时 ， 结 论 显然 是 对 的 ， 
其 次 假设 对 + -1 的 情形 结论 成 立 ， 往 证 对 + 的 情形 结论 也 成 立 ， 
为 此 考察 鳅 性 组 合 

Rot tt Rat a= 0., Ci) 
用 有 4 去 左 习 (1) 式 两 端 ， 则 有 
BCA) + + CAR 上 是 (day = 
因 ci; 是 属于 % 的 特征 向 项 GG = 1,r 一 1,7)， 所 以 
EA tA 0 
再 用 4 尖 恬 (1) 式 两 端 ， 则 有 
RA 十 六 十 天 Cr 二 天 下 (2) 
由 (2 》 式 两 端 分 别 减 去 《1》 式 两 端 ， 有 
下 AD Gt 
据 妇 纳 假设 ， 由 上 式 可 得 
Bhd) =0,", Eh mh)=0 
又 因 Ais dr 年 相同 的 特征 根 ， 故 
一 
于 是 ， 必 有 
&, = 日， 1 一 0 
现在 回头 来 看 (1) 式 ， 又 有 
ka = 人 0 
因 ax 是 特征 罕 进 ， 所 以 基 非 零 向 草 ， 从 而 可 得 总 = 0 。 总 之 ， 得 
到 六 
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B=0,", ,=0, .= 人 0. 
故 wy yer-bar 是 线性 无 天 的 ， 
命题 3 设 4., 义 ,…, 4 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 根 . 令 
Bs Gs es i 
Css yn "ry pss 


Sas pay rs ps 
依次 为 在 S44) ,S42D),…, Sata 中 任意 取出 的 基底 ， 那 么 
EP (3) 
是 线性 无 关 的 ， 
证 明 设 
ett nt cat tt t+ Farars Fn tT Her 
= 0 ， 往 证 每 个 系数 cr 必 全 为 零 ， 
| 令 
CNR 二 CH 一 


Fo tt "+ eats = #2 


cre TF Feris = Krys 
则 有 
关 十 大 十 … 十 各 二 了 ， 
由 命题 2 必 有 
#y = 0 Ke = 0 = 人 0, 
进而 便 有 
C1 = Oy = e000= Os os = Oy ry Fr = Oey Epp = 0, 
故 
i a rr 
是 线性 无 关 的 ， 本 命题 证 完 ， 
从 向 量 组 (3 ) 的 取 法 我 们 断定 ， 该 向 量 组 记 含 向 量 的 个 数 是 
由 忆 唯 一 闫 定 的 ， 就 是 44 的 各 个 特征 空间 维 数 之 和 ， 不 因 我 们 在 各 
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全 特征 空间 取 基 底 时 的 取 法 不 同 历 不 同 。 
为 了 说 话 方 便 ， 我们 给 出 
定义 1 设 丰 为 nn 阶 方 阵 ，41,4.,…,2， 为 及 的 一 急 不 向 的 特征 
根 。 今 
RE a a Gy (4 1 
分 别 是 在 Si St 4 中 任意 取出 的 基底 。 浆 向量 组 
《44) 为 入 的 一 个 特征 向 量 系 ， 
显然 ， 妃 的 特征 向 量 系 不止 一 个 ， 但 所 合身 其 的 个 数 是 出 才 唯 
一 决定 。 又 由 命题 1 可知， 若 4 的 重 数 为 #0i= 1,2,…, 诊 ， 则 
Pn ds dN. 
但 由 于 二 二 下 十 各 之 8 记忆 阁 有 有 上 + 十 上 #4， 即 # 阶 方 
阵 刀 的 特征 向 芋 系 中 廊 含 向 量 的 个 数 不 超过 s。 如 果 # 阶 方 阵 扫 4 的 
特征 向 盟 系 中 怡 会 # 个 向 量 ， 则 称 这 个 特征 向 量 系 是 完全 的 ， 也 称 
才 有 完全 的 特征 向 量 系 ， 
例如 ， 对 上 节 例 1 中 的 三 跻 方 降 


2 32 
<， 站 
1—-31 


来 说 ， 二 {3, 1, 一 3)， p= 《 一 i, -1， 1) 就 是 一 个 特征 向 量 系 ， 显然 
这 个 特征 向 量 系 是 不 完全 的 ， 于 是 了 没有 完全 的 特征 向 量 系 ， 
对 上 节 例 2 的 三 阶 方 阵 


122 
5 1 | 
2 21 


来 弄 ，&j = 人 0, 一世 ,9 = 0,1 ~-1T as= 11,1) 就 是 一 个 完全 的 
特 证 向 量 系 ， 因 此 了 有 完全 的 特征 向 基 系 . 
由 上 节 例 3 可 知 ，# 阶 零 阵 ，#* 拓 单 位 阵 都 有 完全 的 特征 向 量 
系 ， 并 且 任意 * 全 线性 无 关 的 向 量 都 组 成 一 个 完全 的 特征 向 量 系 。 
把 以 上 的 讨论 桥 括 起 来 ， 我 们 证 明了 
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定理 天 阶 方 阵 4 相 人 羽 于 对 角形 阵 的 充分 必要 条 件 是 半 有 完全 
的 特征 问 量 条 ， 并 且 对 任 一 完全 特征 向 车 系 Uy oy ys 都 有 


A 
PAP | Yi 
A 


车 生 


其 中 P= (eraseamy ;X's 4 为 及 的 全 部 特征 根 。 

定 埋 不 仅 表 述 了 一 个 方 阵 与 对 角形 阵 相 似 的 条 件 ， 同 时 也 给 出 
了 演 北 第 阵 的 求法 。 即 了 = (ea za 是 使 4 得 似 于 对 角形 阵 的 演 
化 矩阵 的 充分 必 弃 条 作 ， aaz en 是 妈 的 一 个 完全 特征 向 量 系 。 
而 完全 特征 启 甚 系 就 由 各 个 特征 空间 的 基底 组 成 ， 也 就 是 由 各 个 特 
征 方程 组 的 苛 础 解 邓 组 成 的 ， 

网 如 ， 对 三 阶 方 阵 


2 2 
5 人 1 
221 


来 说 ， 它 有 完全 的 特征 向 量 系 ， 
xi= (1,0, ~ 1), a; = (O01, —1), a, = 1,1,1). 


1 0 1 
| 0 1 | 
-1 -了 1 


就 是 一 个 演化 掩 隆 ， 并 县 三 


一 工 
par 1 
1, 


下 面 证 明 特 征 多 项 式 的 一 个 重要 铂 质 ， 来 结束 这 一 节 的 讨论 ， 
蛤 米 顿 - 凯 莱 (Hamilton-Cayley) 定理 设 % 阶 方 阵 妥 的 特征 
多 项 式 为 


0 = + a 十 本 5 让 


于 是 
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那么 


fA = de+ede+T ta Ad+asd = 0. 
即 方 阵 刀 是 其 特征 务 项 式 的 根 ， 其 中 A = 二 
证 明 设 BV 是 民 - A 的 伴随 矩阵 ， 则 有 
BO QT- A) =f 1, (5 ) 
因为 B(D 的 元 素 是 4 并 -44 中 元 素 前 代数 余子 式 ， 都 是 4 购 多 项 
式 ， 次 数 不 超过 # - 1。 因 此 ， 按 矩阵 送 算 的 规则 ， 3 可 以 写成 
以 下 形式 : 
BD = 也 + 了 二 二 了 
其 中 BB,,…',B。_:，B。_， 都 是 = 阶 方 阵 ， 
于 是 
BV COT Ad = (Br+BTtLB +B DT 
= 了 Bi+ CB -BA + TB 了 LAB id 
而 
六 有 和 = 了 
由 《5) 式 比 较 两 端 4 的 同 次 项 的 系数 ， 便 得 
B= 1, 


了 ~ B,..A= an_ls 
一 卫 。 4= az， 
以 A+，A"，…， A, A'=1， 依次 从 右边 去 乘 上 式 两 占 ， 得 
BA"= A" 
B.A! PA-a Ad"! 
B.A:— BA™'= a 


B,_i 一 了， 一 341 村 
卫 ， ,dd 一 2 
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把 上 述 #+1 不 式 子 两 端 -一 起 相 加 ， 堪 端 等 于 零 ， 石 端 怡 为 
8 十 人 4 
战 有 
fA = Art a A ta ta 0 
本 和 定理 证 完 ， 
由 险 烤 烽 一 一 凯 莱 定理 知 ， 对 任意 # 跻 方 阵 刀 ， 总 有 非 零 多 项 
式 5 使 (4) = 0 , 称 这 样 的 多 项 式 为 有 4 的 化 零 多 项 式 ， 比 如 
所 的 特征 多 项 式 就 是 所 的 一 个 化 零 儿 项 式 ，。 因此， 所 的 一 切 化 零 多 
项 式 中 ， 必 有 非 零 的 且 次 数 为 最 低 的 ， 我 们 给 出 
定义 2 设 7t 阶 方 阵 信 ， 妇 的 化 零 多 项 式 中 ， 非 零 的 且 又 次 数 
最 低 、 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 叫 做 和 的 最 小 多 项 式 。 
例如 ， 外 量 阵 


a 
4 


的 化 等 多 项 式 中 ， 非 零 的 次 数 最 低 的 而 又 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 交 
4 -2， 于 是 4- 4 就 是 纯 量 阵 刀 的 最 小 密 项 式 ， 
又 恕 ， 阵 


B -{ 2 ) 
3 
的 特征 多 项 式 为 3-D 0- 20-3), 且 B 的 化 零 儿 项 式 的 次 数 不 
能 骨 低 了 ， 故 8 的 最 小 多 项 式 也 为 (4 一 由 -2-3)， 
再 如， 阵 
200 
c=(030) 
013 
的 特征 多 项 式 为 04-0-3)', 而 C 的 化 零 多 项 式 的 次 数 不 可 能 再 
低 了 ， 套 & 的 最 小 多 项 式 也 为 (0-2) 0 一 3):， 
命题 4 设 9( 作 为 入 的 最 小 多 项 式 。 若 9(2) 为 太 的 任 一 化 零 
5 


多 项 式 ， 则 wt) 上 (7 
证 明 ” 控 弦 余 几 法 ， 可 写 击 
EV = GV gD +r(N) 
其 中 rr (0) = 0 或 者 degr (0D) 之 deggp (DD， 
二 十， 用 有 4 代 霜 4 ， 便 有 
(A) = gatAd) +r (td) 
因为 pt、& CW 部 是 4 的 化 零 多 项 式 ， 即 8(A) =0,，g(A》=0? 
所 以 必 有 ”>(4) = 0 。 这 样 可 以 断定 (人 = 90， 不然 ，( 妨 天 0 又 
degr (人 二 deggp( 且 有 ?C4) = 0。 这 与 #8 人) 是 4 的 最 小 多 项 式 
蛋 李 盾 。 故 pg (V1 4 ( 心 ， 证 完 。 
由 了 于 一 个 方 阵 刀 的 特征 多 项 式 是 把 的 化 零 多 项 式 ， 据 命题 4 可 
加 ， 一 个 壤 阵 要 的 最 小 多 项 式 能 整除 它 的 特 外 多项式 。 因 而 要 求 方 
库 所 的 最 小 多 项 式 ， 就 可 以 到 它 的 特征 多 项 式 的 内 了 当中 去 找 ， 找 
以 妃 为 根 、 次 数 最 小 ， 而 叉 首 项 系数 为 1 的 因子 就 羡 ， 
例如 ， 方 阵 


2 
_ 2 
3 


的 特征 多 项 式 为 04- 2204-3)5 其 因子 为 ， 
下 214 一 2 
(4 一 的 (一 3)8 CA 2 A 3 
从 次 数 最 低 的 内 子 找 起 ， 显 然 前 四 个 订 是 以 人 4 为 根 ， 而 


0 -1 
as -a | “1 】 -1 , 上 
1/\ 0 


故 也 的 最 小 多 项 蕊 为 人- 2) -3)， 
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练 习 三 


1 . 求 上 节 绒 习 的 第 1 题 各 阵 的 特征 向 量 系 ， 进 一 步 指 出 那些 
方 阵 相 侯 于 对 角形 阵 ， 且 配 出 其 对 角形 阵 及 演化 矩阵 ， 

2 阶 方 了 渐 有 4 各 似 于 对 角形 阵 的 光 分 必 权 条 件 是 4 有 # 个 强 
性 无 关 的 特征 向 量 。 这 个 结论 对 玛 ? 为 什么 ? 

3 如果 # 阶 方 阵 4 有 特征 根 和 ,54h 的 维 数 小 于 的 重 数 
称 刀 为 亏损 的 ， 克 则 称 4 为 非 亏 损 的 ， 求 证 ，2# 阶 方 阵 44 是 非 亏 损 
的 充分 必要 条 和 件 44 有 # 个 线性 无关 的 特征 向 量 。 

4 ， 证 明 ， 若 有 毛 的 特征 根 都 是 单 根 时 ， 则 万 与 对 角形 阵 相 侯 ， 
有 反之， 党 1 与 对 人 第 形 阵 相位 ， 那 么 4 的 特征 根部 是 单 根 ， 对 吗 ? 为 
什么 ? 

5 ， 证明，?# 阶 方 阵 肥 与 对 角形 阵 相 似 的 充分 必要 条 忻 是 任何 
: 重 根 *，4 一 有 4 的 秩 等 于 # 一; 

6 ， 设 


1 2 2 
4 -| 1 | 
221 
求 4 ，( 人 人 > 四， 
7 惧 x,B 是 4 的 属于 不 同 的 特征 根 的 特征 向 量 ， 则 当 / 才 0 
时 ， &a + iB 不 是 4 的 特征 向 萃 ， 
8 ， 设 44 是 一 个 * 阶 下 三 角形 阵 ， 证 明 ， 
1) 种 ap 关 4 天 让， 补 j = 414,23,，, 8， 那么 44 相似 于 对 角形 
阵 ， 
2)》 在 6Gi1=0 2 =12 8#， 而 至 少 有 一 个 ai 于 入 (> 
10)， 那 么 及 不 与 对 角形 阵 相 侯 ， 
9 . 求 下 列 各 阵 的 最 小 多 项 式 ， 
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2 1 
3 工 了 工作 
2 
0 30 
人 ， 
10 ” 证明， 与 4A' 的 最 小 包 项 式 相 同 ， 
11. 试 间 ， 当 两 个 # 阶 方 阵 的 特征 多 项 式 相 同 ， 那 么 最 小 多 项 
式 也 此 相册 吗 ? 沟 竹 玄 了? 
12， 设 对 前 形 分 块 阵 


4 


下 


则 寺 的 最 小 多 项 式 恰 是 4， /4,, | A, 的 最 小 多 项 式 的 最 小 公 倍 让， 


$4 正 交 和 窍 阵 


上 一 章 我 们 证 明了 对 称 阵 都 相合 于 对 角形 阵 。 前 一 节 一 般 地 讨 
论 了 方 阵 才 相似 于 对 角形 阵 的 条 件 。 以 下 两 节 将 证 明 ， 实 对 称 阵 都 
相似 于 对 角形 阵 ， 而 且 能 够 “一 举 两 得 ”, 即 证 明 存 在 实 可 逆 阵 了 ， 
满足 条 件 
P'=P"! 《> 
闪 使 


由 
rar ) (2) 
/ 

满嘴 条 件 (1) 的 可 道上 官 阵 了 及 对 于 实 对 称 阵 4 存在 这 样 的 
>， 使 (2) 成立， 二 者 都 有 明确 的 几何 意义 和 重要 应 用 。 为 了 能 
想 得 清 楚 些 ， 我 们 还 是 从 大 家 都 熟悉 的 二 次 曲线 化 简 起 ， 

在 解析 几何 里 ， 化 简 中 心 在 坐标 原点 的 二 次 曲线 

2 + 2bxy+tey =d 

使 其 只 含 坐标 的 平方 项 ， 
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G1x 下 十 人 9 =d. 
所 用 的 坐标 变换 是 
X=x'cosd— y'sing 
P= x'sind + ycosd., 
此 处 坐标 变换 的 系数 阵 古 


CosSp — sing 
P -( | 
sing cosh 


上 上述 事 实用 矩阵 的 形式 来 者 达 就 是 ， 对 二 阶 实 对 称 阵 
a¥ 
4 (小 


人 存在 实 可 六 第 阵 
P - (cos sling ) 


Sind cosd 


t _ 2z 0 
PrAP ( -小 

我 们 注意 到 ， 这 里 的 演化 宅 阵 了 不 是 一 般 的 可 道 算 阵 ， 它 共有 

很 特殊 的 性 质 ， 就 是 

Pr = Pp- 
因此 ， 以 这 样 的 了 为 演化 矩阵 时 ， 不 仅 使 4 丰台 于 一 个 对 形 阵 ， 
同时 也 档 帮 相似 于 这 个 对 角形 阵 ， 

对 于 空间 二 次 蔓 面 的 化 简 问 题 也 有 类 似 的 情况， 由 此 推 而 广 
之 ， 我 们 就 自然 的 这 样 提出 问题 ， 对 于 一 般 的 “和 阶 实 对 称 阵 4， 是 
否 存 在 满足 条 件 

天 二 Pi 
的 可 道 阵 了 使 


A 
| dl, 、 
| 
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这 就 是 以 下 两 节 记 要 研究 解决 的 问题 。 在 这 一 节 里 先 讨论 涡 足 
条 忻 《1) 的 年 诈 的 一 般 性 质 以 及 这 样 的 算 阵 的 具体 构造 方法 。 有 
了 这 些 准 务 ， 在 下 一 节 再 来 证 明 主 览 锐 果 :对 任 一 实 对 称 陈 人， 存 
在 满足 条 件 P'= P-' 的 可 遂 阵 PP， 使 


i, 
Pa ~“、 ) 
3 , 


定义 1 设 T 为 实 nn 阶 方 阵 ， 如 果 
T= TT- 
由 称 了 为 正 交 矩 路， 
这 样 以 正 交 矩阵 工 为 演化 矩阵 ， 作 用 于 移 阵 4 时 ， 得 到 的 矩阵 
B, 
TrAT = B=T-'AT 
吴 煌 合 于 有 4 又 和 位于 44。 以 下 称 这 样 的 了 是 与 4 正 交 相合 的 或 正 交 
相 侯 的 意思 是 ， 正 交 相 合 = 既 相 合 又 相似 ， 正 交 相 似 = 授 相 似 又 
相合 ) . 


例如 
i 二 2 工 | 
1 /1 3 3 3) 
= i 号 = 一 工 ) 人 ”二 二 工 2 
\ 3 3 3| 
1’， 1 | -二 二 | 
3 3 81 

莉 是 正 交 阵 ， 


1 \ -1 
半 实 上 ,A4=( 1 ) -4 B=[ -1 )= B5C'=c 
1 

= 

下 面 给 出 正 交 和 矩阵 的 一 些 基本 性 质 ， 

命题 1 ”车 妇 为 正 灾 算 阵 ， 凤 入 , 有 7"'，A* (A 的 伴随 矩阵 ) 都 
是 正 交 矩阵 ， 若 4 如 都 是 正 交 矩阵 , 则 4 如 也 是 正 交 矩 阵 ， 
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证 明 出 4 是 正 变 阵 ， 即 4 = 4 于 是 
CAV' = A, CAYT (dd 即 (4d07= CANT, CD = 
《A 所 以 A', 4 是 正 变 认 阵 。 面 
CAW = CAN = AD A TAY A A* 
是 正 奖 矩阵. 
及 (ABD'= BA'=B :A= (AB)"， 即 (AB)'= (AB)™"'， 歼 
AB 也 是 正 奖 阵 。 信 题 证 先 ， 
命题 2 车 丸 是 正 交 和 矩阵 ， 叫 
1》 肌 的 行列 式 短 于 1 或 - 1; 
2 ) 怒 的 特征 根 的 寞 等 于 1， 
证 明 1) 由 4'= A ',AA'=T, 于 是 |]41 4 = 二 即 1 4 
=1， 央 以 |4| = 土 1; 
2 ) 设 4 为 有 4 的 任 一 特征 根 ， 于 是 有 非 零 的 *x1 和 证 阵 使 
-4a = Aa, 1) 
两 闸 取 转 置 ， 则 有 
o's = ho! 
‘1) 式 两 端 取 共 轿 ， 则 有 
Aa=ia 
从 而 可 得 
(ANA a) = Ma) (a) = Nac, 
因为 A'= .45 4 =A， 故 有 


aa =244-aa 或 (11 -la'a=0 
因为 < 是 非 零 的 ， 所 以 ac 天 0 。 这 样 便 得 
414-t=0， 或 1314=1 即 | =1, 证 完 . 
命题 3 下 列 三 条 是 等 价 的 ， 
1T)》 实 方 阵 妃 = (Geii) 是 正 变 上 拭 阵 ; 
2) AA'=I (WA=D, 
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1, 当 ?=f 时 
0, 当 i 六 i 时 
1 党 7) 
0 当 ;天 /时 
事实 上 ， 由 定义 直接 从 1) 得 到 2) 。 而 2) 写成 元 素 表 达 形 
式 就 得 到 3 ) 再 据 定 义 由 3 ) 可 得 到 1) ， 证 先 . 


例 1 设 4= (全 4 )， 其 中 4 4 部 是 方 的 。 那么 4 是 正 交 扼 


和 Anat t+ Atzdja tt "+ | 


( A + Rgds nin -| 


解 4=( 生 1) 于 起 


44 一 (4 " 


从 而 44.4 是 单位 阵 的 充分 必要 条 和 件 -44 与 4, 和 4 同时 都 是 单位 阵 ， 
例 2 设 三 角形 阵 


A 人 2 in 
A -| 32 | 
~: 
0 


证 明 ， 著 有 4 为 正 交 引 阵 ， 则 有 4 必 为 对 角形 阵 ， 即 sj = 0 (< 站。 
证 明 对 # 用 数学 归纳 法 ，x=1 时 ， 自 然 是 对 的 假设 #* 一 1 
时 是 对 的 。 考 钻 4 是 有 # 阶 正 交 算 阵 的 情形 . 
首先 ai 天 0 。 于 是 由 命题 3 的 3 ) 知 ， 从 第 一 列 看 应 有 起 = 
1， 从 第 一 行 镍 应 有 sa + 本 二 + 引 =1, 故 可 推 得 = 0,…， am= 
0 。 即 


i 人 中 站 A 
-| 、 可 -| 
、、 * 
0 : 4 


由 例 1 可 知 ，44, 是 -1 阶 三 角形 正 变 和 矩阵， 这样， 据 归 纳 法 息 设 
便 知 4, 必 为 对 角形 的 ， 从 而 丸 就 是 对 角形 阵 ， 
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例 3 设 人 = ( 8 分 为 二 阶 正 变 矩 降 ， 试 证 ， 


CoDSs 昌 一 sn9】 


1) 当 14] =1 时 ， A=(eng Cos 好 


cosb sing 
2) 当 14|) = -1 时 ， A= (50% e000). 
证 明 
1) 闻 pel = 工时， 有 
-1 _f dd-e ,fa # _ 
=-(_ 人，4=( 4)， 于 是 4=4,c= -和 从而， 


它 


有 
4=(9 i 有 + 如 =1.。 令 
z=ecos 岂 取 户 = SI0 
则 在 
_ cosd — S10n 
A= (sing wo). 
2 ) 当 141 = -1 时 ， 有 
- -4 ct :fas _ 
A™=( 2)， A'=( 2 让， 于 是 d= -4, p=¢, 从 
而 ， 有 
4=(? 人) 县 -a 
令 
1=eceost 取 =n8 
则 得 


_ fcosd sing a 
A= (eo% .0g), 还 元 。 


在 命题 3 中 ， 几 元 素 表 述 的 妈 为 正 交 和 卸 阵 的 条 件 相 当 重 要 ， 依 


161 


据 该 条 件 可 以 给 出 构造 正 交 矩阵 的 一 般 方法 为 此 ， 我 们 具体 地 考 
察 一 下 它们 的 特点 ， 
A iadje + "e+ iwin = 全 “于 (2) 
0,7 赤 ) 时 
此 处 
di ip yin 与。 2 
恰好 是 气 的 第 : 行 与 第 / 行 元 素 。 于 是 人 2) 式 说 明 ，; 
所 的 不 问 两 行 元 素 对 应 来 积 之 和 党 于 零 ， 
并 的 回 -- 行 元 素 对 应 地 白 缚 的 积 相 加 之 各 等 于 1， 
完全 类 似 地 ， 有 的 各 列 元 素 也 存 相 应 的 性 质 ， 
正 交 甜 阵 各 行 { 询 ) 元 素 的 这 种 性 质 对 我 们 米 说 并 不 是 很 陌生 
的 。 直 于 # 阶 方 阵 的 行 ( 列 》》 者 可 以 看 做 是 # 维 向 量 ， 于 是 若 令 
Gi (ARs eas "ry Hin) 


了 一 一 
3 i (is dapy "+ Hni) » 并 1, 2 


A He i A | 
| a 2 如 
4 本 本 由 和 本 一 - 一 (BiB, B) 
fn He 二 昌 本 人 


这 样 ， 上 述 正 交 给 阵 及 各 行 ( 列 ) 元 素 的 性 质 可 写成 ， 


a = 本 1=j 时 
0, ;六 j 时 


则 有 有 


和 
Bp = 人 7 7 时 
0, i#i 时 
当 #=2,3 时 ， 这 正大 解析 几何 里 二 、 三 维 向 量 的 数 积 运 算 。 而 它 
们 的 见 何 意义 是 ， 
ciai = 0 必要 而 且 具 要 a, 与 a; 重 坦 也 叫 正 交 ; 
aia!=1 必 又 而 且 只 要 mi 的 长 等 于 1 也 思 mi 为 单位 向 基 址 标 
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准 向 量 ， 
虽然 泊 #3 时 ，# 维 向 量 已 没有 直观 的 几何 形象 了 ， 但 我 们 还 是 
借用 了 部 显 这 个 几何 名 称 。 把 * 数组 ，z*x1 逢 阵 及 xx 证 阵 都 统 
称 为 x 维 向 量 。 这 样 做 不 仅仅 荐 一 种 习惯 和 简单 模仿 ， 而 是 由 此 常 
常会 给 我 们 造成 一 些 丰 益 的 联想 ， 通 过 这 些 联想 去 探索 、 人 研究 5 维 
疝 量 的 某 些 与 3 、3 维 向 量 机 类 似 的 性 质 和 应 用 ， 正 是 因为 这 样 ， 
我 们 又 
定义 2 设 &= (gq) ，PB= (DBp yb 为 任 二 实 ?9 
维 问 量 ， 如 果 
A = a + ad,t': tats= 0 
网 称 x 与 5 正 变 ， 记 作 a1p; 
如 果 
ZX 二 人 十 有 十 二 人 二 
则 称 “为 单位 向 量 或 标准 向 量 ， 记 作 | xj = 1， 
定 尺 3 设 aoas…yar 为 一 组 n 维 向 量 ， 
1 如果 |as| =1， 民 = 1 2 3)， 则 称 xc ya 为 一 标准 
器 量 组 ; 
2 ) 对 任意 的 ap ci， 如 果 2 上 aidi 了 四 ， 则 称 71, xx yas 为 一 
正 交 器 量 组 ， 特 别 的 ， 当 8 = 1 时 也 认为 a, 是 一 正 变 向 量 组 ， 
3 ) 如 果 ca …', 4 是 一 标准 向 量 组 又 是 正 交 向 量 组 ， 则 称 
其 为 标准 正 交 问 量 组 ; 
4) 设 B 是 一 nn 维 向 量 ， 如 果 向 是 与 每 一 (= 1,2, ,5) 
都 正 交 ， 即 
Blais = 13 
就 说 8 与 向 量 组 ao ax ycy 正 变 。 两 组 向 量 aa yay 与 Bi, 
… 记 《是 一 组 了 维 向 量 ) ， 如 果 每 一 ax 与 每 一 B; 都 正 交 ， 则 
称 这 两 个 向 量 组 是 正 交 的 ， 
这 里 要 注意 的 是 ， 两 组 向 其 正 交 与 这 两 组 疝 其 本 身 是 否 是 正 交 
的 毫 盛 关系 ， 
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按 着 这 一 定义 ， 有 

4 是 正 交 抢 阵 必 要 而 且 只 要 4 的 行 向 生 是 一 标准 正 交 组 # 要 是 
正 交 矩阵 必要 而 且 只 要 有 的 列 向 量 是 一 标准 正 交 组 . 

芭比 如 


xn = (2, 2 0 ),a ,= 2, 0 2 ) 为 标准 向 最 组 ， 而 


用 = 0 0 B= 0 20， 遍 = (0,0,3) 为 正 交 向 量 组 ， 而 
El = (1,0,0), e,= (0,1,0), 8;= (0,0,1) 与 
n= 1 0,00), 7 = (01 0, 0, w= 0,0,1, 0}, w= (0, 0, 
0, 1) 莉 是 标准 正 痰 向 量 纽 
加 其 p= {2,0,0, 人 0 与 向 量 组 人 = (0,1,0,0)，5,.= (0,0,2,0)， 
5 二 {0,0,0,3) 正 净 ; 
何其 组 al = (1,0;0,0)，&,= (0, 一 1,0,0) 与 间 量 组 B= (0， 
;一 2,0)， = (0,9,0, 一 2)， 启 = (0,0,0, 一 1) 是 正 交 的 . 
命题 4” 非 零 正 实 向 量 组 必 线 性 无 关 ， 
证 明 人 设 非 零 正 交 向 基 组 a ay, ,w,。 考察 
外] 太 ! 十 :十 局 jt 十 or 十 是 ,tt 王 人 科 ， 
一 方面 
{Em t+ Ras t+ kad)a= 0., 
男 一 方面 
{Ret + Em t+ Ra), 
= kam t+ kam t+ haa 
= Ria, 
于 是 便 得 
jc = 必 
因 gy 关 0， 所 以 aja 二 0, 因而 = 0，7=1,2,… ,5， 况 a a 
sy& 是 线性 无 关 的 ， 证 完 。 
命题 5 设 以 向 量 &,, ca: ws 为 行 的 矩阵 是 


1 


那么 ， 向 量 f= (5,,,,…, 吕 ,与 向 量 组 xu as ay 正 交 的 充分 
必要 条 件 ，j 是 齐 次 线性 方程 组 
.和 = 人 
的 解 ， 
证 明 令 
a = Cay las "ys in) 


ts 一 Cy fray 人 


ds (Ry Mpay "T'sy Hen) s 


Hl 本 fils 
二 | A 人 G2 
2 


下 呈 


以 有 4 为 系数 阵 的 齐 次 线性 方程 组 就 是 


六 |1 I st a= 0 
Ca Ht xa 十 十 


站 


于 是 


HN et ns 二 0., 
这 拌 B= 人 2 8) 是 上 述 齐 次 线性 方程 组 的 解 充分 必要 条 忻 
是 
adi +t abt tant = 0 
0 (3) 
andit anbit "tambs= 0, 
《3 ) 成 立 的 充分 必要 条 人 忻 是 ， 
opB=0, oA = 0,:, wp'=0 
即 
xi 有 LB …，&: 上 1 证 完 ， 


命题 5 虽然 简单 但 很 重要 ， 它 说 明 # 维 向 量 的 正 交 性 与 齐 次 线 
性 方程 组 的 密切 联系 ， 特 别 地 ， 它 给 出 求 与 已 知 一 组 向 量 正 交 的 向 
量 的 一 般 方 法 ， 从 而 也 解 决 了 梅 造 一 组 正 变 向 其 的 一 般 方 法 ， 这 全 
部 部 归结 为 解 齐 次 线性 方程 组 ， 
下 面 束 洲 绽 出 构造 正 交 矩阵 的 方法 。 
定理 1 设 吕 , 及 ,…,B 是 任意 7 个 线性 无 关 的 nn 维 向 量 。 那 
么 按 下 列 方 式 都 能 得 到 唯一 的 一 个 标准 正 交 向 最 组 cas … ,is 
a = op 
to = B+ b,,., 


ar= bP tapt thr Bt bb, 
其 中 如 ,如 ,,,…, 晶 ,都 是 正 数 ， 
证 明 我们 的 证 法 蚌 上 其 体 地 一 个 一 个 的 构造 出 as es yar。 这 
只 要 依据 标准 、 正 交 这 两 条 要 求 来 决定 系数 5; 就 行 了 ， 
首先 移 造 a 
a 记 必 标准 向 量 ， 即 lej = 1。 于 是 aai = B= BBB. 
由 和 0， 下 此 由 有 


ji = 和 Br 上 5 = ,, 
所 以 取 7 就 得 


a=BB, 1o|=1., 
其 次 构造 A, 
zz 应 -了 2 正 变 并 且 检 身 是 标准 向 重 。 为 此 我 们 竺 令 
= cati+ 和 使 和 上 a, 由 此 确定 6.,， 然 后 再 把 6 标准 化 为 
gz， 这样 得 到 的 a, 芭 合 所 求 . 
事实 上 ， 44,1]a, 必要 而 且 只 要 Ga = 0 ， 即 
(eam +t P= emma ta =eut+ham= 0 
于 是 
ci= 一 上 ow 鼓 就 可 求 出 ， 
又 因 Ga 关 0 。 不然 着 中 = 0 ， 即 coor+ 有 B= cebuB+ 尺 = 0 这 与 Bi, 
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是 线性 无 关 的 矛盾 。 攻取 


ds 一 ce 二 Ba I oo 
Vad dad Gd 
= bP + 如 
其 中 
bm ,bi 
dd vB Vv Ud 


都 由 上 ,BB 所 唯一 次 证 ， 且 刀 ; 是 正 数 ， 

再 其 次 构造 四 。 为 了 简单 ， 我 们 先 考 虑 &,&, 语 的 一 个 线性 
组 合 

Qs = Fa + Ca + Ps 
使 其 与 已 做 出 的 ;eo, 都 正 交 ， 由 此 确定 系数 cs 与 er 而 由 了 
pi PB， 线性 无 关 ， 所 以 站 0 .再 把 4, 标准 化 为 单位 同 量 局 ， 
么 急 虽 合 记 求 . 
事实 上 ,La Ga = 《egal tt ert+ Bm = cyt+he = 站， 
Gas Qo = (emt eatst Pars= twt toe= 0., 


于 是 ，cu = - Pa fs 一 — Pym, Hs = 一 【yc 一 {Ban) a, + pb. 


= B+ PB, + Bub. 

系数 555,54 部 由 BPB 旭 ”所 叭 一 决定 且 纪 是 壬 数 。 则 1, 62s， 
是 一 标准 正 交 组 ， 

按照 这 样 的 程序 做 下 类， 自然 就 得 到 定理 1 中 记 说 的 那样 一 个 
标准 正 交 组 。 证 完 ， 

定理 1 的 证 明 过 程 就 是 从 一 组 给 定 的 线性 无 关 回 量 局 ,pp 
及 构造 出 一 个 标准 正 交 组 &, 9，…,a 的 只 体 做 法 ， 把 这 种 方法 时 
做 Schmidt 正 变化 法 ， 这 样 ， 用 Schtinidt 正 变化 法 从 和 任意 一 组 线 
性 无 关 向 量 PB, 瞩 ,…,B, 痢 能 求 出 唯一 的 一 个 标准 正 交 组 aa 
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an， 它们 被 品 , 所,…; 咏 线性 表 出 如 定理 1 所 说 的 形式 ， 
定理 1 还 有 另外 两 种 表述 方式 ， 抢 阵 方 式 和 空间 方式 ， 我 们 分 
别 列 出 如 下 ， 
定理 1 设 有 = (为 YX 和 估 矩 阵 ， 且 rank4 =7。 则 存在 了 
春 下 三 角形 阵 卫 ， 使 
B=PA 
的 行 向 量 为 一 标准 正 交 组 ， 
推论 1 车 生 = (4;) 是 扩 X7 矩 阵 ， 且 rank 有 =?， 则 存在 ? 
阶 上 三 角形 阵 弛 ， 使 
B=A0 
的 列 问 量 为 一 标准 正 交 组 ， 
推论 2 对 任 一 可 道 阵 妇 ， 存 在 下 (上 ) 三 角形 阵 了 P (@)， 使 
Ti=PA (T,= .AV) 
为 正 交 和 矩阵， 
定理 1 设 V 是 nn 庆 1) 维 向 量 空间 ， 闭 公 V 存 首 由 标准 正 交 
组 构成 的 基底 ， 
定理 2 设 二 ,= (6;) 为 ?xR 矩阵 ， 它 的 行 向 量 是 一 个 标准 


正 交 组 ， 部 么 ， 存 在 (nt -xn 矩阵 ,使 人 = (T') 成 为 * 阶 正 


交 短 阵 ， 
证 明 显然 rank 了 ,=+。 考 察 以 T, 为 系数 阵 的 齐 次 线性 方程 组 
T= 0., 
于 是 它 的 解 空间 矿 是 x ~+ 维 的 。 由 定理 1"， 任 取 矿 的 由 标准 正 交 组 
构成 的 基底 ， 把 它 做 成 行 矩阵 T,。 这 样 


7- (7 


就 是 一 个 * 阶 正 交 和 抵 阵 。 证 完 ， 
推论 设 吕 为 世 xY 答 阵 ， 它 的 列 向 量 是 一 标准 正安 姐 。， 那 
么 存在 RX (0 一 了 矩阵 鸟 ， 梧 六 = (本 及) 成 为 其 阶 正 变 算 阵 ， 
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定理 1 和 定理 2 给 出 一 个 具体 的 构造 正 交 矩阵 的 万 法 ， 
下 面 通过 例题 来 熟悉 ~ 下 构造 正 交 和 矩阵 的 方法 ， 
例 1 俯 


1 i0 
4 (1 
0 1i12 


求 下 三 胡 形 阵 了 ， 使 了 要 为 正 交 征 阵 ， 
解 ” 把 4 的 行 做 为 三 个 问 量 
Pi = ‘1, 1, 0), pb.= (1, —1,0), B, = (0, 1, 2) 


首先 ， 令 
二 1 Eo 1 三 1 1 Dy 
A wp 1， 1, 0) (和 : a? 
其 次 ， 令 


; 1 1 
,二 enaut B= ca 一， 3 0)+ ‘1, 一 二， 0) = (各 十 


55-10) 使 二 与 a 正 交 ， 则 有 
| 
A 
1 
Ga-( 洁 14 污 -1 0 ) -in 等 + 入 
0 | 
ai ~ 1 _ = 
+( 泊 1 
所 以 
t=, 
将 属 标准 化 为 ie， 即今 
1 a (1 _ 1 0 
mE VEL b0 -( 二 -JE! 9) 
玻 后 ， 邻 
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Gy 二 YI 十 Po 二 此 


个 2 与 iy 2 都 正 变 ， 则 疹 


Cl 三 《六 | 十 C4 这 十 Bo = Fy 二 Ba = 曲 


从 而 
( 工 
ww 
c= -Pr= ~ (0,1,2) 1 | i 
ww 2, 
dQ | 
Gm 二 《人 + Cys + Bas = ess+ pie,= 0 
从 而 
_1) 
， vw 
《33 一 - Pas = — 0, 1, 2) ] ol 
ww ww 
| 
扬 以 


;1 1 _r_l1 _ 1 ) 1 _1 
全 TF 到 一 各 1 0) + 二 ，- 豆 10) 


+ 0, 1,2) = (0,0, 2), 
将 他 标准 化 为 yy 即 令 


__1 -1 _ 
ty 二 a 0 0,2) 一 tO, 0, 1), 


Vt 
总 起 来 ， 便 得 
a, = 7 
a, = 过 
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1 1 1 
一 一 pi + + 二 
于是 写 成 矩阵 形式 总 全 


1 1 ~ 1 
0 0 
[| 1 了 到 A 1 | 1 1 0 
T=|a l= -0i=l 1 Zio 11 
J V1 1 TIN 12 
0 0 1. i 4 i 
即 
| | 0 
和 
1 
P-| 0 一 :0 
”本 
四 1 
| 
使 P 刀 = 工 为 正 交 垂 阵 ， 
% _ 1 _ 1 _. YL 二 1 
例 2 议 i - 霹 ) 求 一 个 正 迹 矩阵 工 ， 司 a 是 
了 的 第 一 列 ， 


解 ” 可 用 两 种 办 法 米 做 ， 
方法 一 ， 任 取 三 维 向 量 y ， 使 
A= 人) 
为 可 逆 阵 ， 按 下 去 按 鲍 1 的 方法 求 出 即 训 因为 这 时 的 a 题 俱 态 
是 单位 向 量 ， 记 以 它 就 是 第 一 步 求 出 的 那个 单位 向 量 ， 因 市 也 就 是 
最 后 所 求 那个 正 交 和 矩阵 的 第 一 到 ， 


方法 二 。 考 虑 以 “= (0 -7 ) 为 系数 许 的 并 次 线 狂 广 


程 组 
(让 0 -7 的 -人 
求 出 它 的 一 个 基础 和 解 系 ， 比 如 
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P= CO, 1， 0),Y = (1, 0, 1). 
于 是 alBal1y 而 BLY, 
以 下 把 B? 标准化 ， 取 


1 
1 一 一 一 二 此 一 0， 1, 0 
f 7 
1 .1 /1 1 
DE TE) 
这 样 
1 1 
[FF oy 
T=(uPBy y=! 0 1 0 
-1 1 
Vi0 v2) 


就 是 正 交 和 给 阵 ， 其 第 一 列 恰 为 “ 。 


练 习 四 


1， 验证 下 列 符 阵 为 正 交 和 扼 阵 


1 
CoS Sing 一 
本 一 。 ， B= 1 。 
一 当 10C CoS coOsr sin 
EJ 


一 人 13C tos 

1 1 __ 1 1 
wD v6 2 3 2 
1 _1 1 1 
Vi v6 23 2 
Cc- vz 1 .1 
ww 2 3 2 

vw 3 1 

0 0 六 本 
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A I 
4 ( ~ ) 
7 


证 明 ， 扫 4 为 正 交 和 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 a = 士 1， = 2 9。 
3. 设 4.、 了 都 是 正 交 抢 阵 。 证 明 了 "AP 也 是 正 交 和 矩阵 。 举 便 
说 明 ， 妇 为 正 交 和 矩 隆 ， 了 不 基 正 交 和 矩阵 ， 但 P™'AP 还 是 正 交 和 矩阵. 
4。 设 气 为 对 称 阵 ，P 了 为 正 交 给 阵 ， 证 明 P 4P 为 对 称 阵 ， 
5. 设 攻 = (ca 是 行列 式 为 1 的 三 阶 正 交 阵 证明， 
好 11 Hd gt 
A = ds 一 Hs 
如 1 Ha Hr 


6. 设 4=(ci) 为 # 阶 正 交 阵 ， 证 明 ， 方程 组 
| 已 
全 
x 


w= tt gtst + db, 
Ni Rd bt + nb 


的 解 为 


nm = Gilgd 十 Gd, 十 … + and ne 


7. 证 明 : 正 交 兽 的 任 一 行 〈 列 ) 敢 以 -1 后 ， 结 果 仍 为 正 交 
8. 证 明 下 列 的 三 个 条 件 中 只 要 有 两 个 成 立 ， 那 么 另 一 个 也 成 


1 ) 4A 是 对 称 阵 ， 
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2) 上 4 是 正 交 阵 ; 
3 ) 才 是 对 合 阵 ， 
9， 设 有 4 为 实 对 称 阵 ， 了 为 反对 称 阵 ， 且 4 = 4 及 4 一 5 
为 本道 阵 ， 证 明 ， A+ 外 C4- 外 为 正 交 阵 。 
10， 把 下 询问 景 组 标准 正 交 化 ; 
1) a = C1,0,0, o= Ci, 20, w= {1,1,3), 
2) B= ,1,00, P= (C1,0,1,0, B=(C-1,0,0, 2, P= 
Ci, 4, I, 二) 。 
11. 设 
tit 10 
A=(1-10) 
0 12 
试 求 一 三 角形 隆 了 ， 使 PA 为 正 交 阵 , 
12， 设 何 证 组 w= (C2,1,0,1, 一 3)， &@= (1,1, -1,0,2) 。 试 
求 ,a a， 和 使 ,如 与 a 成 正 奖 ， 
43， 求 齐 次 线性 方程 组 
2Y%1 + NX 
XI 二 Xs ts= 作 
的 男 空 间 的 一 组 标准 正 交 基 启 ， 
14， 设 oew 为 # 维 向 量 空间 的 标准 正 交 基 席 。 T= (2 
为 正 交 阵 ， 而 
El 二 inet fatst rt dens Er Ft t htst rt Footyy "sg En Find 
十 总 ng 十 … 二 nt 
证 骨 eye ye 也 是 标 淮 正 交 基底 ， 
15， 设 # 维 向 量 组 wa …:,artf 之 ) 是 标准 正 交 组 。 证 明 ， 
可 以 找到 * ~ 个 # 维 向 量 wo ya 使 a …y ry aryss as 为 标 
准 正 交 基 底 ， 


内 反对 称 阵 的 定 尝 ， 一 个 方 阵 4 岂 着 反 对 称 阵 ， 如 果 出 = 一 


下 


$5 实 对 称 阵 在 正 交 相合 之 下 的 标准 形 


本 节 确 定 实 对 称 阵 在 正 记 相合 之 下 的 标准 形 ， 我 们 将 证 明 ， 任 
一 竹 对 称 隆 本 ， 存 在 正 交 阵 上 上 ， 俩 了 -4P=P AP 为 对 角形 阵 ， 

我 们 已 经 知道 ， 方 阵 妇 相似 于 对 角形 阵 的 充分 必要 条 件 是 生 有 
完全 的 特征 高 晤 系 。 由 .上 节 的 讨论 又 知道 ， 有 4 正 交合 (相似) 于 
对 角形 阵 的 充分 必要 条 件 号 4 有 完全 的 特征 商 入 系 ， 并 县 它 又 是 标 
淮 焉 变 的 ， 也 四 是 本 有 罕 全 的 标准 开交 的 特征 向 若 系 。 

秽 此 ， 我 们 就 来 证 明 ， 实 对 称 陈 必 有 有 完全 标准 下 变 的 特征 向 基 
系 ， 

命题 1 设 和 为 实 对 称 阵 。 那 么 有 4 的 特征 根 都 是 实数 . 

证 明 设 4 为 又 的 任 一 特征 根 ， 任 取 属 于 特征 根 4 的 特征 向 量 


4 
(人 


fs 
于 是 
Aa = 1 
两 端 分 别 取 转 置 各 共生， 便 有 
aA'= ta, 
因为 4 是 实 对 称 隆 ， 搞 以 4'= 4, 故 得 
a A= a, 


用 a 从 右 侧 去 乘 上 式 ， 则 有 
a! 位 
虽 ) cr (la) = iaa 或 1ara = 2 oa， 
由 于 asf0 所 以 wasf0 于 是 便 得 
4= 4, 即 2 为 实数 。 证 完 ， 
命题 2 ” 设 4 为 洋 对 称 阵 ， 那 么 有 刀 的 属于 不 周 特征 根 的 特征 向 
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量 是 正 交 的 . 
证 明 设 四 大 是 有 4 的 两 个 不 同 的 特征 根 ，a, 分别 为 属于 加 
4, 的 特征 向 入， 
Aa= iu, AP= 18 
于 是 
oA = Aa 
用 让 从 右 侧 去 乘 上 式 丙 删 ， 则 有 
a A'P= Lop de Ap= la'p, 
把 48= ip 代入 上 式 ， 便 有 
ia B= op 
因为 4 天 居 ， 记 以 可 得 
x=0 即 a 与 6 正 交 证 完 。 
定理 1 设 刀 为 块 对 称 阵 ， 则 有 4 必 有 完全 的 特征 向 量 系 ， 
证 明 根据 特征 向 量 系 药 定义 ， 只 须 证 明 ， 对 4 的 任 一 特征 祖 
4 ， 如 年 4 的 重 数 等 于 44( 心 的 维 数 即 可 ， 
设 4 的 重 数 为 5 44 人 的 维 数 为 r。 在 9400 中 任 取 一 标准 下 
变 基 搬 ， 
Hy 
把 它 补充 成 整个 空间 这,(» 维 向 量 空间 〉 的 一 个 标准 正 交 基底 ， 
共识 2 
于 是 可 以 写 出 以 下 ?个 等 式 ， 
A = Ax) 
A = A 
: ~ 
.dx = A 


.da 一 jr 于 + rr 十 .| 二 sas 中 本 ar 让 


人 gs CU 十 和 十 Er 十 二 
把 这 ?个 等 式 拼 写成 一 个 移 阵 的 等 式 ， 就 是 
17B 


人 


[a 


~ 


dlr+t ""* iin 


= CH A rr ry 
Brrrtl 


0 


好 ar+I an vs 


由 P= {CW HR) 是 正 变 阵 ， 可 并 PdP 是 对 称 途 ， 因此 
就 有 


A CR 
J 
| ‘~、 lo 
| _ 2 
0 | Al,. 
此 式 中 的 A 是 #-7 阶 实 对 称 阵 , 
我 们 只 要 证 明 A 不 再 以 4 为 转 征 根 ， 本 可 断定 ”= 7。 


用 反 证 法 ， 很 设 1 还 是 4A, 的 圭 征 根 ， 那 么 必 有 (#7+) x1 的 
非 等 竺 阵 B， 使 


AB= BB, 
类 似 地 可 知 ， 存 在 “#-” 阶 正 交 阵 0,， 使 


AQ,= cr 全 ). 


二 | 由 


作 
荆 ~、~r 
局， ， 
于 是 
让 一 站 十 二 
{No | ~ 站。 
A j= 2 
0 |A, 0 iA 
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从 而 
A He) 


一 《区 A ~、 

| 

| 0 [A 1 

其 中 人 生生 了 仍 是 正 充 阵 ， 而 前 + 十 下 个 列 向 量 都 是 

4 的 属 二 同一 特征 根 4 的 特征 向 夸 。 这 与 $4(2) 是 + 维 的 相 矛 让， 

由 此 说 明 上 边 的 A 不 能 再 有 特征 根 4。 故 得 * 就 是 4 的 重 数 ， 即 
44( 人 0 的 维 数 ” 等 于 4 的 重 数 * 。 证 完 ， 

推论 ”一 个 实 对 称 阵 4， 总 存在 可 逆 阵 王 , 使 


4 
- 下: 
(1) 
a 


全 $$ 


其 中 104 为 及 的 全 部 特征 根 ， 
定理 2 ” 设 和 A 为 实 对 称 阵 ， 那 么 4 必 有 完全 的 标准 正 交 的 特征 
向 重 系 ， 
证 明 设 加 ii 为 二 的 一 切 不 同 的 特征 根 , 县 令 5400D， 
$4 pp 94 为 4 的 特征 空间 。 击 定理 1 知 ， 
dim9atiy + dimsacAy) +…+dimyata) =#td 的 阶 数 ) 。 
在 各 特征 空间 中 任 取 标 准 焉 变 基 请 : 
WR aly 内 
由 命题 2 知 ， 这 就 是 要 的 一 个 完全 标准 正 变 的 特征 癌 量 系 。 证 元 。 
于 蚌 ， 当 基 
P= (Wrap 


如， 和 便 有 
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| 4 i, 
~ 个 
2 
4 ~、 4 
PiAP -| ~ “个 
A 
| 2 ~ 
| ~ ， | 
4 


这 个 对 角形 阵 别 懂 实 对 称 阵 有 4 的 标准 形 ， 
推论 1 一 个 实 对 称 阵 叉 ， 总 存在 正 交 阵 王 ， 使 


| 
PAP=P"AP=( ~ | 
1 


其 中 4,,…, 2。 为 肌 的 全 部 特征 根 。 

推论 2 实 对 称 阵 和 是 正 〈 负 ) 定 的 充分 必要 条 件 为 其 特征 根 
都 是 正 ( 负 ) 数 ， 实 对 称 阵 有 是 半 正 〈 负 ) 定 的 充分 必要 条 件 为 其 
特征 根 都 是 非 负 〈 正 ) 数 ， 

推论 5 ”对 于 尾 一 实 二 次 型 


和 


f tx, ry 一 Cen A ) 
澡 是 ， 


都 有 适当 的 次 数 变换 


沁 1 .1 
-10 
| 区 
使 了 Ci 交 由 化 为 平方 种 ， 
Ei ry yn) 一 A 十 **" 十 A 
其 中 了 为 正 交 阵 ， 人 为 妃 的 全 部 特征 根 ， 
”这 种 化 二 次 型 为 平方 和 的 方法 叫 伏 正 交 变换 法 。 
例 T 说 三 阶 实 对 称 阵 
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1 2 2 
4 1 2 

2 4 1 ， 
求 正 交 和 矩阵 工 ， 使 T'AT = 了 TAT 为 对 角形 阵 ， 

解 ” 这 个 对 称 阵 扫 4 在 本 章 $3 已 求 出 了 它 的 完全 特征 向 量 系 ， 
a = tl,0, — 1), &, = 0,3, -1), a,= C1,1,1, 

其 中 a,a 是 属于 特征 根 - 1 的 特征 空间 44 -二 的 一 个 基底 ， 上 
是 属于 特征 根 5 的 特征 空间 $4(5 ) 的 一 个 基底 。 并 且 有 


一 工 
(a 0) lA (ice = ( 一 ) 
5 


这 里 演化 矩阵 了 = (aiasas 还 不 是 正 交 秆 阵 ， 即 特征 向 量 系 au ssa 
是 完全 的 ， 但 还 不 是 标准 正 交 的 。 为 了 得 到 有 扫 的 完全 标准 正 交 特 征 
器 量 系 (当然 也 就 是 使 演化 矩阵 为 正 交 阵 ) ， 只 须 把 aaaya 分 别 
标准 正 交 化 即 可 ， 

先 标准 正 交 化 yas。 


他 
1 1 1 一 
1， ly = 了 一 
pd 有 vl 0 ) (= 0 -二 
骨 令 
PB? = tu + a 使 Pe.LB,; 即 
Hr B= (en + a = tntop= 0 和 
于 是 
1 
ZE| 
F211 一 一 人 :向 = — 0,1, —1) 0 = 一 一 ， 页 有 
"3 
\y¥) 
#1 11 0 二 1 n=/-1,_1 
? Et + (0 D = (1, 可 


Ti 一 一 一 


(FF 3 5) 
出 得 户 ， 此 为 Sal™ 的 一 个 标准 正 交 菇 底 ， 


表 标 淮北 i, 
__1 - - 1 ly 
$e hI V7 


即 B 为 54(5 ) 的 标准 正 交 其 详 ， 
总 起 来 便 得 有 4 的 一 个 完全 标准 正 交 特征 向 量 系 ， 


T= (RA), 


" 本 


TAT=T'AT =( -1 ) 
5 


例 2 设 实 二 次 型 f x, zy XI) = w+ + xi 二 
4xzxy+ xs 试用 正 交 变 换 法 化 为 平方 和 。， 
解 ”二 次 型 了 ws x X39) 的 表示 矩阵 为 


1 2 3 
4=(2 1 2 ) 
2 2 1/ 
由 上 便 可 知 ， 存 在 正 交 矩阵 
1 二 | 1 
EB 3 
| 
T = oo 
0 jv 
-1 -1 1 
7 vv 了 3 
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一 
TAT=T"AT =( -1 ) 
5 1， 。 


于 是 经 可 逆 亚 换 


“| J 
-re 
rs 1 
使 二 次 型 

Frb Noy Ke) = YY Na = 一 .中 一 外 十 By 


练 习 五 


1. 求 下 列 对 称 阵 的 完全 标准 正 变 的 特征 入 量 系 
2 一 了 0 一 ~ 3 3 一 六 
ol-: 1 | 器 皖 守 杠 
0-2 0 -3 3-3-1’ 
2， 求 正 交 阵 P.0,， 使 P-iAP，Q~'B8 六 对 角形 ;并 指出 4， 
中 是 杏 汶 正定 的 ， 其 中 


2 2 一 2 
4 2 :4 a 
一 上 一 4 5 
3， 用 正 突变 换 化 下 列 二 次 访 为 平方 各 ， 并 指出 变数 变换 的 正 
交 和 矩阵 ， 


1 x 十 22 二 3X3 一 站 

2) 十 二 二 
二 了 

4. 设 有 4, 8 都 是 实 对 称 阵 。 证 明 , 存在 正 交 上 矩阵 了 ,使 TFT 
= 了 的 充分 必要 条 件 是 要 与 也 让 相同 的 特征 根 ， 

5， 证 明 ， 因 零 阵 又 是 实 对 称 阵 必 雹 零 阵 。 
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6, 证 明 ， 对 称 的 正 交 竹 阵 才 的 特征 衫 必 为 或 一 虐 ， 

7. 设 4.g 为 对 称 阵 全 的 不 同 特征 和 根 ， 证 明 ， QI 一 A)%*= 浊 
与 (17 -DY = 6 的 非 零 解 伍 正 交 . 

38. 设 A, B 均 为 实 对 称 了 省， 且 8B8 为 正定 江 了 泗 。 证明， 短 充 
实 可 首 阵 了 了 ， 使 

TiAT 与 T'BT 

同时 为 对 角形 ， 

9。 设 所 4, B 均 为 正定 窜 阵 . 证明, 4, B 的 特征 根 均 为 正 的 。 


36 正 菇 证 阵 在 正 区 相似 之 下 的 标准 形 


设 人 4 了 都 是 正 变 上 矩阵 ,那么 了 AT = T'AT 也 是 正 交 证 阵 ， 
并 且 正 交 相 似 满足 反 身 性 ， 对 称 性 和 传递 性 三 个 条 件 。 这样、 全 
体 正 交 人 算 阵 接 正 交 相 似 (相合 ) 的 关系 也 杖 成 了 分类， 换 们 话说 ， 
以 正 变 第 阵 为 演化 征 阵 ， 正 变 征 阵 本 身 也 存在 养 化 简 问 题 ， 对 给 定 
的 正 交 抵 阵 4， 如 何 选 取 正 交 第 阵 了 了 了， 可 俩 了 TAT = T'AT 得 到 起 
样 的 简单 形式 ? 

本 节 就 是 讨 论 正 交 算 阵 在 正 奖 扯 贷 之 下 的 标准 形 问题 ， 记 用 的 
方法 鞍 本 上 是 求 特征 向 是 的 方法 . 

命题 1 设 太 为 n 阶 正 灾 阵 ， 久 为 又 的 任 一 实 特 征 根 ， 独 么 
,= 土 1， 且 存在 正 交 阵 P 了 ， 人 使 


20...0 
~ _ pr _|1o 
aor-| A ) 


0 ? 


其 中 及 为 Rn 一 1 阶 正 交 阵 ， 
证 明 ”因为 正 交 阵 4 的 特征 根 的 模 等 于 1， 所 以 4 的 实 特征 根 
如 = 工 或 -了 上， 
任 跟 属于 加 的 一 个 特征 阿 量 
183 


4 
本 站 4 全 为 实数 (这 是 可 以 做 到 的 ) 
J 2 


A&=-1a 


取 “= 一 7 后 则 la|=1 且 有 Aa= Na， 令 了 为 以 a 为 第 一 列 的 
一 个 正 交 阵 ， 妈 了 P= (a B…8B,) 。 由 于 


Pid)a= P(tAe) = 有 (ay = 4 (P'a) = (| a = 
1 
: : 
0 1 


Bi 
1 
Pp™'AP = P'AP = P'A (aB,...B,) { A ) 
0 。 
因为 PP'AP= P'AP 也 是 正 交 夭 阵 ， 加 = 土 1， 而 正 交 矩阵 第 一 行 
元 素平 方 之 和 等 于 1， 故 推 知 ， 
b=0,.,5s= 0. 


A 0 "人 
-1 _ 0 
PF an-par-( 4 


0 9 
并 且 A 是 #=- 阶 正 诡 阵 ， 证 完 。 
命题 2 设 姐 为 正 交 阵 , 加 = 刀 + 旭 是 4 的 任 一 虚 特 征 根 《 即 9 二 
18 吉 


所 以 


从 而 


1， 0 
PiAP= PAp=| cost 一 sinl 
0 sinag cost 。 
其 中 如, 是 *## 一 2 阶 正 交 阵 ， 
证 明 任 取 属于 特征 根 7 的 特征 向 量 


d+ hl: | Bp, 
了 二 (全 全 i 
了 二 hi 了 5 


ii Ba, 
) B= 从 这 是 两 个 实 xx 1 系 降 。 
LR bl ， 
于 是 ， 由 A7 = 7， 可 得 
Atat Bi = (tro) (a + Ar), 
即 有 Aat ABi= (Ha — tH) + (va + #B) i, 
从 而 
/a = Ha — vp 
AAB= vr+ wd. 
抬 上 过 两 个 式 子 畔 写成 一 个 矩阵 等 式 


ke 用 = af) ( _* 2) 


一 上 大 
现在 我 们 指出 ，a,8 看 做 两 个 * 纵 实 疝 量 是 线性 无 关 的 。 
首先 容易 知道 ，x, 有 都 不 是 零 回 量 ， 下 如 ， 若 &= 如 由 La= 
#a -VB 可 得 tz 只 =0, 但 t 关 0， 所 以 就 有 p= 0 这 与 ?=a+Bi 是 特 
征 问 撤 矛 盾 ， 故 a 天 0。 
司 理 也 有 B09， 
假设 a,8 线性 相关 ， 可 令 B=， 于 基 
Aa=#ar— t= -1 Ra) = (#— Ena 
AB= pat P= t H(t) = (9 +), 
而 48=&d4z。 由 此 可 得 
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g(x 一 Ea= (vt EEA}, 
因 & 关 0， 记 以 上 一 下 =v+ 让， 从 而 得 (起 寺 好 t= 0。 又 因 ?下 
0， 起 +1 尖 0， 这 样 双 基 一 个 不 古 。 因 之 &,8 本 能 起 线性 相关 的 ， 
战 必 线 性 元 关 ， 

既然 a,8 是 线性 无 关 的 ， 可 取 二 阶 上 三 角形 阵 3， 使 

(op B = (G8*) 中 的 &, BY 
是 标准 止 奖 的， 这样 任 取 # 阶 正 交 秆 阵 了 , 使 其 喜 后 爽 列 为 6 A， 
日 也 = (QnransdP*)。 则 有 

| Ga 
P-L4P= PAP= .an 


| 如 


BY 


LN 


oI ] 
= 于 CA arias) A CA) 
a | 


er a 
| A oC ren | | | A, ( : )4 (ap)y B 
el! 


。 六 一 上 


a 


(0 ) A ans) (Jaap | .4 (9 . }4 (cp B 


| 

ea [of )aeom( 9 
| ve 

了 ] op){ a | A, ) 8*) B87 ( _* 1) B 


i 


p 藉 


/4,0 

“j=( ) 其 中 C=B (+ 3. 
了 A CH 
3 


网 P-:4P 和 C 是 可 道 的 ， 1CH= | 3 2 


— 
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=| 9) p11， 出 此 人 恒 可 扒 知 2x (x-2) 算 隆 4,= 0， 


一 | 
事实 上 ， 令 
站 
4 ) 
中 
由 P™'AP= P'AP 的 列 的 正 变性 ， 可 得 ， 
LIC=0，( dC=0,0, (ns ds DC=0, 
以 上 这 #~2 个 挫 阵 等 式 衣 明 ， (6 40)， (cd 者 
是 齐 次 线性 方程 组 
(xx = 站 


的 解 ， 内 [C1 去 0， 所 以 这 个 齐 次 线性 方程 组 内 有 和 零 解 ， 硫 
0 =， 4d,=0, Pa 二 0, d,= 0 “Cs = 0, ds-2 = 0, 


即 
CL Fe Cur 
4=( )= 0 四 
dl 中 """ ds 
这 样 ， 就 有 
A, 0 
pAP= PAP-( ) 
0 CC 


为 正 交 阵 ， 从 面 其 中 的 4:，C 分 别 是 *- 2 阶 正 交 阵 与 2 阶 正 交 
阵 。 
又 因 C= 3 区 9)B， 记 以 1C1 = 汉 + 人 =1， 由 本 章 $4 例 3 


知 ， 
(人 一 | 


Sinp cosH’, 


如 有 


A, 0 , 
P-14P= P'AP -=( 0 COST -sing) 证 完 。 
sing cos 
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注 命题 1 的 意思 是 说 ， 对 * 阶 正 交 阵 妈 来 说 ， 通 过 它 的 每 一 
个 实 特征 根 和 ,， 都 可 以 把 妇 4 简化 一 步 ， 使 


4~( 人 4 
其 中 4， 是 #-1 涂 正 交 阵 ， 这 样 ， 化 简 4 的 问题 就 归结 为 去 化 
简 阶 数 已 减少 1 的 正 交 阵 4， 如 此 推理 干 去 , 就 可 通过 实 特 征 根 ， 
使 # 阶 正 交 阵 化 简 到 这 样 的 地 步 ， 
1 


pi 全 
其 中 4, 是正 交 阵 ， 它 没有 实 特 征 根 ， 
我 们 看 到 ， 利 用 正 交 筑 阵 的 实 特征 根 化 简 正 交 阵 的 基本 思路 和 和 
具体 做 法 与 化 莘 实 对 称 了 螺 的 情形 完全 一 致 ， 
命题 2 的 意思 是 说 ， 对 # 阶 正 交 阵 扫 4 来 说 ， 通 过 它 的 每 一 个 虚 
特征 根 4,=#+ vity 隆 从 都 可 以 把 4 简化 一 步 ， 使 
A, 0 
24~( cosd -sin0 | 
sinG cosd, 
其 中 4, 为 #-2 阶 正 交 阵 、 这 样 化 简 有 4 的 问题 就 妇 钻 为 去 化 简 阶 
数 已 减少 2 的 4,， 如 此 推理 下 去 ， 就 可 通过 虞 特征 根 ， 使 # 阶 正 交 
阵 才 化 简 到 这 样 的 地 步 ， 
| 


让 
Cos0, 一 31 让 


sinb, cost. 
A~ & 


Cos - sing. 
sind, cose, ,, 


其 中 A。 是正 交 阵 ， 它 没 厂 虚 特征 根 ， 
再 有 ， 利 用 有 4 的 虚 特 征 根 和 =#+ vilz 关 0) 化 简 得 
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-4 
A~( COSH — Sind | 


sing Cos 
时 ， 其 中 
_ /cosd ~ sing 
C = 人 in S00) 
满足 


cm 人 
所 以 C 与 ( _* 2 有 相同 的 特征 根 。 而 


( _* 中 的 特征 根 为 # 宇 5 


_ /cosd — sing 。 ， ， 
C =- (cpp co0u0) 的 特征 根 为 coso tising, 


因此 ， cos8 和 Tisin8 分 别 是 #xtti 的 三 角形 式 ， 故 二 阶 正 灾 阵 避 
由 己 给 的 虚 特 征 歧 如 =#+ si 所 决定 ， 
有 了 命题 1 和 命题 2 及 上 述说 明 容 易 证 明 以 下 的 
定理 ” 设 各 为 正 交 阵 ， 那 么 怒 正 交 相 习 于 形式 如 下 的 宅 阵 ， 即 
存在 正 交 人 阵 工 ， 使 
1 


T-!iAT = -1 《 工 》 
COs — sing, 
sinG, cost, 


cost, ~ Sinp, 
sind,. cosd, ) ， 
并 且 可 取 detT=1. 
证 明 对 人 的 阶 数 # 用 数学 归纳 法 。 当 x*= 1 时， 定理 自然 成 
站， 要 讼 对 阶 数 小 于 #* 的 正 奕 降 定理 成 立 ， 去 证 阶 数 为 # 的 正 交 隆 
定理 成 并， 
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任 皮 姓 的 一 个 特征 根 如， 如 末 四 是 实数 ， 由 命题 1， 如 止 变相 
位于 和 多 阵 


(4). 


其 中 本 总 于 -二 阶 正 诡 阵 ， 由 巡 绩 乱 设 ， 有 4 正 交 相似 于 形 如 


| 1 
~ 
] 
— 
~ 
一 
COS 人 一 SI 由 
sing, cosg 


™ 
cos 有 — sing, 
人 sing, cas | 


的 矩阵 ， 从 而 ( “) 正 交 相似 于 形 


cos — sing, 
Singd, cospt, 


所 
| Cos 上 — sing. 
SIn 作 Cos 


的 年 阵 。 获 妇 正 变相 似 于 形式 (1》 的 算 阵 ， 
如 采 加 是 虚数 ， 由 命题 ?3 ， 女 正 交 相似 于 


4 
( Cos ~ sin# ) 
sain Cos 


共 中 A, 为 4-2 阶 正 交 阵 ， 由 归 续 假设 ， 有 A, 正 交 相似 主 形 如 
199 


、 
一 1 
Cos0 — St 站 
Si cost, 
本 
CoOs 有 一 StDD_， 
sind,., cosg,. 


. 
| 
| 


的 短 降 ， 从 丽 
4, 
( cos0 -sing ] 正 交 相 似 于 形 如 
sing CS 日 、. 
1 
“1 
一 1 
| 
cosd — snp 


sind, cosh 
和 


| 
| 
! 
| 
* 呈 
cosd, ,— Sin 让 _， 
sind,_, Co5 由 | 
| cosd -sin 
sing cosd | 


的 短 院 ， 蕉 有 4 正 交 相 似 于 形式 1》 的 矩阵 ， 也 就 是 存在 正 交 阵 
TI, 使 


T-!iAT=T'AT= . 一 二 | 
cosh — sing, 
sin cos 外 
cos@ -sine， 
sing. cos 由 )， 


一 一 
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车 detT = -1， 则 T'AT 南边 习 以 换 法 逢 阵 Cisn: ChanT 
MTCiD = (TCDdOTCiD = TiAT,, 这 时 det7;=1。 故 可 假定 
原来 的 了 工 为 detT =1。 本 定理 证 完 ， 

例 1 试 决定 二 阶 正 交 阵 一 切 可 能 的 标准 形 . 

解 ” 首 先 ， 若 二 阶 正 交 阵 有 实 特征 根 ， 著 和 必 它 的 两 个 特征 根 必 
都 是 实 的 ， 于 是 它 的 标准 形 必 为 下 列 形式 之 一 : 

1 1 — 1 
(让 人 
某 次 ， 如 果 二 阶 正 交 阵 的 特征 根 是 虚数 ， 那 么 它 的 标准 形 为 ; 
(EDsg 80)，0<e<2m, 但 9zr， 


总 之 ， 二 阶 正 交 隆 的 标准 形 一 切 可 能 形式 为 ， 
1 1 一 1 d—sl 
(让 人 sg] 
其 中 的 ( ”1 ) 与 (””_ 1 ) 也 能 表 成 
gs 
(Re eosg) 
的 形式 ， 这 只 机 9=0 或 9= = 即 可 ， 在 这 种 考虑 之 下 ， 二 阶 正 交 
阵 的 标准 形 就 是 下 列 两 种 形式 之 一 ， 
1 98—sing 
(~ 1), (stag co0s8), 0 <0<2n, 
例 2 设 正 交 阵 
i 0 
4 -={0 0 ~ 1) 
01 07, 
试 求 4 的 标准 形 及 演化 算 阵 ， 
解 ” 先 求 4 的 标准 形 ， 经 计算 知 ，A4 的 特征 根 为 1,i, - i， 由 媚 
根 i 的 三 角形 式 为 
cos 六 - isin 
际 以 《4 的 标准 形 为 
182 


当然 


3 下 


村 


1 
3 :TT 
< 一 8511 
C95 各】 了 


。 号 将 3 
SI Cos | 


二 


再 求 演化 矩阵 ， 
先 求 万 的 属于 1 的 特征 向 量 ， 即 解 方程 组 


xnN /0 0 00VxN /Ov 
11,— A)| x;|= ， 目 1 工 川 xs = 人 
oO) 
显然 = (1,0,0) 为 一 个 非 零 解 向 量 ， 故 “为 刀 的 属于 诗 的 特征 向 
量 ， 并 且 “是 单位 向 量 .于 盐 记 求 的 演化 矩阵 工 ， 以 “为 第 -- 列 ， 

其 次 求人 的 属 手 着 的 特征 向 量 ， 即 解 方程 组 

| 中 i—1 0 1 中 
(lA) wx | = ， :1 和 | = 
人 (0) 由 0 "1 1) 加 (9) 
显然 了 = (0, -了 六 为 一 个 非 零 解 向 量 ， 故 7 为 才 的 属于 = 的 特征 向 
量 。 耐 
r= 0, = 1, 0 + <0 0, Dz, 

于 是 ， 令 x= (0 一 0， 上 = (00,1) 并且 ea 与 有 ` 为 标准 正 交 的 ， 
故 廊 要 求 的 演化 答 舞 的 最 后 两 列 为 ec，B。， 因 此 ， 演 化 矩阵 为 


1 00 
中 
如 0 1 


1. 试 决定 四 阶 正 交 阵 的 一 切 可 能 的 标准 形 ， 
2。 求 正 交 阵 


练 避 六 X 


1933 


s 0 0 
们 1 从 
| 0—1 0 
A 0 0 v7T 
2 人 


纪 [ 标 准 形 及 演化 年 阵 ， 
3. 证明， 止 交 阵 属于 不 同 实 特征 根 的 特征 岛 妈 蚌 示 交 的 ， 


37 有理 标准 形 ”车 当 标 准 形 


酒 过 两 节 以 特征 根 和 特征 向量 为 桥 染 ， 和 解决 了 两 类 特殊 和 矩阵 
一 一 实 对 称 阵 和 正 交 矩阵 在 相似 分 类 之 下 的 标准 形 问题 ， 

本 三 给 出 对 一 般 数 域 上 的 尾 意 方 阵 普 遍 可 行 的 求 相 似 标准 形 的 
方法 ， 以 下 给 出 对 复数 域 上 任意 方 阵 普遍 可 行 的 求 相 似 标准 形 的 方 
法 ， 这 旦 只 介绍 方法 ， 理 论证 明 留 在 下 节 去 进 。 

我 们 已 知 ， 对 任 一 # 阶 方 阵 扫 = (43;) 必 瞧 一 确定 一 个 特征 矩阵 


A— el TR An 
全 A -| 


一 Ga 一 8 A— dna, 

这 个 特征 建 阵 与 万 的 主 变 区 别 就 是 它 的 元 素 中 含有 参数 4， 这 样 ， 
A 一 有 4 中 的 元 巡 4 一 一 og 4 一 don 等 都 是 1 的 一 深 儿 项 式 ， 
一 般 来 说 ， 把 -一 个 以 4 的 多 项 式 为 元 素 的 矩 隆 ， 统 称 为 多 项 式 害 
阵 ， 也 简称 为 “4 一 矩阵 ”。 上 比如 

1+1 24-1 0 i xX-1 2 -1 

(3 +++ 7 | (22+1 +41 -1 » ) 

开 -1 8A, 0 4-1 -1 4—1 

都 是 :一 炬 阵 ， 有 4 的 特征 矩阵 就 是 一 个 由 有 4 唯一 决定 的 非常 特殊 的 
4 一 惩 阵 ， 显 然 ， 元 素 都 是 数 的 抢 阵 都 可 以 看 做 ,一 矩阵 。 以 下 用 
有 (DD，B (ND ， 下 由 示 4 一 先 阵 。 
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对 于 一 般 的 一些 降 , 谨 以 和 数 元 窍 阵 一 杆 做 加 、 减 . 滋 法 运算 ; 
可 以 同样 的 舰 定 行 列 式 、 于 式 种 牧 数 等 概念 ， 并 且 和 相应 的 一 些 结 论 
世 痢 起 成 立 移 ， 这 里 和 以 下 一 般 郁 不 另 做 证 明 ， 需 要 时 使 直接 引用 
下 万 了 ， 再 者 ， 对 和 上官 阵 起 决定 性 作用 的 初等 变换 也 可 完全 类 似 地 对 
一 般 4 一 矩阵 给 出 

定义 ”1) 们 法 变换 用 任意 不 等 于 零 的 常数 去 过 1 一 矩阵 
的 某 一 行 ( 列 ) 的 每 个 元 素 ; 

2) 消 法 变换 把 4 一 矩阵 某 一 行 〈 列 ) 的 惟 ( 倍加 于 另 一 
行 ( 列 ) 上 ， 

这 里 但 得 注意 的 是 ， 在 消 法 变换 里 所 用 的 深 数 可 以 是 任意 的 多 
项 式 ( 力 ， 而 在 倍 法 变换 里 所 用 的 倍数 必须 是 非 零 常 数 4， 决 不 
人 多 许 用 非 零 次 的 多 项 式 ， 

和 和 数 元 矩阵 一 样 ， 用 若干 次 消 法 变换 和 倍 法 变 多 可 以 交换 一 
矩阵 的 两 行列 ) 。 把 交换 两 行 或 两 列 的 变换 也 叫做 换 法 变换 。 因 
比 ， 交 换 :一阵 的 两 行 ( 列 ) 了 时， 机 当 于 施行 范 于 次 消 法 变换 和 倍 
法 杰 换 ， 故 今后 可 直接 进行 换 法 变换 ， 

定理 ”任意 4 一 姑 阵 如 (天 的 用 初等 变 搁 都 能 化 简 成 以 下 


形式 ， 
di CA) 
| 4, 0 
~ 


' di 
| 0 


| 、\ 
0 , 

其 中 d; (i) 都 是 首 系数 为 1 的 和 多项式， 并 且 依 次 能 整除 ， 
a) [dD de0), 

本 定理 的 证 明 放 在 下 一 节 ， 

显然 ，r 就 是 杞 (站 的 除 ， 页 (有 (人 页 (从 惠 慌 囊 (的 不 
变 因 于 ，、 如 末 4 是 4 的 特征 矩阵 ， 拓 A400 = -A, 那 么 A 
= 宁 一 4 的 不 变 因 子 册 做 刀 的 不 变 因 子 。 
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有 了 以 上 的 引述 ， 我 们 就 来 分 别 介绍 求 相 似 标 准 形 的 两 种 方 
法 ， 
(一 ) 有 理 标 准 形 及 其 求法 ， 
设 本 为 任意 的 * 阶 方 阵 ， 求 所 的 有 理 标 准 形 的 步 又 如 下 ， 
1) 求 特征 矩阵 21 ~ 4 的 不 变 因 子 。 按 前 述 定理 ， 对 灯 一 人 
用 初等 变换 一 定 能 求 出 不 变 因 子 来 ， 由 于 好 -4 的 牧 等 于 加 所 以 
41 4 的 不 变 因 子 共 有 #8 个， ，d( 几 da(2)， 
2 ) 求 伴 惕 矩阵 ， 对 任 一 首 系 数 为 1 的 坟 次 多 项 式 
EMD = A Am Am 
都 与 下 列 形 式 相当 简单 的 阶 矩 阵 是 互相 唯一 决定 的 ， 
有 一下， 


把 定 阵 上 荆 售 g ( 的 伴侣 矩阵 ， 而 称 g (2 为 矩阵 丈 的 伴侣 多 项 
式 ， 
这 梓 ， 如 果 已 具体 求 出 4 的 不 变 因 地 为 
ly dD, dd oe, dN). 
其 中 而 人， 央 人 有 人 都 是 非 零 次 的 丰 变 因 子 ， 
dA = A A a ht A dt Gn 
dD) = A GA + A + + ned + Gans 


dD = end A AT srs 
于 是 这 个 不 变 因 子 各 有 一 个 伴 愉 定 阵 依 次 为 
“站 — dn / 
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000…0 -dm 

| 1 0 0 从 nt | 
O00 ~ 

\ O08.1 -a 


[9 OO ~ A ] 
lO00.0 — Hns-l 
010.. ， 
0 0 0%0 -oa | 
S000%1 -a i 
总 之 对 任 一 * 阶 方 阵 4， 通 过 它 的 非 摆 次 的 不 变 因子 都 能 求 出 一 组 
怪 愉 和 阵 。 

3) 组 成 有 理 型 矩阵 。 设 * 阶 方 阵 才 的 不 变 因 子 为 

1 人 

NN;,"…，N， 依次 是 它们 的 非 零 次 的 不 变 因 子 的 伴侣 和 矩阵， 于 是 ， 
我 们 目 然 可 以 组 合 而 成 一 个 形式 相当 简单 的 > 阶 方 阵 ， 如 


这 是 一 个 分 块 对 角形 矩阵 ， 它 对 角 线 上 的 各 小 块 恰好 依次 是 4 的 非 
零 次 的 不 变 因 子 d(x) ,4()，…，d,(4) 的 伴 相 矩阵 ，。 抬 阵 孔 叫 杖 
阵 且 的 有 理 型 算 阵 . 

这 样 ， 对 任 一 二 阶 方 阵 4， 都 能 求 出 一 个 有 理 型 矩阵 。 我 们 的 
结论 十 ， 近 与 其 有 理 型 矩阵 3 相似 ， 即 4 一 B。 这 个 结论 的 正确 性 
恋 在 下 一 节 去 证 明 。 把 与 了 4 相似 的 有 理 型 第 阵 四 知人 的 有 理 标 准 
形 ， 

总 括 起 来 便 得 ， 对 任 一 # 阶 方 阵 4 都 有 有 理 标准 形 ， 并 且 可 以 
按 + 圭 述 三 个 步骤 具 休 地 求 册 有 4 的 有 理 标 准 形 ， 

下 面 遂 对 例子 ， 来 熟 锻 上 述 方法 的 三 个 步骤 ， 
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出 1 求 三 阶 方 降 


-14-286 
-i114 
的 有 理 标 淮 形 ， 
解 ”、£) 求 4 前 不 变 因 子 。， 即 用 初等 变换 化 芍 所 的 特征 种 攻 


有 
1-A=( 1 2 -3 
1 14-4/, 


具体 化 简 过 程 如 下 ， 


A+1 2 一 名 Pt—1), Pt A—1) 
Hd- A=( 1 | -3 ---”- -~ -一 > 
1 二 4 一 4 


0 -32+1 -Rt Cl 1 Xd 
(0 1-1 -1+1 )—(0 1 -1 -1+1 
“1 1 A 一 4 0 一 + 一 术 十 3A 一 2 
1 0 0 
0 A 一 ] 一 多 十 半 ) 
Plt— ly, Patidtd) “0 -2+1 —+34-—2 
1 0 0 Pt 1) 1 0 他 YY 
-人 4-1 0 ) > (01-10 } 
Pil -A+1 -A 24A—1 00 一 站 34- 


-一 一 | 02-1 0 


(4 0 0 | 
0 0 -24+1 


到 直 已 经 是 
dA = = 一， dd) = -2A+1 
并 且 ， 和 
dD! dt GD， 
二 访 ， 四 (dd 就 是 妖 的 不 误 因 子 。 
3) 求 伴 个 失 阵 ， 非 零 次 的 不 变 因子 有 孙 人 外 ， dD = 01， 
由 = 旦 -22+1T。 于 是 它们 的 伴 但 抵 阵 依次 是 
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N=, m2) 
组 戌 有 理 珍 逢 阵 ， 拒 求 得 的 两 个 伴侣 箱 涟 组 合 起 来 得 一 有 


3) 
理 弄 托 阵 ， 
N, 1 
人 
这 样 ， 有 


1 
人 
好 4 的 有 理 标 准 形 就 是 B. 


例 2 求 三 阶 方 阵 
1 2 2 
4=( 1 2 ) 
2 2 1 
的 有 理 标 准 形 ， 
解 ”1) 求 4 的 不 变 因 子 。 即 用 初等 突 挽 化 简 和 的 特征 所 阵 
Al~ A, 上 其 体 过 程 如 下 ， 
i-1 -2 -2 Cupi( -二 1 F001 
-一 二 — " 
-2 -2 1-1 -3 212-1/ 
(1 Loi- 1 
pa -a+l),Pi(2))| 3 
一 -一 i 0 了 2) A—1 
1 0 0 ， 
- nf 28 -1-1 
Pa( -0D) PC—1) 0 一 一] 十 1 
1 0 0 
一 和 1 :i _ Pt) 
if 站 十 让 a 24 | 
_ 4-1 -1 
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Cy Det ~ 
0 


1 0 0 D, (2) 


1 一-- .一 m 
0 4+L 一 (下 -24 一 3) 
| 2 re 3)) 
0 0 pi 
1 0 0 
(0 Ati 0 ) 
0 0 下 一 44 一 57 


到 此 已 有 页 人 =1， 中 (人 =4+1, dD) =R-41-5, Bd) 
| 本 (用 。 记 以 ，。 0, 下 ( 力 ,dd,( 必 就 是 有 4 的 不 变 因 子 ， 
2 ) 求 众人 居 矩阵。 
dx(h =4+ 1 的 伴 颁 乱 阵 为 N, =【=- 卫 ， 
(2) = 站 -41-5 的 伴侣 矩阵 为 N,= (5) 


3) 组 成 有 有理 型 第 阵 ， 


1 4 
好 8B 为 有 4 的 有 理 标准 形 ， 
例 3 求 三 阶 方 阵 
1 2 0 
4=(- 1 1- 1 | 
0-2 1/ 
的 有 理 标准 形 。 


解 1) 求 不 变 因子 ， 


ii -2 0 玉民 一 1 4 一 
2-4=( 1 A—-1 1 | (1-2 2 0 ) 
0 2 Aa—1 0 2 A—1 


-一 一 一 一 > 


Pp,(-1+td,1i-1 
-一 (0 
0 2? 


1 

1 

1 0 0 1 
0 2 1-1)D(3) 
0 -24+3 4 一 1 一 一 一 


1 0 0 
( 1 Ty 人 
2 1 
0 -21+3 2-1 ps (4 D) 
1] 0 六 
0 1 们 Pi (一 下 +24 一 3) 
0 -21+3 本 -Di I 
1 0 0 
C 
0 0 42 
于 是 不 变 因子 为 LD = d=1 d= -1 = -3+ 


34—1, 
2 》 求 从 但 矩 陡 ，d; (2 的 伴 价 答 阵 为 


00 1 
N,= (1 0 -3 


0 1 37， 
3 ) 组 成 有 理 型 矩阵 ， 
0 0 1 
p=N,=(1 0 -3), A 8B, 
0 1 3 
即 8B 为 4 的 有 理 标准 形 ， 


二) 车 当 标 准 形 及 其 求法 、 

设 才 为 复数 矩阵 。 换 句 话 说 ， 我 们 在 复数 域 上 考虑 问题 ， 与 求 
有 4 的 有 理 标准 形 一 样 ， 这 里 也 是 三 个 步 坚 . 

1 ) 求 初等 因 了 于 。 先 给 出 初等 因 了 于 的 定义 : 

对 任意 一 个 首 系 数 为 1 的 多 项 式 (六 ， 在 复数 域 上 写 出 它 的 
标准 分 解 式 ， 

f(D = Qe el (de rr, 

示 处 cz， 是 ”个 不 同 的 复数 ， ,本 ， 大 是 非 负 整 
数 ， 我 们 把 每 一 指数 /; 大 于 零 的 医 4- ec 都 叫 敌 了 (2 的 初 短 
因子 . 

这 样 ， 若 已 求 出 40) 的 不 变 因 子 1 和 而， 有 (0 
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4. 0， 其 中 心力 ,中 (0D，… 村 信者 是 非 零 次 前 . 末 是 对 每 一 个 由 (2) 
都 可 求 出 它 的 初等 因 闻 如下， 

da = CA eA ey) a Ae 

dA) = (Ae) a {A ~ 0) aa (A er) lar 


dD = 人 一人 DPC 一 

比 处 ， 王 ; 为 韭 负 整 数 且 有 

a ET a 
是 者 

一人 De) A 一 e010 中 指数 为 正 的 就 是 2 的 初 
等 因子 

A 一 中 指数 为 正 的 就 是 相信 的 
初等 因子 ， 


Qc， A 一 eb -cb 中 指数 为 正 的 就 是 4,0 
的 初等 因子 ， 

我 们 把 页 ( 轨 ， 有 (0 和 (的 每 一 个 初等 因子 都 叫 敌 A 
的 初等 因子 ， 其 全 体 初 等 因子 剖 做 (的 初等 因子 组 ， 落 4 是 
才 的 特征 定 阵 时 ， 那 么 4 = 42I -A 的 初等 因子 、 初 等 因子 组 分 
别 叫 做 4 的 初等 因子 、 初 等 因子 组 ， 

于 是 对 每 一 个 复数 矩阵 人 ， 把 4 的 特征 矩阵 订 - 4 化 为 定理 的 
形式 ， 求 出 女 的 不 变 因 子 ， 通 过 不 变 因 子 的 标准 分 解 式 ， 求 出 有 4 的 
初等 因子 组 ， 

3 ) 求 著 当 块 ， 对 每 一 个 适 (4- "都 与 下 列 形式 相当 简单 的 


m 阶 方 阵 是 互相 唯一 决定 的 ; 
: 1 0 … 1 

ec 1 … 1 
Monur 


: 必 己 心 


0 1 
000.…… 0 
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拒 和 矩阵 站 出 做 (4- 中 "的 若 当 块 . 
这 样 ， 如 茉 有 4 的 初等 因子 组 已 经 求 出 ， 那 么 对 应 于 每 个 初等 因 
子 ， 都 有 唯一 确定 的 车 当 块 ， 


CA— en (A— cr} 2 
} ‘ 
tl 1 0 :0 0 cs i1000 
区 1 0 0 ec 1…00 
Ni 
oO 0 0 wr 0 9 0 wa 1 | 
0 .00 .00 0 00.…0e， 
《机 阶 的 ) Qs 入 的 ) 
Caen . CA el 
| | 
es» 1 0 0 


Ne Se 


局 心心 
于 


0 0 0 ce, 1 
站 站 0 “ae 
(六 防 的 ) (tf 阶 的 ) 


(4 ~— eo) ba (A ep lr 
' \ 
[让 1 人 0 0 er I Lh * 0 0 
0 7 Ta 0 [1 cr 1: 0 省 
| ‘0 0 ， 
N,, = 2 9 ee | 册 .，， 人 ， M4 0 ? 
oo [000met 
0 0 0 1 0 so, 0 0 0 0 ee, 
(fs, 院 的 ) 《fr 阶 的 ) 
(A ei (A eo) 2 
站 
1 1 0 " 0 和 Li 1 0 0 从 
可 | 1 ” 0 9 9 Fa 1 | 0 
Na 人 Na 
0 0 :ec 1 0 0 0 sc; 1 
000 .0 0 0 1 0 ed 
(i 阶 的 ) Ls 院 的 ) 


(A lsr 
| 


er 0 1 

0 ee, 1 :0 
No 

0 0 0 + Cp 1 

0 0 0 三 i 0 Fr 7 


Cr 阶 的 ) 
当然 ， 为 了 整齐 ， 我 们 写 出 了 一 切 可 能 的 初等 因子 及 若 当 块 。 当 菜 
个 指数 和 =0 时 ， 幕 -人 不 是 初等 因 于 ， 月 然 也 融 没 有 相 应 
的 若 当 块 。 为 了 说 话 方便 ， 把 上 述 若 当 块 的 全 体 叫 做 如 的 车 当世 
组 ， 

3 ) 组 成 车 当 型 矩阵 ， 设 万 的 车 当 抉 组 已 经 求 出 如 下 ， 
Nils "ers Ns N ,ls rs N,, ‘es 人 sp N,., 
于 是 ， 我 们 可 以 组 成 一 个 形式 相当 简单 的 方 阵 如 
Ni 
~、 


Ni, 

这 是 一 个 分 块 对 角形 冒 阵 ， 它 对 角 煞 二 备 小 赵 恰 好 构成 二 的 若 当 顽 
组 ，、 把 也 这 样 的 矩阵 对 散 阵 44 的 若 当 型 阵 . 

这 样 ， 对 任 一 复数 域 上 * 阶 方 阵 要 都 能 求 出 一 个 若 当 型 矩阵 
8 。 我们 的 结论 是 ，4 与 它 的 车 当 型 矩阵 8 相似，4 ~ 38. 

结论 的 正确 性 放 在 下 一 节 去 证 明 。 把 与 所 相似 的 车 当 型 矩阵 叫 
做 各 的 车 当 标 准 形 . 

总 括 起 来 便 得 。 对 复数 域 上 任 一 #* 阶 方 阵 人 4 部 次 车 当 标准 形 ， 
而 且 可 以 按照 上 述 三 个 步 怠 其 柱 地 求 出 4 的 党 当 标 准 形 ， 
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下 面 通 过 例子 来 熟悉 求 若 当 标准 形 的 方法 和 步骤 ， 
例 4 求 矩 阵 
-1 -2 6 
4A=(- 1 0 3 ) 
-1—14 
的 车 当 标 准 形 ， 
解 这 就 是 例 工 那个 矩阵 
1) 求 44 的 初等 因子 组 。 初 等 因子 组 是 通过 不 变 因 子 的 标准 分 
解 式 得 来 的 。 这 里 所 的 不 变 因 子 已 在 例 1 中 求 得 为 ， 
dD =1, dd) =A—1, dtd) = 831+1 
它们 在 复数 域 上 的 标准 分 解 式 为 
di = dd) = 1 dd = 1) 
于 是 ，4 ( 没有 初等 因子 ，d(D 只 有 一 个 初等 因子 1 一 1，d,() 
也 只 有 一 个 初等 因子 -1;?， 六 以 ， 毛 的 初等 因子 组 为 
A—1, A- 1 
2 ) 求 者 当 块 。 
初等 因子 4- 1 的 若 当 块 为 N,= (1); 


初等 因子 2- 1: 的 若 当 块 为 N= (9 1) 
即 4 的 若 当 块 组 为 
GD ，(e 


3 〉 组 成 营 当 型 阵 ， 把 4 的 车 当 据 组 摧 在 对 角 线 上 ， 就 得 到 4 
的 车 当 型 阵 


1 
B= 1 1 
(51 
于 是 ，B 就 是 扫 的 若 当 标准 形 ， 即 


1 
A~B=( 1 1 ) 
0 王 


二 


205 


例 5 求 矩 阵 
1 2 2 
4-(2 1 2) 
2 2 1 
的 若 当 标准 形 ， 
解 1) 求 初等 因子 组 .在 例 2 中 已 求 出 4 的 不 变 因 于 为 
d 0 =1, da) =A+1, dad = A di-5. 
于 是 即 的 初 禾 因子 组 汶 4+ 1，4+1,14- 5. 
3 ) 求 若 当 块 ， 
4 十 1 的 车 当 瑞 为 NM = 了 2+l 的 若 当 块 为 N,= (J， 
i -5 的 若 当 块 为 Ni = (5 )， 
3) 组 成 若 当 型 倚 阵 ， 以 车 当 块 和 Nj, 和 N,N 为 对 角 线 上 的 小 块 
组成 的 车 当 型 矩阵 ， 


1 )( 1) 


县 


这 个 若 当 型 阵 B 就 是 毛 的 车 当 标准 形 ， 即 


例 8 求 窍 阵 
1 2 Ow 
4=(-1 1 -1 
0 -2 1 
的 车 当 标 淮 形 、 


解 1》 求 初等 国 子 组 ， 已 在 讽 3 中 求 出 才 的 不 变 因 四 子 为 
dW =1, dd) =1, ded) = -+ 
所 以 4 的 初等 因子 组 为 人 ~ 卫 : 
2 ) 求 车 当 块 ， 
1 1 0 
0- 3 的 若 当 块 为 Ni=( 0 1 1 ] 
0 0 1 
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即 女 的 车 当 据 组， 只 此 一 个 块 ， 

3 ) 组 成 车 当 型 和 矩 阵 。 因 为 著 当 块 组 具有 一 个 阵 NN,， 所 以 由 才 
当 块 组 组 成 的 着 当 型 和 矩 阵 就 是 N,， 因 此 ， 妥 的 若 当 标准 形 就 是 N,， 
即 


1 1 
A~N,=(0 1 
0 0 
例 7 求 矩 阵 


0 0 0 < 
_ 0 1 0 
a -1 0 ,| 

1 00 0 


的 有 理 标 淮 形 及 若 当 标准 形 ， 
和 解 I) 求 扫 的 不 变 因子 和 初等 因子 组 ， 


和 

| 

和 
| 

tk 

Ps 

| 

ta 

Te 


Pa 
Le 二 
| 

A 

和 

| 

上 3 

3 Ta 


| 
[ee 
ep 


一 站 一 站 一 各 全 和 


| 

poh 
Pa 
1| 1 
Es bs 
er 


207 


10 00 ) 
ni 00 一 
一 圭一 
00-3 4 2 pu 工作 -多 
00 0 -D+ -2 | 
10 0 0 | ， 
go 1 0 9 1 
0 8 -3 0 D+ 3 
0 0 0 ro- 
1 | 
1 1 
| Pr(3 ) 
1 一 人 ， ， 
二 AD | 2+D 


到 这 一 步 己 求 出 4 的 不 变 因 子 为 
1,1,1, (2 — 2 (+1) = 不 一 在 一 3 
初叶 因子 组 为 
4 一 ww LT+w Dd 10A+i, 
2) 求 伴 但 矩阵 和 车 当 块 。 
因为 非 零 次 的 不 变 国 子 上 只 有 一 个 寂 - 习 2， 所 以 伴 避 和 矩 隆 也 
具有 一 个 ; 


0 0 0 2 
(EE 
0 1 9 1 
00 1 0 ， 


因为 初等 因子 共有 四 个 ， 记 以 车 当 块 也 有 四 个 ， 
ED, (-i), 

3 ) 组 成 有 理 型 阵 和 著 当 型 阵 . 

刀 的 有 理 型 阵 为 


ty 
hl 
TT 
bm 
Li 
[ee 


2 
0 
1 
0/， 
帮 的 车 当 异 阵 为 
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豆 毛 的 有 理 标 准 形 为 B， 若 当 标 准 形 为 C，。 


练 可 七 
1， 求 和 王 列 和 矩阵 的 有 理 标准 形 ， 


Dj 1 I 1 2 
GD (1 0 1) | 0 2 
1 1 9 一 2 
3 4 0 丫 
_4-1 pn 
| 7 1 2 ) 
一 17 一 上 -1 #0 
s， 求 下 列 和 矩阵 的 若 当 标 准 形 ， 


1 2 0 4 60 
GD ( 0 2 0 ), (2) (-3-50) 
~2-2-1 ~ 3-61/, 
;9 
(3) ( 3 -1 6 ) (4 人- 8 
“2 075’, -17- 6~-1 
3. 证 明 
01f 1 
1) A4=(1 0 -3) 
0 1 3 
的 非 零 次 的 不 变 因 子 答 为 一 3X+ 34- 1 
2) 
O000.0 a, 
L100.0 — an 
B=l0 i100 -an-: 
O00.0 ~a, 
00..1 -a, 
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的 非 零 次 的 不 变 因 子 愉 为 
A + am lt ddm ?fet A dt ns 
4， 证 上 明 
2 1 0 
1 4A=(0 2 1 】 
0 0 2 
的 初等 因子 组 怡 为 (23 一 2)， 
2 ) zw 阶 和 矩阵 
‘9, 
B=| 0 


0 0 
0 0 


的 初等 因子 组 怡 为 (4 一 站 六 
5， 设 
1 4 2 
a-(3 -4 1) 
0 4 3 


1 避 己 
尝 已 ， 包 Pu 
二 人 
人 
ed 


nee 
人 哺 
™ 


求 全 


$8 4 一 矩阵 在 初等 变换 之 下 的 化 简 ”相似 定理 


上 一 节 介 绍 了 相似 矩 降 的 两 种 标准 形 及 其 求法 。 当 时 有 两 个 关 
键 河 题 留 在 这 一 节 来 解决 ， 
一 个 问题 是 ， 任 意 ) 一 矩阵 A (WD (关门 经 若干 次 初等 变换 部 能 
化 简 成 形式 ， 
dD 、 


d,00) 
0 


全 
~ 


0 
其 中 4d;() 都 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 并 且 依 次 能 整除 ， 
310 


dy | 有 (| | dW. 
田 一 个 问题 是 ， 对 和 伍 一 方 阵 手 都 有 它 自己 的 个 变 因 子 和 初等 因 
了 。 由 不 变 因 子 确定 的 唯一 的 有 理 型 矩阵 


N, 
N=| ™: 
> 
N/, 


其 中 N,N,, "Ny, 怡 是 4 的 非 零 次 个 变 因 子 的 伴 惟 矩阵 ; 由 万 的 
初等 因 于 组 确定 的 一 个 若 当 型 矩阵 


J 
/| 二 、 | 
J 


Fe 


其 中 Tes, 恰 是 妥 的 一 切 初 等 因子 的 车 当 块 ， 那么 
A~N, A~], 

本 节 主 要 就 是 证 明 这 两 个 问题 。 首 先 做 一 些 叙 述 上 的 准备 。 

在 上 节 已 经 说 过 一 般 * 一 矩阵 的 概念 以 及 与 其 有 关 的 问题 ， 

1 ) :一 矩阵 的 初等 交换 ， 

2 ) ,一 和 矩阵 的 行列 式 、 子 式 与 秩 数 ! 

3 ) 4 一 抢 阵 的 加 法 、 闫 法 与 乘法 。 

这 里 再 明确 补充 以 下 几 点 ; 

4) 商 个 1- 符 阵 44(0 ,80 如果 用 万 等 变换 能 把 了 ( 心 变 为 
BD, 则 称 44( 办 与 B80 相抵 ， 记 作 所 (9D 一 BD. 像 相合 .相似 关系 一 
样 ， 容 易 验证 ， 两 个 4 一 矩阵 的 相抵 关系 是 等 价 关 系 ， 这 个 验证 留 
给 读者 。 

5 》 初等 一定 阵 ， 

倍 法 阵 


1 
Di(d) = d 1 (Gy 《0D)。 
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消 法 阵 


1 
~ 
lk (71) 
Pi, (Ck (aA) )= "> 
1 
~ 
1 
0) 
或 
1 
~ 
1 
Pj,{k (WV}= :~ 
EECA) :ol 0), 
~、 
(1) 1 ) 
换 法 隆 
1 
“1 
0 0 (及 
: 1 : 
Cji 一 : ov : 
: 1 : 
1 0 (i) 
1 
~ 


1 

容易 验证 ， 用 初等 什 阵 老 左 ( 右 ) 乘 4 人 0， 恰好 相当 于 用 相 

应 的 初等 变 搞 去 变 4 内 的 行 ( 列 ) ， 从 而 有 : 
DD 一 BQ) 必要 而 且 只 要 
BO) = PD PV AC YO 0,(N), 

其 中 P;(4), 91() 稍为 初等 害 阵 ， 

6) i 一 第 阵 .4 的 行列 式 ， 子 式 一 般 来 说 是 一 个 几 项 式 ， 
4 站 经 初等 变换 之 后 ， 行 列 式 、 广 式 可 能 有 所 变化 ， 但 .A4() 的 秩 
数 蚌 不 变 的 ， 这 是 下 面 的 命题 所 要 回答 的 ， 
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命题 1 ”4 一 和 炬 阵 4(4) 经 若干 次 初等 变换 后 ， 秩 数 不 变 . 

证 明 显然 倍 法 变换 不 改变 1 一 矩阵 的 秩 数 ， 故 只 须 证 消 法 变 
换 不 改变 4 一 矩阵 的 秩 数 ， 我 们 只 证 对 行 的 消 法 变换 命题 1 成 立 ， 
因为 列 的 情形 可 癌 理 证 之 . 设 


[人 


Ci _| A) aint Ad) Sind) 
aj, (2) a A) a 


和 


dn CAD dna A) Ann A) 


经 消 法 变换 后 ， 变 为 


BA) = 
A aD A 
on sn) “1 zo) 


en + an 0 十 FkOD 4a 0) - + sin + 0 


gh) ga …: gah) 
且说 A400) 的 秩 数 为 r+，B GY 的 秩 数 为 ;， 归 证 的 是 +=;， 

在 Bi 中 任 取 一 个 r+1 租 子 式 ， 记 为 Dii( 和 ， 则 此 子 式 
本 分 为 三 种 情 襄 ， 

1) 当 Dii() 不 会 BO 的 第 7 行 时 ， 那 么 Do (0D 与 A 
中 的 其 一 子 式 完全 一 样 ; 

2) 当 Dl 含 BD 的 第 j 行 ， 也 仿 第 7 行 时 ， 那 和 
中 可 分 为 琴 个 ++1 阶 子 式 ， 


D.C) = 一 


oo a Ir jo 
an 十 OD am (Deiat - 十 kan Si je - 十 Cansilh) 


"| 
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ca ao “a sD oa ak ar on 
ja ao aa Cam DEO ai hOans lh 


其 中 之 一 是 4A( 办 的 一 个 子 式 ， 另 一 个 为 0 ,因此 该 子 式 就 是 A(0) 
3) 当 DtD 会 BO 的 第 7 行 不 含 第 行 时 ， Dri(4) 
可 分 为 两 个 ++1 阶 子 式 ， 
D,,, (0) = 


an(Ad) + kA a ay ajrn (A) 十 ECA nA ear CA) 十 EC qn CA) | 
| 


=| oa(Daon() et + CAY 


sn aa 机 | 


其 中 之 一 是 4 的 一 个 于 式 ， 另 一 个 是 A400D) 的 一 个 子 式 的 (1) 
伴 或 一 &(1D 倍 。 

由 于 A400) 的 秩 教 是 *，4( 中 和 任 一 *r+1 阶 子 式 都 为 0 ， 于 
是 不 管 上 述 那 种 情况 ，B(2) 中 的 任 一 ”+1 阶 子 式 必 都 为 0 。 因 
此 ，B(CA) 的 秩 数 Sr， 

上 边 已 经 证 明了 ， 一 个 ;一 挫 阵 即行 的 消 法 变换 后 ， 秩 数 不 增 
加 ， 

由 于 BQ) 义 可 经 消 法 变换 变 为 A(1) (这 只 要 把 BQ) 的 第 
站 行 一 上 () 倍 加 到 第 j 行 上 ) ， 于 是 4D 的 秩 数 + 过 ?， 邦 >= 
+ 命题 证 完 ， 

7) 和 3 阶 方 阵 已 () 电 做 可 道 的 ， 如 果 存 在 B(i)， 值 

AWBW = T= BO A, 

其 中 1 为 通常 的 单位 阵 ， 于 是 ， 有 

命题 ?2 AA(Q) 是 可 逆 的 充分 必 蓝 条 件 是 4 的 行列 式 是 一 
个 非 导 常数 ， 


214 


证 明 必要 性 ， 设 (四 是 可 道 欧 ， 则 存在 BA)， 使 
A BA) 一 了 
于 是 ， 一 方面 
det(ACY BY) = det A detB(), 
为 一 方面 
dett A BY =detIo= 工 。 
破 
dctd(i .detB(1) =1, 
因此 ， 必 有 
detA(2) = dz#0， 即 4 为 非 零 常 数 ， 
充分 人 性、 车 detA(X) = 4d 隆 0 (4 为 非 零 常数 ) ， 作 A 的 伴 


随 垂 阵 A*()， 令 BCD = 村 4*(2, 则 有 


kB = 了 了 4 (A* (XN) = 了 = ANA) = BD A, 


因此 A449 是 可 道 的 ， 证 完 ， 

由 命题 2 显然 有 ， 初 等 4 一 阵 都 是 可 道 的 ， 可 道 4 一 矩阵 之 积 
仍 是 可 道 的 ， 

有 了 上 述 准 备 ， 下 面 就 来 解决 当初 提出 的 两 个 得 留 问 题 ， 

定理 1 设 A() 为 任 一 非 堆 的 ,一 和 矩阵、 用 初 竺 变换 必 能 把 
及 (0) 化 简 成 对 角形 阵 ， 

d (1 
da) 、 


本 C1) 
9 


~、 
由 


其 中 好人 皆 为 首 系 数 是 1 的 多 项 式 ， 并 且 依 次 能 整除 , d,(2) 1 
dd) Hd, 
证 明 考虑 一 切 与 4(2 相抵 的 :一 矩阵， 在 这 些 矩 阵 当 中 ， 
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左上 角 泡 罕 ， 即 (1, 1 位 置 的 元 素 必 有 次 数 最 低 的 。 于 是 不 妨 试 为 
A4() 就 是 这 祥和 的 ， 即 si 是 与 44( 人 和 宜 抵 的 一 场 4 一 定 阵 当中 
左上 骨 元 素 次 数 为 最 抵 的 一 个 (同时 可 以 认为 其 首 系 数 为 1)。 于 
是 我 们 可 以 断定 ，a1C2) 能 整除 A 第 一 行 ( 列 ) 的 每 一 个 元 素 ， 


4 二 49CND) + f(D)，r (CD) 的 次 数 之 a.(2) 的 次 数 ， 这 样 


jan Can CDG sr Ia nth) 
40 人 
am A) A (CA) 2 
经 用 -980 滋 4(D 的 第 一 列 ， 如 到 第 7 了 列 上 ， 然 后 交换 1 7 两 
列 可 使 Mi(2》 相 捧 于 形式 如 下 的 年 阵 
(0 
这 和 sa 是 与 4 人心 相 托 筷 阵 中 左上 角 元 素 次 数 最 低 的 前 提 相 矛 
午 ， 因 此 必 有 
ai la (WO, f= 2 #, 
辣 理 也 有 
ef an Cd) F= 2 
这 样 ， 用 适当 的 初等 变换 。 就 可 使 和 4 相 抠 于 


aa :0 
本 
mo A 
0 
如 果 (4) = 0 ，B( 办 即 合 所 求 、 如 果 A 了 关 0， 重 复 以 上 过 程 
可 若 


pb,. CA) 0 Pr 0 
0 
0 


其 中 ，#..(4) 也 具有 次 数 最 低 的 性 质 。 
从 而 
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人 4 
4 >( dA) 


如 此 铁 续 下 去 ， 必 有 
0 
| 

~ 
A dy 
0 


~ 
0 


其 中 dD)，d( 办 ,4.() 都 是 首 系数 汶 1 网 多 项 式 . 
根据 dC) ,dd( 和 )，… dt) 都 具有 “次 数 最 你” 的 性 质 可 知 它 
们 是 依次 能 整除 的 ， (D1 dC2)| 本 人， 这 是 因为 如 若 不 然 ， 
必 有 dtD1d;,,t2)， 闭 么 
dd) = dD + rtad), 其 中 degri(x) degd,(N)., 
这 时 
dW 、 


™ 
i 


) 
LAA GN + rN 、 


AA—> ~、 
dA) 
0 


d (a) 


“、 
dA) Cd CA gd + rN)) 
Ld CA G1 tA) 二 r,t A). 
一 ~、 


dr 
0 
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dt) + 
| 


j++ 


] pO qd) 
di 1 0A) 0 


a) 
0 
| 、 
0 ， 
这 样 出 现 了 与 4 (好 相 欣 有 卫 (t 1 位置 元 圳 7 (的 次 数 志 三 ( 放 
的 次 数 ， 这 是 一 个 了 矛盾 ， 故 定理 得 证 ， 
推论 1 46) 可逆 的 充分 必要 条 件 是 
A = TT T,, 
其 中 工 为 初等 4- 一 并 阵 ， 
证 明 ”充分 性 是 明显 的 ， 我 们 主要 证 必要 和 性。 设 44( 可 道 ， 
据 定理 1 4 人 (D 相抵 于 


4 
BX) -| 40 、 
ds /， 


其 中 (四 天 0 ，i=1,3,…,#， 也 就 是 
BY) = PO PC ACOQYO CD .0,02) 
其 中 P;(),9;{2) 都 是 初等 1 一 矩阵 . 册 Pj(),8;(9D, A0 都 是 
可 道 ,一 怎 竹 ， 则 它 信 之 积 也 是 本道 /一定 阵 ， 王 是 BK 是 可 逆 
,一 第 阵 ， 据 命题 1 有 
detB(D) = DdD dt 和 ) = 1 ( 因 2.(2) 首 系数 为 1)， 
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因此 ， 每 个 由 (= 二 = 二 2 区 BE) =J5s 从 而 
PA POV AO OQ ND = Is 
即 
(= 
= TT 证 完 ， 

由 推论 1 立即 得 到 

推论 2 有 AD 一 B(NW) 充 分 必要 条 件 是 ， 看 在 可 逆 4 一 阵 P(N)， 
全 (1 ,使 

BO = P(N)ACONQWN. 

由 定 理 1， 从 A4(4) 化 简 得 到 的 对 角形 4 一 阵 417 叫 做 A C0) 
在 相抵 之 下 的 标准 形 。 我 们 将 指出 ， ;一 矩阵 在 相抵 之 下 的 标准 形 
是 唯一 的 。 为 此 ， 引 入 行列 式 因 子 的 概念 ， 

设 A 的 秩 为 r+、 于 是 对 于 任意 一 个 1， 1 委 ? 丢 mr 4( 必 的 
一 切 阶 子 式 是 一 组 不 企 为 0 的 多 项 式 ， 用 了 D,() 家 示 这 组 多 项 式 
的 最 喇 公 因 式 ， 从 而 得 到 由 4( 力 所 唯一 确定 的 一 组 非 稚 的 多 项 式 : 

DCD, D0), 7, DCN, 
把 上 边 的 每 一 个 多 项 式 D,{) (1 过 1? 乞 ?)》 囊 艇 及 (的 (s 阶 的 ) 行 
列 式 因子 ， 

据 D,(2) 的 定义 和 行列 式 的 展开 定理 ， 显 然 这 组 行列 式 因子 
有 依次 能 整除 的 性 质 ， 

DC) [DO [DN), 

行列 式 因 于 的 重要 性 在 于 它们 在 初等 变换 之 下 是 不 变 的 ， 即 有 

定 到 2 若 妈 (与 吾 ( 人 相抵 ， 则 (0D 与 BN) 有 相同 的 行 
列 式 因 子 ， 

证 明 A 与 Bi) 相抵 ， 也 就 是 4( 必 经 车 干 次 初等 变换 得 
到 Bt， 赦 该 定理 就 是 要 证 4(i) 经 若干 次 初等 变换 后 ， 行 列 式 
因子 不 变 。 于 是 只 须 证 明 又 一 次 初等 变换 行列 式 因子 不 变 基 可 , 

普 先 ， 看 用 一 次 们 法 变换 从 A() 得 到 B( 办 的 情形 。 这 时 B02) 
任 一 : 阶 子 式 就 是 4(0D 的 一 个 了 阶 子 式 或 者 是 4 的 一 个 工 阶 
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于 式 的 非 零 常数 信 ， 于 是 ，B() 与 4( 的 了 阶 行列 式 因 子 是 相间 
的 ，i1 和 ?和 
其 次 ， 考 察 用 一 次 消 法 变换 从 A(0) 得 到 B (0D 的 情形 。 这 时 从 
命题 芋 的 证 明 可 以 看 出 ， 了 (的 任 一 二 阶 子 式 都 能 表 成 
MO + EC NC) 
的 形式 ， 其 中 半 (D),N (都 是 44() 的 : 阶 子 式 或 NO 与 4 人 1) 
的 某 ;有 阶 于 式 相 差 - 1 倍 ， 于 是 ，A0) 的 ， 阶 行列 式 因子 必 整 
除 BD 的 所有 了 阶 子 式 ， 从 而 整除 BG) 的 ， 阶 行列 式 因子 ; 
汉 之 ， 因 了 BD 经 过 一 次 消 法 变换 可 得 到 ACWD)， 所 以 BCD 的 ? 阶 
行列 式 因子 必 整 除 A() 的 :， 阶 行列 式 因 了 于。 故 了 (OV) 与 A 的 
， 苍 行 列 式 因子 也 是 相同 的 ， <r<r， 
总 之 ，4( 经 初等 变 摘 后 ， 它 的 备 阶 行列 式 因 子 都 不 变 ， 因 
此 定理 得 证 ， 
利用 行列 式 因 子 在 初等 变换 之 下 的 不 变性 很 容易 指出 标准 形 的 
崔 一 性 ， 这 只 须 把 A(4) 的 标准 形 与 行列 式 因 子 联系 起 来 就 行 了 ， 
定理 3 4 一 矩阵 刀 () 在 相抵 之 下 的 标准 形 是 唯一 的 
证 明 设 A 的 标准 形 如 (1〉。 于 是 对 角形 阵 (1) 与 
Ati) 有 相同 的 行列 式 因 于 DC)，D,(0),……,D,(DD， 
我 们 可 以 让 对 角形 阵 〈《1) 具体 计算 出 各 阶 行列 式 因子 ， 事 实 
上 ， 对 攻 形 阵 (1) 的 一 切 非 零 的 一 阶 子 式 就 是 
dD) dD), dC), 
所 以 一 阶 行列 式 轩 子 D.C) = d (0 
对 角形 降 (1) 的 一 切 非 零 的 二 阶 子 式 就 是 
dA A OD, dD A MD, dV A COA), dA dd CN), 
“dA dd), 
所 以 二 阶 行列 式 因 子 P:(iD = d,(0)4d,(N)， 这样 下 去 ， 对 角形 阵 (1》 
的 一 切 非 零 的 > 阶 子 式 就 是 
全 《de 
所 以 ” 惟 行 更 式 因子 也 (和 = 0d(D dd,(iD)， 
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由 此 可 得 


d 0 = DV, dN = 2 D0) 


Dy D(a 
上 述 (2 ) 式 表 明 ，A) 的 标准 形 (1) 对 角 线 上 的 非 零 元 索 
Dd 由 402) 的 各 阶 行 到 式 因 子 所 瞧 一 确定 ， 而 
行列 式 因 子 在 初等 变换 之 下 是 不 变 的 ， 从 而 D0，d(D dA 各) 
在 初等 变换 之 下 也 生 不 变 的 。 这 就 证 其 了 有 400) 在 相抵 之 下 的 标准 
形 恰 有 一 个 ， 

把 标准 形 (1)》 对 角 线 上 的 非 零 元 素 (dD), 41() 串 
做 矶 (四 的 不 变 因 了 于 是 居 当 的 ， 

旺 然 定理 1 和 定理 2 保证 对 任 一 4 一 矩阵 A(N) 都 能 具 栖 求 出 
不 上 改 因 子 ， 面 且 是 叭 一 的 ， 这 也 就 求 出 了 初等 因子 ,而且 初等 因子 
也 是 出 A() 瞧 一 决定 ， 

这 样 ， 不 变 因 子 、 初 等 因子 组 .行列 式 因 子 三 者 者 是 ;一 皂 阵 
在 初 竺 变换 之 下 的 本 变量 。 明 确 地 说 就 是 ， 

两 个 同 秩 1 一 矩 耻 人 (1 与 Bt(2) 相抵 的 充分 必要 条 忻 是 所 (1 
与 Bti) 的 不 蛮 因 子 相 同 ; 

两 个 同 秩 \ 一 矩阵 入 (办 与 BB() 粕 抵 的 充分 必要 条 忻 是 02) 
与 B() 的 初等 因子 组 柏 同 1 

两 个 同 秩 4 一 纤 阵 及 (i) 与 “(由 相 抵 的 充分 必要 条件 是 入 
与 B(4) 的 行列 式 因 子 粕 局 . 

福 上 节 已 给 出 由 4 的 不 变 因 子 来 求 4 的 有 理 标 准 形 ， 由 扫 的 不 
变 因 子 ， 再 求 初 等 因子 组 来 求人 4 的 若 当 标准 形 。 就 是 说 ， 求 4 的 有 
理 标准 形 、 若 当 标 准 形 都 需要 求 出 4 的 不 案 因 子 。 而 如 何 求 要 的 不 
变 因 子 呢 ? 到 现在 为 止 ， 有 两 个 办 法 ， 

1) 根据 定义 ， 就 是 将 和 4 的 特征 秆 阵 一 4 用 初等 变换 化 为 
标准 形 ， 标 准 形 的 对 角 线 上 的 多 项 式 就 是 4 的 不 变 因 子 ;: 

2 ) 由 定理 3 的 证 肯 过 程 可 以 媳 出 ， 先 求 44 的 特征 矩阵 灯 - -4 
的 行列 式 因 子 忆 (iD 也 (也 (0 然后 令 


"sy ad.(2A) = {2) 
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DCA) 
a, 4 =D ,和 | = 一 一 "ee dal 一 


刚 d(C， dD) …; data) 就 十 有 4 的 不 变 因 子 ， 

以 于 两 个 办 法 就 是 通过 化 标准 形 求 刀 的 不 变 四 子 ， 通 过 求 行列 
式 因 子 来 求 不 蛮 因 子 .。 我 们 知道 一 个 4 一 定 阵 化 成 标准 形 的 要 求 是 
比较 茄 的 ， 如 果 ;一 甜 阵 的 行列 数 稍 高 一 些 ， 阵 中 的 元 素 稍 复杂 一 
些 ， 那 么 化 起 来 就 比较 麻烦 、 比 较 困 难 。 而 一 个 ,一 年 阵 比 较 特 殊 
一 些 时 求 行列 式 因 子 逊 不 难 ， 但 稍 一 般 一 些 束 不 容易 了 ， 甚 至 也 比 
较 难 、 下 面 再 介绍 一 种 求 1 一 矩阵 不 变 因子 和 初等 因子 的 办 法 ， 这 
个 办 法 有 时 显得 方便 一 些 、 为 此 

首先 讨论 不 变 因 子 与 初等 因子 之 关系 。 委 据 初 等 因子 的 定义 ， 
我 们 已 经 知道 ， 山 不 变 因 子 可 决定 初等 划 子 。 反之， 若 知 道 4 一 守 
阵 的 秩 和 和 初等 因子 组 ， 那 么 也 能 决定 不 变 因 子 。 这 只 发 应 用 不 变 因 
子 所 适合 的 整除 的 性 质 ， 4d(0) |d,(2) |…| d; (2) 和 初等 因子 组 的 定 
儿 就 可 以 做 到 ， 这 因为 ， 一 是 由 于 初等 因子 组 中 每 个 成 员 痢 是 某 个 
不 率 因 子 中 人 的 因子 ;二 是 由 于 不 变 因 子 依次 整除 的 性 质 知 ， 最 
后 一 个 不 浴 因 子 dit2) 包含 了 初等 因子 组 中 亡 有 和 祖 五 异 的 因子 ， 根 
相同 的 因子 取 方 指数 最 高 的 那 一 个 。 机 zd._,(4) 是 初等 因子 组 中 ， 
除了 4d.(4) 所 售 的 因子 外 ， 所 含 到 下 的 所 右 根 互 异 的 四 子 ， 根 相 
辐 的 因子 到 方 指数 报 高 的 那 一 个 。 这 样 继续 下 去 ， 乃 后 就 决定 了 不 
变 因 于 纪 ( 人 de 有， 当然 可 能 到 某 步 ， 比 如 到 恩人 初等 因子 
组 中 的 关子 全 取 完 了 ， 这 时 dD) = 1 ,di (40) =1,… yd = 

例如 ， 设 4 一 害 降 的 秩 为 $6 ， 初 等 因子 组 为 

CA 1 CA— AY, CA—1), Ca+1), (A+1)’, (CA) 二, 
于 是 A() 的 不 变 因 子 为 

dC2) = Ch— D+ 1) t+]1， 

da) = CA— I+ 1) = 

dN = (4-1): =A- 2+1, 

d,(1) =1, 


Da 
Ded 
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d (0) =1. 
其 次 讨论 求 初等 因子 组 的 方法 ， 我 们 给 出 
定理 4 如果 召 ( 好 是 一 个 m 行 n 列 的 秩 为 ?的 对 角形 1 一 矩 
阵 ; 
pn) 
hd) 
BCX) = 下 
0 
~、 
0 2 
而 有 (的 标准 分 解 式 〈 不 六 认为 Ri(2) 首 系 数 为 1) 为 
ha) = CA— A AAD A A Ci=1,2,.,+) 
则 所 有 的 
《一 站 一 
除去 宕 指数 为 0 的 和 外， 就 恰好 构成 了 吾 (i 的 初等 因子 组 
证 明 先 证 所 有 的 (2 一 24", (i = 1,2,*…,?)， 除 指数 为 0 的 
外 ， 都 是 Bt) 的 初等 因子 。 设 
DD, DD ,ss DD; dM dA), ,dC) 
分 别 是 BC(2) 的 行列 式 因子 与 不 变 因 子 。 再 不妨 设 诸 整 数 zi 是 按 
天 小 活 序 排 好 的 ， 
0 和 坟 | 和 术 和 
这 因为 阁 不 是 这 样 ， 可 对 3 施行 适当 的 初等 变换 ( 互 换 某 两 
行 ， 冉 互 换 这 两 列 》 就 能 使 所 得 的 1 一 矩阵 〈 仍 为 对 角形 县 与 也 (六 
相抵 ) 对 角 线 上 的 各 多 项 式 的 因子 4- im 的 指数 诸 mw, 满足 
我 们 的 要 求 。 这 大 假 设 好 以 后 ， 了 1 的 任 一 上 阶 子 式 就 都 能 被 (2 一 
AD 了 除 ， 从 责 人 4 总” 恒 是 Put 的 因子 ， 其 中 六 = 
开 寺 二 十 十 但 -4)"™! 就 不 能 整除 Di(W)， 其 原因 是 左上 
角 那 个 上 阶 子 式 就 上 只 合 有 人 -和 的 后 次 寡 。 因 此 ，Dxt = (4 一 
40mgAi(A4)， 共 中 gr(4) 不 再 会 有 因子 41- 4， 亦 即 
DACA) = CA— A mt BrCA), A— A era)., 
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同 理 可 知 ， 

Did) 三 《一 AL 
而 
DCAa) 
Del) 
即 不 变 因 闻 不 人) 中 人 怡 仿 GQ 一 和 的 wk 深 乔 ， 战 QM 一 mT 当知 
天 0 时 为 BO 的 一 个 初等 因子 ， 上 = 1,2,…', 7， 

问 理 可 证 定理 中 其 他 所 有 因子 ( 除 指 数 为 0 者 外 ) 都 是 B00) 
的 初等 因子 ， 

次 证 除了 这 些 因 子 外 ，B (Xi) 不 再 有 其 他 的 初等 因子 。 从 上面 
的 证 明 过 程 已 经 看 出 ， 如 果 (1- 加 0) 是 售 于 某 个 不 恋 因 子 中 的 初等 
固 了 于， 而 4 又 是 和 ;和 中 之 一 ， 刚 这 个 因子 就 已 经 是 定理 中 的 
那些 因 了 之 一 了 。 记 以 ， 只 要 证 明 BC 的 初等 因子 组 中 不 含有 
(~ 其 中 天 XG =1,2,"…,t}， 这 祥 的 初等 因子 就 够 了 ， 
这 是 明显 的 事实 ， 困 为 人 141- 和 在 入 天 和 =1,8, 尺 ,1 时 ， 就 不 
是 诸 #;( 力 的 任何 一 个 因子 ， 从 而 不 是 Bt24) 中 任何 一 个 行列 式 央 
于 的 因子 ， 自 然 更 不 是 BA 中 和 任何 一 个 不 变 因 于 移 因 子 了 ， 于 是 
”定理 得 证 . 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 一 个 对 角形 ;一 上 矩阵 的 初等 因子 组 从 是 对 
胡 线 上 诸多 项 式 (在 复数 域 中 ) 的 标准 分 解 式 中 所 有 非 零 次 寡 的 因 
于 的 全 体 ， 由 于 相抵 的 两 个 ,一 答 阵 初等 因子 组 和 秩 丰 同 ， 所 以 求 
一 般 的 i 一 矩阵 At4) 的 初等 因子 组 ， 可 以 对 4(0 施行 初等 变换 
化 为 对 角形 4 一 矩阵 ， 对 角 线 上 非 零 多 项 式 的 个 数 就 是 4( 办 的 秩 ， 
而 对 角 线 上 清 多 项 式 (在 复数 域 中 ) 的 标准 分 解 式 中 所 有 非 零 次 筹 
的 因子 恰好 是 AtW) 的 初等 因子 组 ， 例 如 ， 求 ;一 定 阵 


dA) = = A AA" FAY, 让 一 ite (A), 


1 0 A 2) 0 d 0 
站 (一 0 0 0 0 
(a) =| 0 0 0 0 2A-—-2 
0 0 ACA+1y 0 
0 0 性 1 一 30 
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的 初等 因子 组 ， 不 变 因 了 于 。 
解 对 4(D 用 初等 变换 化 为 对 角形 i 一 矩 中 ， 即 交换 人 4 人 
的 一 二 两 行 ， 三 四 两 行 ， 得 


(240-2): 0 0 0 0 
| 0 2 2750 0 0 
400- 0 0 AaA+1) 0 0 
| 9 0 0 0 2-2| 
“0 0 0 4-20 
再 交换 四 五 两 行 ， 得 
1 一 2 
PA 238 
二 (和 一 ?> AiTTT) 
1 2) 


于 是 A0) 的 秩 为 5; 初等 因子 组 为 4, (4~2)*，, 一 2 
4+ 1，4 一 2,4 一 2 而 不 变 办 于 为 
gif 和 = 人 一 32772484+1 
dA) = ACA 22) 
dA) = ACA— 2) 
d,(A) = 4—2 
di =1, 
下 而 我 们 来 解决 第 二 个 问题 ， 即 由 媳 的 不 变 因子 ， 初 等 因子 组 
所 决定 的 有 理 型 矩阵 、 车 当 型 秆 阵 都 与 4 是 相似 的 。 解决 这 个 问题 
可 分 为 两 步 ， 第 一 步 证 明 相 的 有 理 型 秆 阵 与 4 有 相同 的 不 变 因 子 ， 
扫 的 车 当 型 矩阵 与 和 4 有 榈 癌 的 初等 因子 组 。 总 插 起 来 就 是 证 明 扫 的 
特征 插 阵 与 有 理 型 矩阵 ，、 若 当 型 矩阵 的 特征 矩阵 相抵 + 第 二 步 证 明 
两 个 数字 符 阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 其 特征 插 阵 相抵 。 
先 来 解决 第 一 步 的 问题 。 
命题 3 44 与 其 有 理 型 得 阵 有 相同 的 不 变 因 于 。 
证 明 设 有 4 的 不 变 因 子 为 
ly, Ls ds tA), 
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其 中 每 个 di(2) 者 是 非 零 次 的 ， 且 每 个 


dC) 二 i 十 Gd 十 "十 En 十 Cr 


的 华 侣 征 阵 为 
站 日 站 0 一 人 
100.0 -a 
MN, = 0 10...0 in 
O00 — ga, 
O00...1-C— 如 | 只 
其 有 娃 型 算 阵 为 
N, 
,~ ) 
Ny,， 
现在 求 
aA, — IN, 
.3B=( \ ) 
AT 一 了， 


的 不 挛 因 子 ， 其 中 ls 表示 # 阶 单位 阵 。 


因为 
A 010 0 sis 
一 二 放 明 0 fin | 
IT- N,;= 日 一 二 和 站 Hin:_, 
0 O00.. 4 a 
0 O00-1 tan’ 
的 各 阶 行列 式 因 子 为 


DW = 1 3 Ds, ,tN) =1, Dla) 三 和 二 Tins_ i 
+ Am 于 是 六 的 不 变 因 于 为 1,…,1,d;( 和 。 故 


1 
Ti 一 we 、 1 
dt) 和 


所 以 
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一 一 


1 
da) 


dN) 
1, "yg 1, d ,C4), i d ,CA), 
这 就 证 明了 本 命题 。 


命题 4 及 与 其 车 当 型 矩阵 有 相同 的 杆 等 因子 组 ， 


证 明 设 二 的 初等 因子 组 为 


{4~ Pi" (aC— p23) "yp (24— pr"™! a 
而 每 个 初等 因子 0- pi)”™ 的 车 当 块 为 六 : 阶 阵 ， 


[Pr 1 
pl 


ji= 


Di ie 
则 鼠 的 苦 当 型 阵 为 
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的 初等 因子 组 ， 因 为 


的 各 挤 行列 式 因子 为 

DD = Do (WD= 1, Dad) = -Pp)™, 
所以 J 的 不 变 因 于 次 

lss 1, dd) = CA ori, 


故 
1 
A + ‘| ~ 1 ) 
{a 站 让 站 
因此 
1 
~、 
1 
(4 一 py ™! 
~ 
il,— /一 1 
《下 一 pe" 
~、 
1 
| ! 
(A pO)™ 


由 定理 4 可 知 17s-J， 即 的 初等 因子 组 恰 为 
CA pl, CA pa) te, CA pt, 
再 来 解决 第 二 步 的 问题 ， 为 此 ， 先 给 出 两 个 命题 艇 准备 ， 
命题 5 设 4, 电 为 半 阶 数字 矩阵 . 如果 存在 数字 矩阵 P,, 人 @, 使 
MT -A= Pal BQ, 
则 所 与 B 相 似 ， 
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证 明 由 
al—- .A= Pl BO,= 1 一 了 了， 
于 是 比较 关于 * 的 和 窍 阵 多 项 式 的 系数 ， 则 有 
PQ =I, A=P,B0, 
即 P,= 0 ,A= 4 Bu 所 内 妈 与 8 相似 ， 证 完 ， 
命题 6 设 U(W) 为 任 一 1 一 矩阵 ， 妈 为 非 零 数 宁 和 类 阵 。 那 么 
存在 1 一 矩阵 名 (人 ， 数 字 和 矩阵 吕 , 使 
Ua) — CA AYY CY + RE, 
类 伺 地 ， 有 9 (2 ，R， 使 
UD = 0 tT .A+ RE, 
证 明 这 里 和 多 项 式 的 综合 除法 一 样 ， 愉 是 由 于 算 阵 乘法 不 薄 
丰 奖 换 律 ， 队 而 除 得 的 奖 与 余 式 有 左 、 右 之 别 。 我 们 只 证 前 一 个 等 
式 ， 因 为 司 者 与 前 者 完全 类 似 . 
把 1 一 矩阵 Ut2) 表达 成 以 矩阵 为 系数 的 多 项 式 的 形式 ， 
UD = DA Dl it DAdtD, 
其 中 D,, PPDooD。 都 是 数字 和 矩阵 ， 且 Dis0 ， 
好 果 乾 =0 联 B60)=0， R=D 
现在 设 关 > 洲 用 待定 系数 法 ， 令 
QA = OAmT OA + Oa + 0, 
于 是 
AT-— AVCD = 0 Ar + (0.— 0 1 二 
一 .Qi 
取 
0,= D, 
0 =D,+ .AA0, 
0,=D, + .0, 


Ql 一 D,,. 十 /40 
R= D,+ AQ,,., 
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便 有 
UD = -AO +R 
上 成立。 证 完 . 
有 了 命题 5 、6 的 准备 ， 我 们 便 可 证 明 以 下 重要 的 
定理 5 ”两 个 数字 方 阵 4 与 吾 相似 的 充分 必要 条 件 是 福 - 有 A 与 
好 一 刁 相抵 ， 
证 明 先 证 必要 性 ， 由 4 一 了 ,有 可 道 阜 阵 忆 ,使 3B= P-L4P。 
而 
1 ~- B=Al— P-iAP= PIT-d)P. 
据 本 节 推 论 2 知 ，iI 一 A> -3B, 
再 来 证 充分 性 . 设 i1- A 与 社 -B 相 抵 ， 于 是 有 可 逆 ;一休 
阵 U2)，V(), 使 
i -A=U a BV CD. 
据 命 题 6， 可 把 UC) ,VCN) 写 成 以 下 形式 ， 


Ua) = CA AYV A) + RR, (2) 
VD = Poal~ A)+R,., (3) 
把 (3) 代入 
UAV A = GT- BV OO) 
经 癌 理 ， 得 


[UTD — Cl BPEODICOT—- A) = (1 -BYR,. 

上 式 有 颖 有 成一 个 矩阵 多 项 式 ， 其 次 数 志 1 。 因 此 左 端 的 
UX) = Cal — BYP CA) 

必 为 数字 短 阵 ， 记 作 了 =TDU (0 - 1- BPtN), 于 是 有 
UDT UGA- BP = 了 (4) 
TGQI-A) = CT- BR,, 《5 ) 

现在 我 们 证 明 工 是 可 道 的 。 由 〈4 ) 式 知 ， 
i=UDT+UO (AT BYPOY 

= UDT + AAV PA) 
= CI- AOD +t RIT + OT -AY -OV PD 
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-RT+(I- AOODTIVNP OY. 
考虑 上 这 两 端 作为 短 阵 多 项 式 的 次 数 ， 由 于 &R7T，[ 孝 是 数字 矩阵， 
于 起 必 布 
QVT HAV- HADVPY = 0, 
故 担 
RT =J， 即 本 是 可 遂 的 ， 
从 谭 由 5) 式 ， 可 得 
Al- A=T CT- BR, 
由 他 题 5 ， 香 要 与 了 相似 ， 证 完 ， 

出 定理 5 ， 立 刻 得 到 以 下 结论 ， 

两 个 区 阶 数字 矩阵 双 与 召 相似 的 充分 必要 条 件 是 又 与 召 的 不 变 
因 于 相同 ， 

病 个 % 阶 数 汪 算 阵 人 A 与 B 相似 的 完 分 必要 条 忻 吓 刀 与 B 的 初等 
因子 组 和 相间， 

本 个 六 阶 数 孚 矩阵 怒 与 马 相 似 的 充分 必要 条 件 是 入 与 吾 的 行列 
哉 因子 相同 ， 

这 站 上 明 ， 不 变 因 子 、 初 等 因子 组 、 行 列 式 因 子 都 是 相似 分 类 的 
完备 不 变量 ， 

出 于 数字 答 阵 也 与 它 的 有 理 型 阵 不 变 因 子 相 同 ，4 妈 与 它 的 着 当 
型 阵 的 初等 因子 组 相间 ， 所 以 ， 妈 与 其 有 理 型 阵 相 似 ，4 与 其 若 当 
型 矩阵 相似， 

到 现在 为 止 、 我 们 提出 的 两 个 记 题 都 得 到 了 完 渍 的 解 凑 。 最 后 
借助 于 游 当 标准 形 ， 再 给 出 ， 一 个 # 阶 阵 扫 相似 于 对 角形 阵 的 充分 
此 取 条件 

我 们 知道 ， 任 一 # 阶 阵 扫 都 与 一 个 着 当 型 阵 相似 ， 而 若 当 型 阵 
对 骨 线 上 诸 块 都 是 一 阶 块 了 时 ， 就 是 对 角形 隆 ， 因 此 有 

定理 6 入 与 对 角形 阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 刀 的 初等 因子 都 
是 一 次 的 


证 明 ” 先 证 必要 性 ， 设 
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1 
a ~ 
Ap 。 


南 本 节 和 定理 5 知 ， 


AC— 
ili, 一 .4->1T 一 a 4 ) 
4 一作 


手 是 由 本 节 定 理 4 知 ，8 的 初等 因子 恰好 十 
A— A A dy A A 
都 是 一 次 欧 。 歼 4 的 初等 因子 都 是 一 次 的 ， 

再 证 充分 全， 出 于 妃 的 初等 因子 都 是 一 次 的 ， 故 每 个 初等 因 于 
决定 的 车 当 块 都 是 一 阶 卖 ， 从 调 妥 的 著 当 型 阵 为 对 角形 阵 ， 也 就 是 
看 与 对 角形 阵 相 似 ， 证 完 ， 

与 对 前 形 阵 相似 的 充分 必要 条 件 还 可 以 通过 最 小 多 项 式 来 得 
到 ,为 此 ， 我 们 先 证 

定理 7 nt 阶 阵 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 就 是 4 的 最 小 多 项 式 ， 

证 明 ” 设 本 的 车 当 型 阵 


i 
J -| 人 ) 
J EE 


其 中 J 龙 由 初等 因 字 Gp "类 定 欧 车 当 块 。 显然 4 与 ] 有 可 
同 的 最 小 多 项 式 ， 有 相同 的 不 变 因 子 。 寝 定理? 的 要 求 ， 只 须 证 J 
的 最 小 多 项 式 就 是 王 的 最 后 一 个 不 变 因 于 其 可. 
事实 上 ,我 们 知道 了 的 慑 小 多 项 式 是 庄 块 用 ，],,，…,]， 的 最 小 
多 项 式 的 最 小 公 倍 式 ， 而 每 个 块 J， 的 最 小 多 项 式 输 为 (14 一 pm 。 
这 因为 
d 1 i 
0 1 | 
Ci— pid) ™i= ~、~\ : = 0， 
od 
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和 并 且 当 四 < 天 时 ， 
Ui-pln):-| NS li 


这 斌 是 说 ，J 的 最 小 多 项 式 恰 好 等 于 
CA— pm CA Pr) 2 ey CA Pe) 
的 最 小 公信 式 ， 
另外 ，J 汪 的 初等 因子 组 恰 深 
CA pl, CA Pe), CA pT 
而 J 的 最 后 一 个 不 变 因 子 的 标准 分 解 式 中 包含 了 初等 因子 组 中 所有 
根 五 异 的 初等 因子 ， 根 相同 的 取 方 指数 最 高 的 堵 一 个 。 于 是 」 榴 最 
后 一 个 天野 玉 子 怡 好 等 于 
CA— Pp), CA— pea) my es CA— pm™! 
的 最 小 公 倍 式 ， 故 本 定理 得 证 ， 
定理 8 1 阶 阵 全 相似 于 对 角形 阵 的 充分 必要 条 件 是 太 的 最 小 
多 项 式 无 重 根 ， 
证 明 由 本 节 定 理 6 知 ， 妥 与 对 角形 阵 相 但 的 充分 必要 条 忻 是 
二 的 初等 因子 都 是 一 次 的 。 本 的 初等 因子 都 是 一 次 的 充分 必要 条 忻 
是 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 无 重 因 式 ， 也 就 是 有 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 
无 重 禄 。， 由 本 节 定 理 7 知 ，4 的 最 小 多 项 式 无 重 根 ， 定 理 得 证 ， 
定理 8 告诉 我 们 ， 判 断 一 个 阵 甩 能 否 与 对 角形 阵 相 似 ， 只 须 看 
本 的 最 小 多 项 式 是 否 无 重 根 ， 


练 习 八 


1， 送 断 下 列 4 与 了 是 否 相 托 ， 
1 》 834 二 1 4 44—1 
AW= (1-x 由 一 二 1 大 
丰 十 和 十 2 让 二 21 ， 
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1+T1 24—2 和 刀 一 21 
BO -= (2 21—3 22) 
-2 1 1 
2 ) i-a0 0 -1 0 0 
| 0 i-a 0 0 -1 
| 中 站 4 一 了 0 — 1 
AWD=I pe 1 0 2-4 0 0 
0 BB: 1 0 A—a 0 
[0 0o pg 0 0 11-4/ 
rr 1 0 1 0 0 0 
| 0 -1 1 0 0 0 
0 0 -1 0 0 0 
BO 0 0 po 让 1 0 
| 0 0 0 (CA a 1 
0 0 1 0 0 (A— a +P 
2。 求 
| 一 全 | ", 
A— 4 cs 
“| 忆 Yo, 
\ A 一 
的 不 变 因 子 和 初等 因子 组 ， 共 中 oc; 为 非 零 策 数 ， t=1,2,，……， 
多 一 圭 ) 


3， 设 《上 1 = 证 明 下 而 各 1 一 符 阵 是 相抵 的 : 


(0 0) (人 ro) (p020)). 


4, 设 At) 为 5 阶 4- 窒 际 ， 秩 为 4 ， 初 等 因子 组 为 4 
六 ,一 4 一 1 A+ 1 试 求 AOVD 的 不 变 因 子 , 并 写 出 A(%2) 
在 相抵 之 下 的 标准 形 ， 

5. 证 明 

1) 7#* 阶 4 一 矩阵 A 是 可 道 的 充分 必要 条 件 是 AC0) 仪 经 
行 的 初等 变换 就 能 化 为 !a! 

2 ) # 阶 4 一 矩阵 ACVD 是 可 道 的 充分 必要 条 件 是 A{ 办 仪 经 
列 的 初等 变换 就 能 化 为 Te。 

6。 判 断 下 烈 各 阵 是 否 是 道 ， 并 将 可 北 阵 天 为 初等 阵 之 积 ， 
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2 2 1 1 4 2 54t 1 254 
1) (9 1 0), 2) 0 2 4) 3) ( ) 
1 0 0 0 1 A 54 一 二 ， 


7、 秩 为 # 的 # 阶 2 一 矩阵 称 为 满 条 的 ,试问 浦 秩 的 # 阶 4 一 
矩阵 是 否 一 定 可 逆 ? 下 列 矩 阵 郧 个 是 满 针 的 ， 哪 个 是 可 道 的 ? 
A (0 B00 = (2 1 1 ) 
A 1 2/, 让 十 1 2 二 
8， 证 明 ， 现 个 胡 托 的 4 一 矩阵 竟 行 列 式 只 相关 一 个 非 堆 的 间 
数 因 子 ， 
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9. 征明 下 列 方 陈 
人 
任何 湖 个 都 不 相似 ， 


10。 判 断 下 列 两 个 矩阵 是 否 相 似 ， 


3 1 00 3 1 00 
i-4-1 00 .1-4~1 00 
2 6 1 和 2 7 1 和 

-14-5-10/, ~17~6-10/, 


11。 证 谓 ，44 与 其 转 属 阵 全 相似 ， 
12. 设 # 阶 阵 扩 ， 41(0), 大 (ed 为 所 的 木 变 因子 ,证 
朋 
[A -A= dD dD dd), 
13， 在 复数 域 中 ，* 酚 方 阵 妈 的 着 当 型 阵 由 的 若 当 抉 可 否 换 为 
[Pa 
PH 


所 
™ 


， 《2 站 ) 


~ 


形式 ， 为 什么 ? 


习 题 十 


1， 证 明 ， 

1 相似 秆 阵 或 者 同时 可 逆 ， 或 者 同时 虱 丰 可逆 
2) 如 果 有 4 一 了 B， 且 有 4 与 BB 都 可 道 ， 岂 A 一 BB , 
2. 证 明 ， 

] ) 与 丢 乱 阵 和 位 的 阵 坷 为 展 零 阵 ; 

2 ) 与 么 寡 阵 相似 的 阵 均 为 么 宕 阵 ; 

3 ) 与 技 等 阵 相似 的 阵 均 为 宕 等 阵 。 

3， 斌 A 一 B，A, 一 了 B,,…, A, 一 B,。， 证 其 


1 B, 
| “1 H | 
“1 “Bp | 


4. 证 明 ，# 芥 矩 阵 扫 的 行列 式 等 于 它 的 特 红 多 项 式 的 常数 项 
的 《 -1)" 售 ， 进 麻 等 于 其 特征 根 之 积 ， 

5。 设 阶 亡 阵 44 的 任 一 行 中 * 个 元 素 之 和 都 基 4， 证明 ， 
4 是 毛 的 特征 根 ，(1,…,1) 是 所 4 的 属于 特征 根 14 药 特征 向 其 ， 

6， 证 表 :， 反对 称 实 垂 阵 的 特征 根 是 零 或 是 线 虚 数 ， 

7. 证 明 ， 在 复数 域 C 中 , 车 4B8=B4， 则 4 与 3 有 公共 的 
特征 身世。 

3. 证 明 ，* 挤 方 阵 妈 的 特征 根 必 是 妇 的 最 小 多 项 式 的 根 ， 

9. 设 * 挤 方 阵 才 有 站 个 不 同 的 特征 根 。 证 明 与 4 可 换 的 = 吸 
方 阵 B 了 B 必 与 对 角形 阵 相 似 ， 

10。 设 erg0e E19 52," En 榴 为 #5 维和 铅 晤 室 间 的 标准 正 交 
基底 ， 且 


HI iI 
pr) oa 村 
二 {ee1'''En) 人 0 
只 


i 由 由 全权 
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证 明 ， 


Hl Ha Ain 
A= Hal Aap am 
tL frie iy nn 


为 正 交 人 算 隆 ， 

11。 设 A、B 部 是 正 交 矩阵 .车 1A4| = -~ 181, 证 明 14 + 81 
三 从 ， 

i193，, 设 4、3 都 总 正 交 给 阵 ， 证明， 

1) 方程 4- 了 1=0 的 根 均 为 正 的 ; 

2) 4= 屯 的 充分 必要 条 人 性 是 14- B| = 0 的 所 有 根 均 为 1， 

13。 二 次 型 f(x,,…,x) 的 表示 矩阵 为 4，;? 是 4 的 特征 根 ， 
证 其 ， 存 在 非 零 的 = 维 向 重信 … ， 俩 

fs Ey Co) = A CY, 

14。 设 3 了 为 实 反 对 称 阵 。 证 明 ， 

1) 1- 和 I+ 了 都 是 可 道 的 ; 

2) A= (I -5)(+$- :为 正 交 和 佐 阵 . 

15, 设 万 为 实 对 称 阵 ， 且 A* = 4。 证明， 存在 正 交 算 阵 了 ， 合 


16。 设 4 为 三 阶 正 交 年 阵 ， 且 det4d = 1 证明， 在 在 一 个 数 
1(l<! 志 3),， 使 
A -iiA-I= 0., 
17。 设 


0 3 3 3 1 00 
本 本 4 
| 1 8 | | 7 1 8 9 

2-14-10/, -17 -6 ~1 1 
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求 与 4”，、B" ”相似 的 阵 ， 

18。 设 本 为 z 访 方 阵 。 证 明 ，.44 与 对 角形 跨 相 似 的 充分 必要 条 
件 是 存在 一 个 次 产 工 指 无 重要 的 多 项 式 1( 力 ,使 1(4) = 0。 

19。 证 朋 ， 

1) 非 零 的 军 堆 矩阵 不 能 与 对 角形 阵 相似 ; 

2) 禾 鹤 阵 4, 有 14+ = 1.， 

20， 证明 ， 么 磊 方 阵 毛 与 对 角 江 隆 相似 ， 

21。 求 出 三 阶 对 合 阵 的 一 团 可 能 的 若 当 标准 形 ， 

22。 求 出 三 沪 方 阵 反 的 若 当 标准 形 的 一 切 可 能 形式 ， 

23， 设 4 阶 方 阵 妈 前 最 小 客 项 式 鸭 史 (办 ，4 和 的 #-1 阶 行列 式 
国耻 Dit) 为 #1 次 的 多 项 式 ， 证 明 ，D,. (0D =[9 600” 。 

24。 设 4 为 # 阶 方 阵 。 证 明 , 妇 与 对 角形 阵 相似 的 充分 必要 条 
忻 是 对 妇 的 任 一 特征 根 Xi;， 均 有 (tls 一 A)* 与 《41s A) 秩 数 相 
间 ， 

3。 设 过 为 防 方 阵 ， 证 明 ， 取 与 对 角形 阵 相似 的 充分 必要 条 
件 是 对 4 的 任 一 特征 根 1 ， 方 程 组 


* | 必 fA 0 
Ql A )=(: ils ~ 4) 人 人 
Xn 0 \x 0 


古 间 解 的 ， 

26。 设 二 和 阶 实 方 阵 折 的 行列 式 为 负数 证明， 存在 二 阶 满 秩 实 
阵 了 ， 使 P -4P 为 对 第 形 ， 

27。 著 实数 域 上 的 两 个 # 阶 方 阵 万 ，3B 在 复数 域 二 相似 ， 证 明 
性 与 了 B 必 在 实数 域 上 相似 ， 
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第 十 一 章 ”线性 空间 


81 线性 空间 的 定义 与 简单 性 质 


在 第 六 章 为 了 研究 线性 方程 组 解 的 结构 给 出 了 # 维 向 量 空间 
FY 的 概念 ， 做 成 宝 间 的 元 素 是 x 数组 (写成 1x# 夭 阵 的 形式 或 号 
成 # x 1 秆 阵 的 形式 和 皆 可 ) ， 对 空间 的 元 素 # 数组 可 以 做 两 种 运算 ， 
加 法 运算 与 悦 数 运算 ， 并 且 满 足 熟 知 的 八 个 条 件 ， 

1 ) 加 法 交换 律 

arB=P+a, 

2 ) 加 法 结合 
(m+ +rr=a+ (A+), 
有 等 同 量 0 ， 对 任意 的 向 量 a 使 
+ =a=0+a, 

4 ) 双 和 仁 一 个 辐 量 as， 存在 一 个 向 量 = 使 

+o =0=a +a, 

5) Etat BY = Ea t+, 

BY (Et Da= kat ia, 

7) kDa= k(ta), 

由 3 la=s a, 

其 中 a，B,，7 为 Fw 中 任意 向 量 ， 7 为 了 中 任意 的 数 ， 

综合 起 来 ， 可 以 概 揪 地 说 ， 数 域 上 上 的 向 量 空间 FF 由 三 个 要 
素 组 成 ， 

1。 一 组 可 运算 的 元 率 s 数 组 ， 


3 


Me 
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32， 两 个 运算 方法 ， 加 法 运算 与 售 数 运算 ， 

3， 八 个 条 件 ，1) 一 8) 。 

道 合 以 上 三 方面 要 求 的 除了 由 * 数组 构 威 的 向 晤 空间 之 外 ， 大 
家 比较 熟悉 的 ， 数 域 下 上 一 元 多 项 式 集合 FFCx] 和 了 上 站 xz 征 阵 集 
合 旭 。xn(F)》 也 都 全 面 满 足 上 述 三 方面 的 要 求 ， 实 际 上 ， 满 足以 上 
三 方面 要 求 的 是 一 类 相当 广泛 的 数学 对 象 。 为 了 对 这 类 对 和 象 用 统一 
的 方法 加 以 研究 ， 以 便 形 成 一 般 的 理论 ， 我 们 是 然 地 引出 线性 空间 
的 概念 . 

定义 ”假设 

t， 五 是 任意 数 域 ，V 是 任意 非 空 集合 ， 

3， VV 有 一 个 运算 ， 叫 加 法 ， FF，V 到 V 有 一 个 运算 ， 叫 倍数 


3。 这 两 个 运算 满足 下 列 八 个 条 件 ， 
ly ot+B=B+a, 
2) at) t+?=a+ (P+?), 
3) 信 中 有 元 素 9，YaEV 广 使 
t=a-d+t+a, 
4 ) 对 每 一 a 让， 有 a'EV， 使 
atea=68=a't+a, 
BY gloat BY) = a + 6, 
6) (Ek+ Da= kat ia, 
7)》 (kDa= Ek(ie), 
8) 1l:a=a, 
其 中 as， 有 7 为 了 中 任意 元 素 ，&，7 为 玉 中 任意 数 ， 由 称 妆 做 
成 FE 上 的 线性 空间 (也 说 V 是 上 的 线性 空间 ) ，V 中 的 元 素 叫 做 向 
量 ， 以 下 常用 Y CF) 表示 Y 是 关上 的 线性 空间 ， 
例 1 由 F 上 s 数 组 构成 的 向 量 空间 Fe 是 丰 上 的 线性 空间 
例 2 Pixy] fx) = 00+t t+ gx", ai 人 ，# 为 任意 非 
负 整 数 ， 按 多 项 式 的 加 法 ， 数 与 多 项 式 相 乘 的 倍数 运算 ， Frx] 十 
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下 上 上 的 线性 室 间 ，FKx] 的 每 一 多 项 式 都 叫做 加 划 。 

例 3 寻 。xw(P) 按 矩 阵 加 法 ， 数 与 矩阵 相 飞 的 倍数 运算 做 成 
下 上 的 线性 空间 。 这 时 每 一 #x*# 矩阵 都 叫 线 性 空间 江 wxn《F) 的 问 
年 。 

例 4 Cite， 如 表示 定义 在 闭 区 间 [Ce， 交 上 一 切 连 续 沙 数 的 
集合 ， 技 函数 的 加 法 ， 数 与 函数 相 习 的 倍数 运算 是 实数 域 了 上 的 线 
性 空间 ， 

例 5 取 卫 为 实数 域 D， 六 为 复数 域 C。 于 是 技 复数 的 加 法 ， 
实数 与 复数 相 乘 的 倍数 运算 ， 复 数 域 C 做 成 实数 域 D 上 的 线性 空 
间 . 

从 线性 空间 的 定义 直接 可 以 推出 以 下 一 些 简 单 而 基本 的 性 质 ， 

1” 有 唯一 的 零 向 量 。 具 育 性 质 

+0=£=0+€, WEEV 
的 向 看 8 是 唯一 的 ， 
于 实 上 假设 六 中 册 量 # 也 有 上 述 性 质 ， 即 
E+0=E=8+£, WEEV 
于 是 考察 56+5， 就 同时 有 
d+ =6, d+8 =0, 
所 以 ，6 = 1 
把 这 个 唯一 的 向 量 8 叶 做 六 的 零 亲 量 ， 简 记 作 9， 
2” 每 一 个 向 量 都 有 唯一 的 负 向 量 ， 对 向 量 * 使 
E18/=0=é'+€ 
的 向 量 $' 是 唯一 的 ， 

事实 上 ， 假 设 入 中 问 量 刀 世 有 上 述 性 质 ， 即 

s+é"=0=6" +E 

于 是 考察 
é'+ 专 +t"， 就 同时 有 
$+ + =£, 
/+ETEN E+ (人 十 后 =E +0=é", 
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也 以 ， 司 7 = 后， 
把 这 个 淮 一 的 向 量 $' 叫 敏 向 量 $ 的 负 和 商量 ， 记 作 = 一， 
3° 0:9=0, k=0 
El-0) = — (a) = (- kk)a, 
先 证 明 0 =0，80=0， 我 们 有 
ratora= (0+ Oa= Oa 
两 过 加 上 -<0.a) 中 得 
0:a=0 
大 站 十 EO0=kO0+ 0 = 6&0, 
两边 加 上 -0) 即 得 
0 =0, 
其 次 证 明 (~-a)= 一 (xy = (-k)a 
kat+ Ek(-a)= ktat (~a)) = 0=0, 
按 负 向 其 的 定义 即 得 
下 一 上 = - (ka) 
(bat ka= (Ct— E+ ka = Or= 0, 
按 负 向 量 的 定义 即 得 
(— 6)a= — (a), 
特别 地 ， 上 = 1 时 了 吏 有 
(- 1)a= 一 区 。 
4 落 za=0 则 有 =0 或 <=0 
设 z=0。 如 果 8s0， 去 证 必 有 wx= 0 


在 等 式 ka=0 的 两 端 同时 于 以 二 ， 则 有 


去 (ka = 天 0 
(Fh)a=0 
12a= 站 
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女 三 站 
5” 设 zsf0。 若 飞 三 和， 则 es 于 和， 
如 果 ka = ha， 在 两 端 同时 加 上 〔- a， 则 有 
a+ (Aa= art (Aa= 《下 上 《一 = 0 
即 得 
(Eka=0. 
因为 三 和 5， 所 以 十 -AX0。 同时 a 站 0。 这 是 一 个 这 盾 ， 因 之 应 
有 ka 二 Ra, 
6” 同 量 的 减法 。 由 于 每 一 向 量 都 有 唯一 的 负 向 量 ， 这 使 我 们 
可 以 定义 向 量 的 减法 如 下 ， 
a- B=at (- 月 ， 
伍 得 注意 的 是 ， 一 般 来 说 向 量 的 减法 既 不 满足 交换 律 ， 也 不 清 
足 结 合 律 。 但是， 倍数 运算 对 减法 是 满足 分 配 律 的 ， 即 
kar— B= 一 天 
革 实 上 
kta- P= Etat (-P)= Eat+k( -BP) 
= Rai+ (CC— EP) = 下 和 一 天 有 


练 习 一 


1。 有 没有 一 个 向 量 的 线性 空间 ? 有 没有 两 个 及 有 限 个 向 量 的 
线性 空间 ? 为 什么 ? 

2. 接 膛 常 多 项 式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 滋 法 ， 下 面 集合 是 否 
构成 数 域 三 上 的 钱 性 空间? 

1) 了 是 数 域 了 上 上 上 次 数 等 于 * 的 铬 项 式 的 集合 . 

2) VF = 9xi 十 wii+ext |a, 6, cEPF} 

3。 平面 z 上 位 于 第 一 象限 的 所 有 向量 ， 关 于 向 量 的 加 法 和 数 
钞 四 量 的 倍数 乘法 是 否 构 成 线性 空间 ? 

4《。 销 通常 乞 阵 的 加 法 积 装 溢 怎 阵 的 倍数 乘法 ， 下 列 集 合 是 否 
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是 实数 域 吕 上 的 线性 空间 ? 

1) 实数 域 上 * 阶 对 称 阵 的 全 体毛 构成 的 集合 ， 

2) 实数 域 上 * 阶 反对 称 阵 的 集合 ， 

3) ={a0) | antawt Ga 人 0 dsED) 

4) GLstD) 十 实数 域 DD 上 # 阶 可 道 矩 阵 的 集合 ， 

5) 3L,(D) 是 实数 域 D 上 # 阶 方 阵 ， 且 行列 式 的 值 等 二 1 的 
集合 ， 

5， 平 面 = 上 全 体 问 量 记 构成 的 集合 ， 对 于 通常 的 向量 加 法 和 和 
如 下 定义 的 数 与 向 量 的 倍数 乘法 

S:r=0 

其 中 a 是 集合 中 任 一 上 向 量 ，ED， 问 该 集合 是 否 是 实数 域 D 上 的 线 
性 空间 ? 

6。 按 数 的 加 法 和 和 张 法 ， 下 列 集合 是 吾 是 实数 域 D 上 的 线性 空 


问 ? 

切 <: 整数 焦 。 

2) Q: 有 埋 数 集 。 

3) 也 ， 实 数 集 ， 

7。 举 例 说 明 线 性 空间 关于 运算 的 第 八条 不 能 由 前 七 条 推出 
来 ， 


$2 子 空间 


在 研究 线性 方程 组 解 的 结构 问题 时 ， 向 量 空 间 的 子 空间 的 重要 
作用 是 十 分 明显 的 。 对 一 般 线 性 空间 的 理论 来 说 ， 子 空间 也 是 相当 
重要 的 概念 ， 

定义 1 设 V 是 F 上 的 线性 空间 、 家 是 Y 的 一 个 非 空子 集 。 如 
果 用 Y 的 加 法 与 倍数 运算 多 本身 也 做 成 环 上 的 线性 空间 。 则 称 W 是 
V 的 一 个 子 空间 ， 

按 定 义 判断 一 个 子 集 开 是 否 做 成 子 空间 似乎 必须 验证 两 个 方 
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面 ， 一 是 验证 季 的 加 法 与 倍数 运算 都 是 子 混 丈 的 运算 ， 二 是 逐条 了 验 
证 八 个 条 性 部 成 谋 .当然 , 必须 切实 验证 7 的 加 法 与 倍数 运算 部 是 丈 
的 运算 ， 但 是 ， 逐 条 验证 扩 个 条 件 都 成 立 是 不 必要 的 。 因 为 我 们 有 
以 下 的 事实 .有 靶 

命题 ” 设 作 是 钱 性 空间 Y 的 非 空子 集 ， 那 么 ， 史 是 V 的 子 空间 
当 且 仅 当 Wa，BEW,， KEF 都 有 a+AEW, kaEW, 

证 明 必要 性 是 显然 的 。 下面 证 朋 充 分 性 , 设 Ya,AEW, EEF 
各 有 a+ PEW， gaE 所 ， 去 证 斌 是 子 空间 ， 这 实际 上 就 是 说 ， 只 
要 F 的 运算 也 大 丈 的 运算 ， 八 个 条 件 自然 都 成 立 。 这 里 需要 证 明 的 
只 是 零 向 最 在 古里 ， 和 了 王 中 每 个 向 量 的 负 网 量 也 在 殉 里 这 两 条 ， 其 
余 六 条 是 不 证 自明 的 ， 

事实 上 ， 任 取 EW， 再 取 下 中 的 数 有 = 0， 那么 &a= 0a= 
0E 六 ， 即 零 向 量 在 信里 ， 再 取 玉 中 的 数 &= -1， 那 么 = (- Da 
= -GE 让， 即 丈 中 和 任 一 回 量 < 的 负 向 量 ~a 也 在 所 里 ， 总 之 ， 枉 是 
F 的 子 空间 ， 

例 1 对 任 一 线性 空间 了 来 说 ， 开 ,= 严 与 开 :,= { 时 即 放 本 温 与 
只 含 一 个 零 向 量 的 子 集 ， 是 六 的 两 个 明显 的 子 空间 ， 一 般 地 ， 把 只 
有 一 个 向 量 的 线性 空间 哇 替 室 间 ; 不 握 于 玉 的 子 宰 间 叫 艇 广 的 真 于 
空间 ， 

例 2 Fw 的 子 集 

= Rm Dy OO EF}, 

其 中 # 为 一 取 定 的 整数 ， 则 地 是 F™ 的 一 个 子 空间 ， 

例 3 Frwx] 的 于 集 

Fo Cx] = Ta ar} 

其 中 关 为 一 取 定 的 整数 ， 则 了 :fx] 是 FLx] 的 真子 空间 ， 

例 4 在 Ct， 二 中 ，FKxr]l 者 做 Cr0，1 的 子 集 ， 是 和 [0 
1 的 子 空间 ， 

例 5 在 MT 中 ， = {AEM, (Fy 14 = 4， W,= 
{AEMAF) 4= -A}。 那么 五,, W, 都 是 MH: (FE) 的 子 空间 。 
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这 里 WW 就 是 一 切 二 有 阶 对 称 阵 烧 成 的 子 集 ， 开 ,就 是 一 切 二 阶 反对 称 
阵 做 戒 的 子 集 . 
车 A，BEWW,， 即 有 省 = 4，B = B。 于 是 
CA+ BY'= .A+ Br 4+ 了 td = 天 4 = 大 dd， 
所 以 ，A+ BEW,，k&AE 取 ,由 前 述 命题 ， 厂 ,是 Ws(F)》 的 子 空 
间 。 完 全 类 似 地 可 证 全 ,是 子 空 间 ， 只 体 证 明 留 给 读者 做 为 缂 习 ， 
下 面 介绍 构造 子 空间 的 一 般 方法 ， 它 对 研究 线 福 空间 的 缚 构 也 
是 肥 益 的 . 
设 ” 为 任 一 线性 空间 。 3 为 六 的 任 一 非 空 子 集 ， 令 
LSY = {EE + EE t+ rt RE | EES, E: CF, IEN} 
用 话 来 说 就 是 上 (5) 是 子 集 了 中 一 切 可 能 的 有 限 个 向 量 的 情 数 和 构 
成 的 子 集 。 不 难 证 明 工 人) 徐 域 让 的 子 空间 ， 
事实 | 任 联 g=a tt Te =i Bt Br + 
#B. 此 妹 @ ES a 
teEF, 
于 是 
aTB=amt er Fado topA t+ HP EEL), 
Rar= aot + kaa Ee L(Y), 
由 前 述 辣 上 题 ，L (53) 是 一 个 子 空间 。 
定义 2 (9S) 叫做 由 子 集 仿 生成 的 子 空间 ， 总 叫做 工人) 的 一 
个 生成 子 集 ， 特别 地 ， 当 S 是 有 限 子 集 时 ， 即 S$ = {Eis Ss, 四 
则 工 (了 ) =- 工 (人 ，#，…，#) 叫做 有 限 生成 子 空间 。 称 种，5a，…， 
上 ， 是 工人，5，…， 有 8 的 一 组 生成 元 或 一 个 生成 组 . 
显然 ， 碳 有 限 生 成 的 空间 比较 简单 ， 因 为 这 种 空间 中 每 一 向 重 都 
可 表 成 一 组 确定 的 向 量 的 倍数 和 。 
如 有 果 = 工人 5 8&1) 则 称 线性 空间 上 是 有 限 生成 的 。 
例 和 在 ”中 ， 取 
a 二 (1, 0, 0, -…, 0) 
gz = {0O, 1, 0 .11+ 0) 
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ea = (0, 0, OO, , 1), 
则 有 所" = LCel，ew…， ew) ， 所 以 F" 是 有 限 生成 的 #1，es…， 
en 是 瑟 的 一 个 后 成 组 ， 
例 7 考虑 FLx)， 
F Cx = {a taxtit rt arr" |atr}, 
由 于 FuCx] = 工 (1L，x，…，xn 0)， 所 以 下 ex] 是 有 限 生 成 的 子 
空间 。1，x，…, x” 是 FLx] 的 -个 生成 组 ， 
例 8 VV=MAF}Y,. Wi={AEM(F) | A4=A}, 取 
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则 在 
MAFY = Li{(e,,, Ss Ens ar)s 本,= 工 (el es Els E21), 
所 以 琴 , 是 有 限 生 成 的 子 空 间 ， M,(F) 本 身 则 是 有 限 生 成 的 线性 空 
间 ， 辣 理 ， 反 对 称 阵 组 成 的 了 空间 环 ，( 见 例 5 》 也 是 有 限 生成 的 ， 
WW = L(t(e,, ~ £1), 
例 9 并 不 是 任何 线性 空间 和 痢 是 有 限 生成 的 ， 了 上 fx] 而 不 是 有 
限 生成 的 ， 
我 们 用 反 证 法 来 说 明 这 个 事实 。 假 侵 Prtx3 是 有 限 生 成 的 ， 那 
么 有 有 限 个 非 零 间 量 (XY， fi ，…， fr(x) 是 FLx9 前 一 组 全 
成 元 ， 这 样 ， 对 线性 室 茹 上 [x] 中 的 任 一 回 量 gtx》 必 有 
gw) = EN) + 6 fx) te tf x) EEF, 
因为 生成 元 都 是 多 项 式 ; C7) ，f(X)，…，Jz(*)， 记 以 它们 
都 有 一 个 确定 的 次 数 , 令 这 上 个 次 煞 中 最 六 的 是 %。 于 是 取 &(x) = 
xni+' 时 ， 上 式 就 是 下 可 能 成 立 的 ， 因 为 这 里 堪 端 揭 次 数 为 严 + 1， 
而 右 端的 次 数 迄 #。 这 个 矛盾 表明 线性 空间 了 上 kx] 不 可 能 是 有 限 生 
成 的 。 
例 10 有 上限 生成 的 线性 空 徊 的 后 成 组 一 般 来 说 不 上 只 一 组 ， 如 
Fim=Li{e, £2 "*"s En) 
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一 了 工 (2 2 ry 2eEn) 
=Lie, Desy ‘9 HEn), 
例 11 设 了 是 线性 空间 信 的 非 空子 集 ， 那 么 3 这 子 空间 当 芋 仅 
当 L(S) =5, 
事实 上 上 ， 如 果子 全 了 4 已 是 子 空间 。 由 于 
L(S) = {RE + EE nr FEE, [EES, :EF)} 
即 得 L() 和 S$， 而 4E 工 人) 是 明显 的 ， 所 以 上 (3) = 35， 
反之， 如 果 (9) = 1， 那么 对 Wo， 有 BE5， 卡 ， 坟 EF 部 有 
ka + kAELCS) 
即 a +h8E3。 由 前 述 命 题 ，5 直子 空间 ， 


练 习 二 


1， 判断 PF'"” 的 下 列 于 入 哪些 是 下 ”的 子 空 间 ? 


1 三 [ 


f=] 


1) =e Gay "ys Aan) 


2) -le dag **, da) 


2,， DD 次 正 实数 全， 对 任意 和 ，PED'， 上 ED， 按 如 下 规定 
的 加 法 与 倍数 习 法 

at = a:B 

EA= oat 
是 实数 域 D 上 的 线性 室 闻 ， 而 了 又 是 了 上 的 线性 空间 ， 问 DP: 是 否 
是 也 的 子 空间 ? 

3， 实 数 业 了 D 既 可 看 作 有 理 数 域 G 上 的 线性 空间 ， 叉 可 以 看 作 
实数 域 了 上 的 角 性 空间 ， 问 是 否 可 以 将 号 在 有 理 数 成 @ 上 的 线性 容 
河 看 成 只 在 实数 域 上 的 线性 空间 的 子 空间 ? 

4. 一 个 会 有 站 人 外 来 邯 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 是 可 是 
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”的 了 空间 ? 
5. 菩 本 是 某 一 确定 的 = 阶 方 阵 ，C (CA) 示 示 一 切 和 妈 这 换 的 
矩阵 所 构成 的 集合 ， 证 明 ，C (4) 是 计 ,(F) 的 子 空间 。 
6。 设 4 是 划 。(F) 中 一 确定 的 * 阶 方 阵 
Ls= EMAF) | XA4=00 
证 时， 元, 是 闻 ,(F》 的 子 空间 ， 


33 子 空 间 的 交 与 和 在 和 


对 于 任意 给 定 的 两 个 子 空间 下,， 下 :都 可 自然 得 出 其 它 揭 子 空 
间 米 。 通 常 有 两 种 方法 ， 即 由 交 歼 , 丰 于 :生成 一 个 确定 的 子 空间 。 
由 并 所 ,J W, 生成 一 个 确定 的 子 空间 。 这 就 是 下 面 要 讲 的 交 空 间 与 
和 空间 ， 

由 于 空间 人 艇 “和 空间 ”是 研究 线 福 空间 结构 的 重要 方法 ， 

设 广 为 任意 线性 空间 ， 丈 ,， 琴 ,是 扩 的 任 郊 两 个 子 空 间 。 容 易 
证 明 变 集 玉 ,有 环 , 也 是 一 个 子 空 闻 ， 有 即 L(AN HD =W,NiW。 因 
为 对 任意 的 a， EW 人 们 邱 :， 即 8，PBE WH 辣 时 x，BE WW:。 于 是 

a+ BEW, 同时 a+ BE WH, 
从 而 a+ EWN 序 ,， 完 全 类 似 地 ， 对 任意 的 EP, aE 全 ,都 
有 &aE 表 四 环 :， 记 以 ， 变 集 琴 胡 丈 :. 是 一 个 子 室 间 ， 岂 做 丈 ,与 
W :的 交 空 间 ， 简 称 为 丈 ,与 形 : 的 交 . 

例 1 考 感 FF， 友人 Kx 的 x, JEF}), W,= {C0 
x)》 |3?，% 和 +。 如 梁 把 二 ”看 做 是 几何 空间 ， 于 ,相当 于 光一 一 堂 
标 而 ， 玉 :相当 于 和 一 一 坐标 面 ， 于 是 六 ,与 到 ,的 交 W NW, = {00, 
人 |yEF}, 不 难 想象 ， 这 个 交 子 空间 就 相当 于 7 一 一 坐标 轴 ， 


例 2 着 4X=0，BX=0 的 解 空间 为 WW,。 则 (入)X=0 
的 解 空 间 为 WW 站 WW 
a oi 
例 考虑 M,(F), N,={( ) a, b, EF | 
他 8 | 时 
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N, = {€ 人 ) a Bg, cEF N= & 中 了 AcF 


容易 想到 NN!，N,，N; 都 是 ME) 的 子 空间 。 于 是 
NNN,= N,, NNN,= N,NN,=N,, 
十 个 子 空间 的 并 集 一 艇 的 不 做 成 子 空间 。 加 例 1 中 的 两 个 子 空 
间 友 ,与 他 ,的 并 集 序 ,1 到 ;就 不 是 子 空间 ， 因 为 取 z= (1l，1，0， 
p=(0，1，1) 于 是 ga，BEWLUWT,， 但 <+8= (1，2，1》 用 不 在 
到, 里, 也 不 在 不 :里 ， 所 以 ec+p 不 在 并 集 厂 ,U 环 :下 ， 困 此 镀 ,UW 
不 是 一 个 于 空间 。 然而 以 并 集 丈 ,J 环 : 为 生成 组 总 可 以 生成 一 个 
确定 的 本 空间 、 吕 
LW UW,) ={eéom te +t kart BBRt: th, | a,EW,, 
BEW,, &,, &;EF), 
从 而 
LW UW,)= {E+y| EW,, EW,). 
即 LCW ,JU 矿 ,) 恰好 是 由 到 ,的 向 量 与 瑟 , 的 向 世 随 意 相 加 得 到 的 一 
切 和 问 基 组 成 的 。 因 而 称 L(WY,U WW,》 交 厂 | 与 镀 , 的 和 空间 ， 也 简 
称 为 他 与 钱 , 的 和 .。 记 作 LW UW,) =W,+W,, 
例 4 形 ,， 丈 ;如 傅 1， 刚 有 WW,= FY 
例 5 工人 ?+ 工人 = 工作 UT) 
事实 上 (LGUT)Y， 工 (了 CL(SUT)， 因 为 L(SUT) 是 
子 空 简 ， 所 以 L(+ 工 (T) 它 LC(SUT), 又 由 CE TOL(T)， 
LOOUT)YELOY + LT), LOAUTY=L(Y ULT), 
例 6 考虑 ，M,(F), 5 =AEM, {Fy | A'= A}Y, T={AE 
村 .(F) |] 4 = 一 所 4)。 证 明 ; 了 +T=MAFP), SN T={0}, 
证 明 +TI=4:(E) 是 明显 的 ， 我 们 证 有 明 ，， SN 个 T= {0}， 即 
5 与 工 的 变 具 有 一 个 零 阵 . 任 取 4E3nT。 从 而 4E3 与 4ET， 
即 得 4'= 4 写 A'= 一 4， 这 就 得 由 
4=-d 即 4+4=24=0 4=0 
好 SNT= 040), 
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关于 两 个 子 空 间 的 交 与 和 有 以 下 的 简单 性 质 ， 设 站,， 放 :， 
开 :， 玫 帮 有 是 访 的 子 空间 ， 

1” 著 到 代 序 ,， 形 守 刺 :， 则 WEWNW, 著 序 手 站， 
WEW, Wy WW + WCW, 

2° NW,= WW 当 且 仅 当 研 己 信 ,， 当 且 仅 当 信 ,+W,=W: 

3 WNW,=W,NW, Wo+W,= MW,+ Hi 

(WNAWINW,=WNGC W,NW,), 
Wr +W = WW + ,+ WW,), 

4” 妞 果 开 全 刺 ,， 六 :， 并 且 当 研 , 三 这 ,，Y, 时 必 有 斌 ; 夺 W 
MW = WN WW,. . 

如 果 计 ,，Y, 忆 WW， 并 县 当 玉 ， 矿 , 丑 W 时 必 有 证人 全， 则 
W =W+W,, 

前 三 条 性 质 都 是 明显 的 ， 做 为 练习 读者 可 以 给 当 它 们 的 证 明 , 
下 面 我 们 证 暴 性 质 4"， 

首先 由 玉生 玉 (， 邢 , 则 有 研习 他,， 男 外 Wf WW, 刁 
W ,, W,, 号 而 WN WCW， a nw,= WW, 

其 次 由 环 ,， 歼 ,这 矿 ， 则 有 研 ,+ 研 ,于 另 外 WWW, 
WW WW EW,+W， 记 以 W,+W,=W, 
六 空间 的 交 与 和 入 容易 推广 到 任意 有 限 个 子 空间 的 情形 ， 设 
下 :，…， 友 ,是 扩 的 r 个 于 空间 ， 于 是 


WNW.N NW,= NW= (1 EW,i= 1,2,.,+), 
= 


Ww 


I? 


容易 证 明 几 Wi 是 这 的 一 个 耶 空 间 ， 别 艇 玉 ,，WW,。 …， 环 ， 的 交 
‘ 宇 间 )〉 。 


WWt oe 二 ,= PW,= {re te +é FEW,, i= 1, 


Y 一 人 


2，…， 他 。 容 易 证 明 少 夺 ;是 斑 的 一 个 子 空间 ， 虽 做 卫 ，， 了 厂 :…， 


i=] 
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W, 的 和 (空间) ， 
例 7 考虑 D3， el= (1, 0, 光 ，#,= (0, 1, 人， = (0, 0, 
1)， 王 是 
Do Yt{e ,eeE) = Li(e,, ed) tL(e)= Li{e) 十 二 人:) 十 
+ Lie). 


例 8 考虑 ，M,(F)， "(0 0 小 “= (0 站 


(9 9). Fn 


MCFY = 工人 és Ea E22) = L(E E12) 十 工 (eye 
=L(sn) + Lies) +t Le) + Le,,) 
= 了 fei， Elz 十 Erl E25) + Les —e,) 

象 便 6 那样 的 和 子 空 间 极 为 重要 ， 为 此 我 们 引出 以 下 概念 。 

定义 1 设 矿 , 玫 , 是 线性 空 邮 Y 的 两 个 子 空间 ， 如 果 WNW. 
= {40}, 则 称 和 Wi + 凡 , 是 直接 和 , 简称 为 直 和 ， 记 作 W = W@W,. 
这 时 也 说 分 解 为 W 与 WW, 的 直 和 ， 

前 面倒 6 中 的 子 空 闻 了 与 了 的 和 是 直 和 ， 即 刘 ,(F) 分 解 为 子 
空间 3 与 7 的 二 和， 六 ,CF) = 了 旬 TT。 例 7 中 的 子 空间 L(e(，e.) 与 
上 (tas) 的 和 是 站 和 ， 即 P=Lte，es) 名 L(te,)。 例 8 中 的 子 空间 
工人 ei ew) 与 子 空 间 过 (ee ) 的 和 是 直 和 ， 即 M,C(F}y = 工人 (en 
e121) DL (Es tr), 

命题 1 和 空间 由 = W, + W., 是 直 和 当 且 仅 当 和 空间 久 中 每 一 
向 是 = 的 表示 分解 〉》 式 


a=é+y, SEW, mEW, {1) 
是 唯一 的 ， 即 
如 果 z= 有 3 = 站 人， 中 人 E 下 ，7， 9'EW,， 那 么 必 有 
= 上 ， = 了。 


证 明 假设 环 = 开 ,+ 证 : 是 青 和 ， 即 亚太 .= {0 中， 任职 
4 过 证 ， 姑 隙 区 一 吕 十 入 二 二 二 四 人 二 ， s'eW, EE 7 EW,, 那么 经 
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移 项 林 有 
一 有 = 和 一 站。 
其 中 £6- 所 E 环 |,， 六 -3E 刺 :， 有 从 而 二 一 后 皇族。 即 得 # 一 EW, 作 
W,， 所 以 5-5'=0， 即 =S'， 白 然 也 有 有 =Y。 因 之 ，a 的 表示 
式 是 唯一 的 ， 
有 反之， 假设 全 = 到 W,+ 矿 ,中 每 一 向 量 4a 表 成 《1) 的 方式 是 叭 
一 的 ， 任 取 BEW 人 从 矿 ,， 于 起 
0=P+(-P,PEW,, -PEW, 
但 又 有 0 = 0 + 0， 占 零 向 其 的 表示 式 基 唯一 的 ， 可 得 =0。 即 
五) 站 请,={10， 所 以 HF= WV+ 镀 , 是 直 和 ， 
命题 2 玉 = 研 ,+ 厂 , 是 直 和 当 且 仅 当 零 向 量 的 表示 (分解) 
式 是 唯一 的 ， 即 
0=s+? 时 必 有 <s= 0，7=10， 
证 明 ”必要 性 是 命题 1 的 特 款 ， 现 在 只 须 证 明 充 分 性 ， 为 此 指 
出 由 零 向 量 表示 式 的 唯一 性 可 推出 任 一 向 量 的 表示 式 都 基 唯 一 的 即 
可 。 很 度 和 研 中 任 一 和 喇 世 a 有 表示 式 
a=e+ty=é tn §, EEW, » wv EH,. 
则 有 
0= E24 nn) EEEH, 7-7 EH,, 
于 是 因为 零 阿 量 的 表示 式 是 唯一 的 ， 即 得 
-中 =0 人 =0， 即 后 = 有 9'=», 
所 以 ， 向 基 x 的 玫 示 式 是 唯 -的 ,由 命题 站 和 开 = 玉 ,+ 所 ,是 家 和 ， 
命题 1 反映 出 二 和 的 意义 在 了 于 ， 如 果 线 性 空间 能 分 解 成 两 个 
子 空间 WW 与 这 ,的 直 和 ， 那 么 的 一 切 向 基 太 其 运算 完全 由 半空 间 
反 与 低 , 的 向 基 及 其 运算 所 玲 一 确定 ， 换 句 话 说 就 是 线性 空间 六 的 
结 梅 由 两 个 子 空间 玫 :与 素 , 的 结构 所 决定 ， 命 题 2 可 以 做 为 直 和 简 
单 判 别 法 ， 用 起 来 比较 方便 ， 
直 和 和 也 容易 推广 为 任意 有 限 个 子 空间 的 情形 ， 
定义 2 设 邢 |,， 玉 ,，…,V， 是 线性 空间 VY 的 子 裤 间 ， 如 时 
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NW tt = 0), Ji 则 
称 和 HF =W+ 人 分 ,+ ,+WW， 是 直接 和 ， 简 称 直 和 , 记 作 W = WG 
WB-…DW, 或 研 = 太 名 W,B… 旬 WW,。 这 时 也 说 于 分 解 为 子 空 
间 形 ,， 环 :,，…， 六 ,的 直 和 ， 
与 命题 1 、 命 题 2 的 证 明 完 全 一 样 可 以 证 明 如 下 两 个 合 题 ， 


命题 3 ”和 用 = 少 WV; 是 直 和 当 且 仅 当 三 中 每 一 向 量 x 的 表示 


(分 解 ) 式 站 
和 二 上 十 辣 , EEW,, i=1, 2, 
都 是 叭 一 的 ， 即 如 果 还 有 
Em nn WE, f=1, 2, ‘i, fF 
那么 必 有 有 全 =， 5 二 
命题 4 和 环 =z3 玉 ;是 直 和 当 且 仅 当 芝 和 铅 量 的 表示 (分 解 ) 
式 是 唯一 的 ， 即 
个 二 阁 | 十 寺 , 十 十 时 ，é EW =] 2 和， 和 
必 有 ==… = = 0. 
这 商 个 命 胡 的 基体 证 朋 做 为 练习 留 给 读者 ， 这 两 个 命题 的 意义 
出 是 与 命题 1 、2 完全 相当 的 ， 
例 9 考虑 FY, se= (1, 0, 0), es= (0，1 0), 8= C0, 0, 
1) 于 是 由 命题 4 显然 有 
FSR= Le dL ee) DDL,) 
这 表明 三 数组 做 成 的 三 维 回 量 空间 可 分 解 为 三 个 一 维 子 空间 的 直 
和 各， 用 几何 语言 来 说 就 是 三 维 几 何 空 间 可 分 解 为 写 个 坐标 轴 的 直 
和 ， 一 般 的 ， 三 维 几 和 何 空间 可 分 解 为 三 条 不 共 面 的 直 钱 的 直 和 ， 
例 10 ”考虑 工 [xz]。 于 是 由 命题 4 易 知 
FCxI = Lyx, YX, XT) = LOD BLOODLY RD.. 
+ 人) 
这 表明 掉 一 切 次 数 低 于 2 的 多 项 式 做 成 的 线性 空间 可 分 解 为 ?个 子 室 
间 的 直 和 ， 这 2 个子 空间 依次 是 由 单项 式 1，x，x，…，x”! 生成 
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的 ， 
例 11 考虑 计 ,( 了 了 )， 


信 : 
en=(…1…】 (D， 未 标 出 的 位 置 ， 


sm 
| 
Te 
Lm | 
Le 3 
Lm 性 
Te 
mh 
上 3 
中 中 
1 
TT 
rc 
i 
Lm 二 二 ) 
TT 


0 0 0 0 0 0 
“| 0 ,| oa 0 | 
1 0 0 0 i100 


于 是 由 命题 4 ， 则 有 


MCF) = 工 (el el en PDL (Ce Ezzy E23) PL 《530 


上 3 E31) 


其 中 


工 《si 
0 0 0 


Lite,,, 
0 人 站 


| 0 0 0 | 
Bs E31) = ({ 0 ,| 
Vd Hs 3s 


Lleyn 


元 素 部 是 零 ， 邵 


Hyls ns 全 3 EF 


| 


1 三 1 3 
glzss E13) = 1 0 | ll Aine an CF 
{f° 


0 0 
E23) E27) 二" zl Has Has Gry ay a 人 EF 
| 


当然 还 有 进 -一 步 的 分 解 式 ， 
M,CF) = Li(en) DL (ey) PL PPL DL (en) OD 
Lilen). 


练 习 三 


1， 举 格 说 明 两 个 子 空间 的 并 不 必 是 于 空间 ， 

2. 设 5，3, 是 亚 的 子 空 间 ， 证 明 ， 

1》 +0 站 5) = 5 

2) 门人 二 了) = 5 

3， 设 全 ,，W,，W, 是 线性 空间 六 的 子 空间 ， 证 明 ， 
ly WNCOW NAW) WI = 0 NH + NW 
5) WOOV + WY NW + WYON +H,) 
4， 设 环 ,， 丈 :， 丈 ,是 线性 空间 大 的 子 空 间 ， 证 明 ， 
ly WW NW + WE + ,+ I,) 

2 WNWD + IW NW)SEM, + YUY, 

5， 设 扩 ， 玉 ,， 厂 ,是 线性 空间 矿 的 子 空间 ， 其 中 底 忆 开 ,, 如 


WN = WN WW, 
Wr =W+t, 
证 明 ， HW ,= WW,. 
6， 在 线性 空间 关中， 证明 ， 所 有 包含 子 空间 和 工 的 子 空间 
的 交 等 于 只 + 工 ， 即 及 + 工 是 包含 子 空间 及 利 工 的 最 小 子 空间 ， 
7. 设 六 ,， 上 :，…， 羡 。 是 线性 空间 六 的 子 空间 ， 如 果 
Ww NW= {0 1 了 =，2，…， 
河 等 式 
WW + 
是 否 成 了 并 ? 
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$4 线性 相关 性 


在 以 数组 浪 疝 量 做 成 的 向 量 空间 FE” 的 理论 中 ， 线 性 相关 性 
是 个 基本 的 重要 概念 ， 它 在 解决 线性 方程 组 解 的 结构 问题 中 所 起 的 
重要 作用 是 大 家 所 部 悉 的 ， 对 一 般 的 钱 性 空间 理论 来 说 ， 线 性 相关 
性 同样 是 一 个 十 分 基本 的 重要 概念 ， 我 们 就 是 依据 向 晨 的 线性 运 
算 ， 通 过 线性 相关 性 的 概念 分 析 向 量 之 间 的 普 这 联系， 从 而 解决 线 
性 空间 的 基本 课题 

时 然 一 般 线 性 空间 中 线性 相关 性 的 定 关 及 其 基本 性 质 与 以 数组 
为 问 量 的 向 量 空间 中 相应 的 定义 及 性 质 儿 乎 完全 是 一 致 的 。 但 是 为 
了 达到 复习 的 目的 和 姐 互 做 些 对 照 以 加强 记忆 和 更 解 ， 以 下 我 们 还 
是 宛 整 的 把 它们 重 述 出 来 。 

如 了 是 了 上任-- 线 性 空间 。 

定 艾 1 设 w，&,，'…，ar，PBEV。 和 如果 有 看 ，，…* ,不 ,EF， 
司 

B= Ect ka 十 … + ka {1) 
成 立 ， 则 称 B 是 a/,，a,，…，a, 的 线性 组 合 ， 或 者 说 8 能 用 cj，as 
…， er 线性 囊 出 ， 起 ， 让 ,，-…， 卡 , 叫 敌 表 出 系数 ， 


定义 2 设 
全 9 这 39 “9 站 了 (2) 
月 ， Ps sy 有 ‘3) 


是 VW 中 两 组 后 量 ， 如 果 组 (2 ) 中 每 一 向 量 都 能 用 组 ( 3 ) 线 性 表 出 ， 
则 称 向 量 组 (2 ) 能 用 向 量 组 (3 ) 线 性 训 出 ， 如 果 和 间 量 组 ( 2 ) 能 用 向 
量 组 ( 3) 线性 表 出 ， 同 时 向 量 组 (3 ) 也 能 用 向 量 组 (2 ) 线 性 种 出 ， 
则 称 向 量 组 (2 ) 与 向 量 组 ( 5) 等 价 。 


定义 可 设 a， Gry Oy 是 Y 中 一 组 向 量 ， 如 果 六 中 有 不 全 
为 零 的 7 个 数 k,, kK,, “yg Fk 司 
kat kms t+ "+ a= 0 (1)} 
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成 立 ， 虽 称 5 如 是 线性 相关 的 ; 如 果 只 有 KE, = kK, = … 
=k,=0 时 (4) 式 才 成 立 ， 则 称 ax，ar，…，a 是 线性 无 关 的 、 

定义 4 ” 设 记 是 WV 的 一 个 子 集 ， 沪 中 的 一 组 问 量 a cz rz， 
如 果 

Da， 0s" Ui 是 线性 无 关 的 ， 

2) 对 $ 中 任意 向 量 6， 向 量 组 z,，a4;，…，a:，8 都 是 线性 相 
关 的 ， 则 称 wx,，a:，…，ar 是 六 的 一 个 极 大 线性 无 天 组 。 

以 上 对 一 般 线 性 空 疝 叙 述 了 与 线性 相关 性 硼 关 的 几 个 基本 鼎 
念 ， 它 们 在 线性 空间 的 讨论 中 随时 都 要 用 到 ， 显 然 ， 在 第 六 章 中 对 
于 # 维 向 量 空间 定义 的 相应 概念 是 这 里 一 般 究 念 的 特殊 情形 ， 下 面 
看 儿 个 简单 的 例子 ， 

例 1 (as aa … ear) 恰好 是 mm，ca:， …， 必 的 一 切 可 能 
的 线性 组 合 组 成 的 。 

例 2 工人 aa， …，er) = 了 上 (是 ，…， 及 ) 当 且 仅 当 a 
ca tr 与 用 有，P 等 价 . 

例 3 考虑 Frx]。1，x，x*，……*，x”! 忆 F.Cx]， 于 十 

1 1，x，x’，……，x"”! 是 线性 无 关 的 ， 

2) 对 任 一 (x) EF,[Lx]。 都 有 

1, x XW 1, fx) 

是 线性 相关 的 ， 

事实 上 艇 使 w+ex+eaxst…+a xn = 站 成立 ， 按 地 项 式 
等 于 零 的 定义 ， 只 有 各 个 系数 44，4，41，…，4s-1 全 为 零 才 行 ， 
所 以 1，xw，x，""…"，x"”! 是 线性 空间 Fcx] 中 一 组 线性 无 美的 向 
基 ， 

再 有 f(x) EPFLxI， 可 售 fx) =e +e teem tt +t fx 
于 是 

Ct ex tex tt tor" +t- Dix)=0 

上 式 中 请 系数 fo ce 5， 7. 一 1 不 全 为 0 ， 按 定义 3,1， 
x ,XX f(x) 是 线 社 相关 的 ， 
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说 明 1, ,xz，…，x” 是 ECx 的 一 个 极 大 线性 无 头 组 
例 4 三 是 任 一 线性 空间 ， xEF。 于 是 & 线性 相关 当 且 仪 当 
将 二 站 
命题 1 一 组 向 遇 xp ca:，…，ar (7 六 2) 是 线性 相关 的 当 且 
仅 当 当中 只 少 有 一 个 占 量 能 用 其 余 向 量 线性 表 出 ， 
命题 2 若 x,，cx:，…，ar 线性 无 关 ，w，a，…，cr， 1 线性 
相关 ， 那 么 5 能 用 a,，a:，…，a, 线性 表 出 ， 并 且 表 法 唯一 。 
以 于 两 个 命题 的 证 明 与 第 六 章 相应 命题 的 证 明 完 全 一 样 ， 建 议 
读者 做 为 练习 ， 把 这 两 个 证 明 再 重 写 一 遍 。 
命题 5 ”如果 zx，a:，…，ewr 能 用 B，B,，…，P, 线性 囊 出 ， 
而 且 ?二 s， 那 么 za，at， …， er 线性 相关 。 
证 明 考察 线性 表 出 式 
0= 6a + ka t+ ha 《5 ) 
电 已 知 条 件 ，a/，q;.，…，a; 能 用 A，B.，…，B, 线性 表 出 ， 可 今 
a = AnAt a t+ ap, 
aa = do 有 二 ep 二 (6 
上 二 nt dr +t ta, 
把 《8) 代入 (5) ， 即 有 
O= 二 人 2 十 而 月 ,十 上 Ge) 二 下 
十 ECan + AaB, t + dB,) 
= tak 十 ankr te tank ) B+ (qkit dk, te + qr) B+ 
tor Cake +t gr te + aE B,. 
如 困 有 志 ，:，…， 卡 . 使 
是 十 dk tr tak,=0 
Gil 十 drs, + + ss =0 


:于 + dassk, + ibe 十 Ark = 各 
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ee 
出 于 1, “， x "yg wm 是 子 集 下 fx 的 一 组 后 量 ， 1) 与 2} 


成 立 ， 那 么 这 ?个 数 也 使 (5) 成 立 ， 这 里 (7 ) 是 一 个 齐 次 线性 
方程 组 ， 当 *>>:+ 时 ， 必 有 非 零 解 。 于 是 尾 改 “7 ) 的 一 个 非 零 解 
志 ， 韦 ,，…， 此 将 其 代入 (5) 式 ， 怠 证 明 Cy Cy "ss Tr 是 线 
性 相关 的 ， 
推论 1 车 a，&,，"…，a: 能 用 8， 有 ,，…，P, 线性 表 出 ， 
而 县 &， Gy，…，2 线性 巨头， 那么 + 二 , 
推论 2 车 %，&1，……，@r 与 了 ， 有 ，"…"， PB 都 线性 无 关 而 且 
是 等 价 的 ， 那 么 了 =5. 
推论 3 如 果子 集 S 有 极 大 线性 无 关 组 ， 那 么 它 的 各 个 极 大 线 
性 无 关 组 中 所 含 向 量 的 个 数 都 相等 。 
定义 5 如 果 &g.，&:，*…，a: 是 S 的 极 大 线性 无 关 组 ， 则 称 ? 是 
SS 的 秩 。 特 别 地 当 S 中 只 含 零 向 量 时 ， 称 S 的 秩 等 于 0 。 
显然 ， 等 价 的 向 量 组 秩 一 定 四 等 ， 但 反之 则 未 必 ， 
命题 4 V 中 任意 有 限 个 不 全 为 私 的 向 赴 
i 
必 有 极 大 线性 元 关 组 ， 从 而 必 有 秩 . 
证 明 不 妨 认 为 天 0。 于 是 观察 
从 左 过 开始 ， 依 次 去 掉 那 些 能 用 它 前 面 各 向 量 线 性 表册 的 一 切 向 
量 、 记 剩 下 的 向 量 为 
d=0), Ar ar (=) Ci. 
容易 指出 ， 上 述 剩 目 的 这 + 个 向 量 就 是 4,，9,，…、&a, 的 一 个 极 大 
线性 无 关 组 。 
首先 ，ar arz … eter 是 线性 无 关 的 。 不 然 ， 当 中 必 有 能 用 
它 前 面 的 向 量 线性 表 出 的 向 量 。 这 与 该 向 量 被 留 下 相 了 矛盾 ， 所 以 
ci air air 必 是 线性 无 关 的 ， 
其 识 ， 对 wa， …，Gas 让 任 一 向 量 c， 
Ri 全 (8) 
必 线 性 相关 。 这 可 分 两 种 情形 来 说 明 ， 若 ai 是 Qi，9i:，…，aw 中 
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的 一 个 。 (8) 当然 是 线性 相关 的 ， 车 0 不 是 Qj，Qiz，…，&ir 中 
的 一 个 ， 则 必 有 有 
人 
因为 xi 不 是 aa，ai …，ar 中 的 任何 一 个 ， 这 就 是 说 ar 是 被 去 
掉 的 ~ 个 向 量 ， 从 而 能 用 它 前 边 的 向 量 cj …， as 线性 胡 出 ， 
所 以 wh， ，Qn 0 线性 相关 ， 因 此 向 量 组 ci，…，eip 2， 是 
线性 相关 的 ， 这 就 证 明 ci，ai …， ar 是 ca ar …， Gu 的 一 
个 极 大 线性 无 关 组 ， 
推论 1 Lt，G,，…，0,) 有 极 大 线性 无 关 组 ， 特 别 地 ，&， 
9， ，0 的 极 大 线性 无 关 组 都 是 工 (cl， 4,，*…，&,) 的 极 大 线 
性 无 关 组 。 
推论 2 L(g,，&Q,，*…，Qs》 中 任何 一 组 线性 无 关 疝 量 户 ， 有 ,， 
上 都 可 以 扩充 成 为 工 (cl,as，…，c) 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
By By os Pes Oy Gs oy Ce 
控 命 题 4 的 证 法 ， 从 左 往 右 去 掉 能 用 它 前 面 庄 向 其 线性 表 出 的 一 切 
向 量 ， 由 于 如 ，P,, …，8. 是 线性 沈 闫 的， 不 可 能 有 任何 一 个 请 被 
去 掉 ， 这 样 剩 下 的 向 量 为 
By, Bay os Biy any Ais “ya 
显然 ， 这 就 是 从 i 个 线性 无 关 的 向 量 名， 有 ，…， 有 8 的 基础 上 扩充 
成 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
例 5 线性 空间 FrLx] 的 子 集 5={41，x%, 于 ， XX" 没 
有 被 大 线性 无 关 组 。 
事实 上 这 是 比较 明显 的 ， 如 果 了 存 极 大 线性 无 关 组 ， 令 其 秩 为 
fr。 于 是 了 中 多 于 "个 向 基 的 向 量 组 必 钱 性 相关 。 但 是 我 们 知道 ， 了 
中 任意 有 限 个 向 量 总 是 线性 无 关 的 ， 所 以 5 没有 极 大 线性 无 关 组 ， 
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练 习 四 


1 设 g，8;，…，Q: 是 线性 空间 中 线性 无 关 的 向 量 组 ， 讨 
论 名 ， 站 0s， ， 此 ,0 的 线性 相关 性 ， 

2 。 在 实 阔 数 弘 性 空间 中 ,证 明 ，1,cos*t,cos2t 蚌 线性 相关 的 。 

3 。 在 上 fx 中 ， 证 明 ， 

二 ， 寺 下 十 二 

是 线性 无 关 的 ， 

4 。 匣 果 (XxX)，f.(x)， 广 (x) 是 线性 空间 FLx] 中 三 个 互 质 
多 项 式 ， 半 中 任意 两 个 都 不 条 质 ， 那 么 它们 必 钱 性 无 关 ， 

5 。 俊 xi，ar ear 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 ， 任 取 不 ，&,， 
这 + 一 1 个 数 ， 今 


及 -= ot Ed 
Bb.=Q. 
那么 B，B,，"":，B. 是 线性 元 关节。 
6 、 设 向 量 8 可 被 w，as，…，a 线性 彭 出， 但 8 不 能 被 cu 
as …， Ui 线性 天 出 ， 正 明 ， 疝 量 级 4a.，a,;,， …，a 与 向 量 组 
cz xi 2 上 等 价 ， 
7 。 设 向 重组 %，a;,，…，as 线性 无 关 ， 而 ca， … cr， 月 
7 线性 相关 ， 证 骨 ， 或 8 与 7 中 奎 少 有 一 个 可 以 由 aax:，…ya 线性 
训 出 ， 或 向 量 组 ,a yer， 有 与 向 量 组 ci，ec:，…，wz，7 等 价 ， 


35 有 限 维 线性 包间 


写 # 维 向 基 空 间 葛 销 形 一 样 ， 极 大 线性 无 关 组 对 一 般 线 性 空间 
202 


的 结构 的 重要 性 也 蚌 明 显 的 。 比 如 线性 空 潭 上 有 被 大 线性 无 关 组 ， 
而 且 牧 等 于 x 那么 任意 取 定 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 8 er 
en 浊 wEr， 部 有 
二 = we 二 
其 中 表 出 系数 x:，x:，…，xa= 是 由 向 息 # 所 唯一 决定 的 ， 进 而 车 
A i 
dN TF Yes tT "no + YE 
则 有 
+y= Cyt) et Cot ya) es + et Ca + Yay) ea 
ES = (hx) e+ (xs) es + ee 4 (En) Es 
这 就 表明 ， 线 性 空间 玉 的 每 一 向 量 都 由 玉 的 极 大 钱 性 光 关 组 -一 -有 
限 个 辣 基 6，e，…， #4 以 唯一 的 一 组 系数 线性 表示 出 米 ， 并 县 
中 测量 的 基本 运算 ， 加 法 与 倍数 也 完全 通过 它们 用 6,，e;，…， 
es 的 下 出 系数 来 进行 相应 的 运算 .这 等 于 说 ， 对 于 有 极 大 线性 天 
关 组 的 线性 空间 族 米 说 ， 六 中 前 向 景 一定 是 无 限 儿 个 ! ) 及 其 运 
算 可 以 通过 有 限 个 向 量 来 实 斑 ， 当 然 这 样 的 线性 空间 的 结构 是 比较 
简单 易于 掌握 的 ， 但 是 与 以 数组 为 向 量 的 向 量 空间 不 同 ， 对 一 般 的 
线性 空间 来 说 ， 并 不 部 有 极 大 线性 无 闫 组 ， 如 上 节 最 后 的 例 表 明 ， 
线性 空间 FCx] 就 设 有 极 大 线性 无 关 组 。 本 节 专 门 讨论 有 极 大 线 
性 无 关 组 的 线性 空间 的 基本 性 质 ， 
定义 设 Y 是 上 的 线性 空间 ，、 如 如 WV 有 极 大 线性 无 美 组 ， 则 
称 Y 是 丈 上 的 有 限 维 空间 。 交 的 每 一 个 极 大 线性 无 关 组 都 叫做 V 的 一 
个 基底 。 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 个 数 姻 叫做 Y 的 维 数 , 记 作 dimV 
= 并， 这 时 就 说 Y 是 和 维 空间 ， 我 们 约定 ， 堆 空间 也 吗 有 限 维 空 
间 ， 其 锥 数 为 稚 。 若 Y 不 是 有 限 锥 空间 ， 则 称 了 是 无 限 维 空间 ， 有 
时 用 V.(F) 表示 妇 是 上 六 维 空间 。 
如 洒 dimFr =w so 6，…，es 基 厂 的 任 一 基底 ， 这 时 就 记 
作 = [ey ey 1， En], 
例 1 在 FY 中，&.= (1, 0, 0), e,= (0,1, 0), #;= (0, 90,1), 
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则 有 了 Y= [Ce ez 多 ]。 卫 

一 船 地 ， Fi= [ey Er "rs £n]， 其 中 ej = (0, 1''， 0, 1, 
0, 0, 2=1, 2 

例 2 Frx]=[t，x，x2 ov 29 3 即 dim Lx) 二 站， 十， 
x Fx] 的 -个 基底 ， 

例 3 Mi:CPF) = Ce, si En es 闪 中 


on 0),=(0 oj 人 9jearko 1), 


如 dim M,(F) = 4, Ey Elias Sals Sag 是 MM, 了) 的 一 个 基 捕 ， 
例 4 了 =《 全 EN 14=A}， 取 


5 (0 oas(o tartl 0). 


出 有 
( ‘) = a8, + $0, + cB,. 


已 知 MH = 工人 了 0) 。 又 施 d,, 6,， 65, 是 线性 无关 的 ， Bh 5 
5,，3，。 是 抒 的 一 个 基底 ,所 以 ， 序 = [5,，6,]，dimW =3, 

例 5 了 rcx] 是 无 限 维 空间 ， 

命题 1 设 dimV = 站。 那么 Y 中 任意 天 个 线性 无 关 的 向 量 必 
是 基 研 ， 任 意 #3 个 生成 向 景 必 是 基 次 ， 

证 明 由 上 的 维 数 为 * 可 知 上 中 任 一 极 大 线性 无 关 组 都 食 # 个 亲 
好 。 这 样 ， 如 采 ，&i，*…，as 是 中 线性 无 关 的 * 个 向 量 ， 那 么 ， 
az as po an 必 电 是 极 大 线性 无 关 组 。 所 以 xi，a:，…， 拓 大 是 
的 一 个 基 屎 。 再 如 a,，a;，*…，as 是 *# 个 生成 阿 最， 即 = 工人 al 
这 时 wa，es，…， ee 必 为 线性 无 关 的 。， 不 热 ， 从 2 
xz "dn 去掉 者 干 个 (至少 得 去 挤 一 个 !1 ) 间 量 之 后 ， 可 得 出 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ci， af，…，einy 而 且 区 < 之 #。 这 是 不 
可 能 的 ， 所 以 # 个 生成 向 证 we，a: an 必 线 性 无 关 ， 从 而 是 一 
个 极 大 线性 无 关 组 ， 即 wa，c:，…，w 芷 天 的 一 个 基底 ， 
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命题 2 设 矿 =[e，e， 人 Et。 Ors 人 (fr 之 为 一 
组 线性 无 关 问 量 ， 那 么 cj，c;，…， 上 er 可 以 扩充 成 Y 的 一 个 基底 ， 

此 命题 2 就 是 上 节 命 题 4 推论 2 的 特例 ， 

命题 3 VY 是 有 限 难 的 当 且 仅 当 Y 是 有 超生 成 的 。 

证 明 ”必要 性 是 自明 的 。 充 分 性 也 是 容易 的 。 因 为 .= Lta， 
G7) ， 那 么 ，，0，"…，9 这 有 限 个 向 量 必 有 极 大 线性 无 
关 组 nn，&a，*…，&ir， 它 也 就 是 空 闻 信 的 一 个 基底 ， 记 以 VY 是 有 
限 维 的 ， 测 且 dim 广 =r= (ac ，G} 的 秩 。 

命题 4 ” 设 V 是 有 限 维 的 ，W 是 V 的 子 空间 ， 那 么 

1” WY 是 有 限 维 的 ， 且 

dim 歼 过 dimr， 只 在 全 = 时 才 有 dimW = dimV., 

2* 存在 子 空间 KK， 使 六 = 人 WDK 

证 明 1” 设 dimW=wz。 于 是 玉 中 任 一 组 向量 ， 如 果 所 含 向 
蔓 个 数 多 于 “个 ， 刚 必 线 性 相关 ，。 所 以 丈 必 有 极 大 线性 无 关 组 。 故 
证 是 有 了 眼 维 的 ， 而 dim 了 sdimF 是 显然 的 。 当 dimW = dimF 
时 ， 殉 的 基底 也 是 7 的 基底 ， 所 以 下 = 三 ， 

3” 把 序 =fe，…，er] 的 基底 扩充 成 斑 的 一 个 基 克 证，…， 
Ey 6,， “es dr 念 


Kk = [6,, d,, "ny 他 。_ 站 


VV=W+K 

因为 &，…，er， 矶 ，3,, 3， 线性 无 关 ， 所 以 这 + 不 是 直 和 ， 
一 = WOOK. 

命题 5 dim(W +W,)= dimW+tdimW, ~ dim(W, Nw,) 

证 明 在 子 空间 大 , 门 六 :. 中 取 征 一 个 基 研 : my，wz er。 轩 
为 co as， …， ar 是 玖 ,的 一 组 线性 无 关 向 基 。 所 以 能 把 它 扩充 
成 为 序 , 的 一 个 基 扩 ，am，a:，…，a-， 月 ， 下 ，…， 上 同样 地 ， 把 
ax aa 扩充 成 为 开 , 的 一 个 基底 ; a a a YY,， 
ty FF 
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考察 问 导 组 
Cy Ge ey By Bs Bay es Bos Ty Fey ys Tr 
显然 这 是 研 1+ 印 , 中 的 一 组 向 量 ， 我们 指出 它 是 斌 ,+ 到 W, 的 一 个 
基 主 。 
首先 ， 这 +7+Et 个 向 量 是 斌 ,+ 开 , 的 一 组 生 城 元 素 ， 这 荐 
十 分 其 显 的 ， 
其 次 ， 令 
A + rt a tA Ft BB Bt et oT,+ 
二 
如 了 时 后方 二 让 二 二 Pi， 旱 
6 证 证 和 二 
+8B in +hB.y 
本 憩 oT+te +eTE 和 WA 人,。， 从 而 应 有 cy +esy 十 十 
7， 能 用 al，a,:，…，as: 线性 表 出 ， 
十 二 二 a eT, + + 
面 且 上， 必 ,，:*， 丰 .不 全 为 0， 
于 是 
Ret ko 十 … 十 是 各: 十 《一 性 放生 【一 人 7 十 
十 二 
这 与 的 ，aa， 0， ar 帮 ，1， 六 线性 无 关 相 矛盾 ， 这 就 说 明 ， 
ott etst rt er 0, 
因为 癌 ，7，……，7 线性 无 关 ， 所 以 c=0, cs = 0, 5 二 0， 
进而 左 有 
At 220z tr + aa t BT bP tr +b,=0. 
这 样 又 得 出 = 六 a=0;, :a=0, =0, 8,=0, .=0. 
总 之 ， 即 得 w，ar，…， ar 月 ， By, +, Bl,, 7， 1 "…， Yi 姨 线 
性 无 关 的 。 于 是 
dim(W + HWY)=r+is+t, dimW,=+r+s, 
dimW ,=r+t, dim ttW fH ,) =， 
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所 以 dimOWV +W,)y = dim + dimW,— dim (I NW,) 
推论 ” 开 ,+ 序 ， 是 直 和 当 县 仅 当 dim OV ,+ WW,) = dimW ,+ 
dimJF 


练 习 五 


1， 三 列 沿 重组 是 否 是 F,Cx] 的 基底 

3) A =x tl =%t1, co 一 和 十 区， 全 二 二 和 十 由 w 十 多 

2) B=1-x, B=x—-1, P=x:+2x—-2, B=x’ 

2, 把 向 量 组 cl = (2，1， ~ 1，3)，as = (~1，0，1，2) 扩 充 
为 D" 的 基底 ， 

3， 设 3 是 数 域 P 上 一 切 # 阶 对 称 阵 记 构 成 的 级 性 空间 ， 求 5 
的 维 数 ， 

4. 证 明 ， 复 数 域 C 做 为 实数 域 了 上 的 组 性 空间 ， 其 维 数 是 
2 。 如 果 纪 看 作 自 身上 的 线性 空间 ， 其 维 数 是 多 少 ? 

5， 证明， 如 果 绍 性 空间 中 每 个 向 量 都 可 唯一 地 表 成 m，as 
“tn 的 线性 组 合 ， 证 明 该 线性 空间 的 维 数 是 w。 

6. 大 m，xz …，ana 是 线性 空 何 玉 竟 生 霹 组 ， 且 对 玉 中 基 
一 向 其 有 表 法 唯一 ， 则 wx，as …，an 是 VY 的 基底 ， 

7. 设 太 是 D” 的 一 个 非 零 子 空 间 ， 如 果 了 区 中 每 个 向 量 a， 
zz py in) 时 未 Ge= = 要 来 釜 个 a; 都 不 为 0 ， 证 
了 明 ，dimW =1 


36 坐标 
设 V 是 4 维 线性 空间 ， 取 定 一 个 基底 ， 


于 是 对 任意 的 a，BEV， 都 有 趴 一 的 宸 示 式 


= 6 tt HE Any B= bie + ess tr + ie, 
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而 且 . 
a+B= (a tae tr (qr te 十 +t Cast bn) ess 
ke = tha)ert+ {hayes tt + (ka) en, 

对 此 我 们 给 出 以 下 重要 的 

定 中 向 量 z 用 基 净 s，s:，…，s。 线性 表 出 的 六 个 表 出 
系数 叫做 wx 在 基底 s，s:，…，sew* 上 的 坐标 . 

例 刀 ， 世 Cx] = [1，x，x 河 。 于 是 同 且 Fr) =1-H2c+3x 在 
基 展 1，x，xw” 上 的 坐标 就 是 它 的 三 个 系数 1,2, 3。 男 得 ，Fs[x] = 
Cx，x?，1， 这 样 ， (x) = 1+ 3x+3x: 在 这 个 菇 底 上 的 坐标 应 当 
丰 2，3， 工 。 这 表明 ， 在 涉及 党 标的 讨论 中 ， 基 宕 向 量 的 次 序 是 
有 关系 的 ， 一 般 来 说， 癌 样 一 组 向 鞭 做 城 的 基 座 ， 当 岛 量 次 序 不 相 
同时 ， 应 当 认 为 它们 是 不 同 的 基底 ， 如 

x 1， wx 等 等 
就 是 F,Cx3 的 不 同 基 诬 。 

为 了 书号 方便 ， 我们 约定 以 下 两 种 记 法 ， 

1， 如果 a 的 坐标 为 a1，4:，…，as。 那 公 令 


a -| 2 } 此 散 向 量 & 的 坐标 列 矩阵》 


A 


2 = 4，4y，…， 4s) 岂 做 c 的 坐标 行 〈 拖 阵 ) 。 
2 ) 把 组 性 赤山 式 子 xiE xs+ +xS = 有 记 作 


| 
WL+ Xt | 十 二 ,= 《了 | 交 


pr 


6, 
或 着 x | ‘; 
&, 
其 中 1 指 记 法 就 是 把 e 的 坐标 做 成 ?xl 扼 阵 或 1x# 泄 阵 ， 而 
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2 ) 是 一 种 形式 记 法 ， 但 是 这 种 记 法 ， 尽 管 当 中 的 仁和 7) 的 元 
素 与 ，，…，f5 未 必 是 数 ， 理 解 成 “矩阵 ” 的 对 法 是 元 全 可 以 
的 . 
一 般 的 ， 如 果 有 一 组 线性 表 出 的 式 子 
R= E+ dr 二 ie 
Cs = lt dts t+ dt 
¢1) 

Ci = dt A 

把 (1》 中 每 一 个 向 景 a， 的 表 出 系数 依次 做 列 构成 一 个 + x + 矩阵 
| Ri A A 


A= | G21 Hor ”dzr 


rr] dr [和 ry 


参照 3) 的 记 法 ， 可 把 ‘(1》 中 的 + 个 线 件 表 出 式 子 记 作 
(oo) = (EE) 
当 ，582，…，$, 是 基底 时 ， 把 矩阵 扫 电 所 a,，&;，…，a, 的 坐标 
列 证 阵 。 
对 于 这 种 形式 记 法 ， 容 易 验 证 下 面 的 运算 规则 成 立 ， 
CE Es EY) AYB = GE, CABY 
(E) Eo) CAT B= (St) SF, BY) A CE €, wt YB 
(1 Es EA On We ne) A = Et tt ty A 
RCE Es Er) A CE EE kE) A = (8 8 EYEA, 
设 扩 是 工 上 * 维 线性 空间 。s，sz，…，ess 为 任意 取 定 的 一 个 基 
赔 ，F ”是 * 数 组 空间 ， 这 里 把 Fo 中 的 数 纽 一 律 写 成 wx 主 耸 降 的 
形式 这样， 与 FP” 之 间 建 立 起 一 个 一 一 对 应 关系 ， 即 对 任意 的 


屏 = 好 | 它 ; 证 Ea 十 ii 二 要 区 二 {EE2'*'En) 位 


YP 安 | 一 一 >c. 
进而 对 六 中 任意 一 组 向 基 Ry as rs 自然 有 数组 空间 FF 中 的 
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s 个 “ 列 向 量 ?” qi，&;，…，as， 和 再 依次 以 ，51，…，&; 做 列 便 
构成 一 个 zxy 知 阵 有 = (Cara 0) 一 一 0， as 的 坐标 列 
矩阵 ， 它 们 之 闻 的 具体 关系 就 是 
(a) Ry 二 C2) 
下 面 我 们 指出 ， 癌 萃 组 ls Hp ss 前 线性 相关 性 与 其 些 


宗 列 my，a:，…，a 的 线性 相关 性 是 完全 一 致 的 ， 从 而 可 以 通过 
数组 空间 F* 的 线性 相关 性 理论 来 具 体 解 决 一 般 # 维 空间 这 中 的 线 
性 相关 性 问题 ， 同 时 也 就 可 以 利用 低 阵 的 秩 数 理论 求解 决 存 限 维 空 
闻 的 线性 相关 性 问题 ， 
考察 线性 表 出 式 
0= ka) + RG tt, 《3 》 
把 向 量 w，a，…， 上 被 基底 sy， ee … en 的 表示 式 (2) 代 
和 关系 式 (3 ) 则 有 
日 = ECane 十 人 IE tT nta) 
+ (CEs + Hores 十 + AorEn) 
十 十 
+ aE, 十 GE 十 + goren) 
把 , 冬 到 称 个 插 导 里 边 去 ， 按 8,e,，…，es 合并 各 项 ， 即 得 
0 = Ca t+ Hs t re + le 
+ Ca + Ak t ve + Hak) és 
十 ，… 十 
+ (anki dmgkrt rr tank ne, C4) 
因为 e.，e;，*…，ts 是 线性 雹 关 的 ， 所 以 可 得 与 (4 等 效 的 式 
了 于: 
HELt Hks tr + k=0 
Ani 十 Args tr + Hosk,= 0 
(8) 
人 


ard 


(5 7) 式 成 立 说 明 6,， ,， “ry E, 是 齐 次 线性 方程 组 
q+ i 


Ra) 十 司 十 加 ;二 避 (6Y) 


A 二 
的 解 ， 这 里 《6 ) 的 系数 阵 怡 好 就 是 ww， a,，…， a 的 坐标 列 矩 
阵 扫 这 样 我 们 证 明了 丁 
定理 设 ww，c …，wi 的 坐标 列 算 阵 为 有 及。 起 ， 下 ，…'s 点, 是 
下 中 的 一 组 数 ， 那 么 
十 让 十 + 此 x 二 0 成 立 当 且 仅 当 本， 天 …， 玉 .是 齐 次 
方程 组 (6) 的 解 当 且 仅 当 EK,，K,，…，K, 是 向 量 方程 


| dls ls 0 
| | Sal | 4a ) | A }(') 
PN of 


A fry 


的 解 ， 
如 果 利 用 上 边 引进 的 形式 记 法 ， 不 仅 可 以 简化 演算 过 程 ， 而 且 


能 够 集中 体现 出 一 般 向 量 a,，&:，…， a 与 其 坐标 列 向 量 a a 
…，& 线性 关系 的 一 臻 性。 如 


ki EF 0 
(人 sa 人 人 
| 


f 本 


& 
wns ss 人 (人 
上 & 
推论 1 ly a 线性 相关 当 且 人 妈 当 rank A<s 当 且 仅 
当 ci，w，…ya 线 性 相关 ， 
推论 2 qi Ci “ir 是 Gy Cay ss 的 极 大 钱 性 无 关 
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上 


组 当 且 仅 当 i，Qiss…, G4 是 9，Qz yau 的 极 大 线性 无 关 组 当 且 伺 
当 a,, Cis, "ry ai 上 有 4 的 基础 子 式 ，。 

总 结 以 上 讨论 表明 ， 对 任 一 » 维 线性 空 赣 ， 任 意 到 定 一 个 基 
庶 8，e:，…，ss 之 后 ， 便 有 

1) 天 中 向 旺 在 基底 5&，5s，…，es 上 的 坐标 列 怡 好 就 是 #* 数 
组 空间 上? 的 回 量 ， 

2) 与 F™ 之 间 的 上 映射 


ot A |—>a 


A 
是 一 个 一 一 对 应 ， 共 中 区 = elt+ qe 二 :+nens 5 $2 
a 1 。 
3 a+B=a+p, 
ha= ka. 

4) 中 一 组 向 景 zy，&:，…，&as 唯一 确定 PF” 中 7 个 # 数组 

44s…， 从 而 唯一 确定 一 个 xx 矩阵 4 一 一 坐标 列 矩 阵 ， 
你 Toy oy se Fs ey A = Cu, es), 

于 十 

mas，*…， Qs 线性 相关 当 且 仅 当 ww， cs …,c, 线性 相关 当 且 
贫 当 Tank 4 <。 
特别 地 

Ci Gi Ci Rl pp Cs 的 被 大 线性 无 美 组 当 且 仅 
gn ca ap 是 xi，c， …yar 的 极 太 线 性 无 闫 组 当 且 仅 当 aiyais 
…，ai* 的 玲 标 列 上 有 了 的 基础 子 式 。 

这 样 ， 一 般 #* 维 弘 性 空间 六 以 及 共 中 向 鞭 之 间 的 线性 关系 就 完 
全 的 具体 的 转化 为 ?数组 空间 ”及 其 中 相应 各 明之 癌 的 线性 头 
系 ， 因 而 # 数组 空间 的 理论 对 有 限 维 线 性 空间 来 说 具有 人民 表 性 和 壮 
遍 性 。 我 们 称 FF” 为 #* 维 空间 这 《在 基 席 so 6,，,…，en 上 》 的 谷 标 
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空间 ， 
我 们 知道 ， 如 果 玉 是 # 维 空间 , 一 般 米 说 ，『 的 基底 是 很 多 的 。 
我 们 需要 了 解 各 个 基底 之 癌 的 一 般 联 系 ， 
命题 1 若 ss …，8sr 是 让 的 一 个 基底 ，#1，$,，…,$; 是 
V 中 ?个 向 量 。 今 
(BEB) = Ce es En D, 《7) 
那么 《,，&,,…， <; 是 的 基底 当 且 仅 当 刀 是 可 族 的 ， 即 detP 和 天 0。 
证 明 ”充分 性 是 简单 的 。 因 为 了 是 吕 道 的 ， 于 是 必 有 了 。 用 
P 从 有 出 去 乘 (7 ) 碟 商 紫 ， 便 得 
CE Ea EP = (lesrren) PDI= (e, es, ren) 
这 滋 并 “8 上 esp Ez ，En 等 价 。 记 以 ，5，… 也 
是 的 一 个 基诺 ， 
上 友之， 如 果 如 《7) 式 表 出 的 司 ， 有 ， 和， 有 是 让 的 一 个 基 
弃 ， 从 而 也 有 表 出 式 


{《E1 所 2 “En) = (6) €, ‘EN0 (8) 
把 (7)》 式 代入 (8) 中 ， 出 得 
(EI Eo 1 En) = (€) BorrEn PY (9) 


由 于 si，sz，…，Eu 是 基底 ， 从 而 线性 表 出 式 《9) 中 的 谱系 数 
PQ 是 唯一 的 ， 记 以 必 有 PQ =I， 这 就 证 明了 是 可 道 的 ， 

我 们 把 联结 两 个 基底 的 关系 式 (7 了 7)》 证 做 从 基底 ge，e，…y en 
到 基 撒 莒 ，,，…， 专 ,的 变换 公式 。 当 中 的 可 道 阵 了 着 做 过 渡 
阵 ， 

命题 2 设 se， …，sn 与 入，6，…，53。 是 VV 的 两 个 基 
底 ， 向 是: 在 这 两 个 基底 上 的 坐标 分 别 是 

Ky Koy sy ns SP a Pn 

如 果 从 su es，…，6n 到 5,， 言 ，…*，6。 的 过 渡 跨 为 了 ， 那 么 


2 | 
(* j* | 的 (10) 
‘Hn 人 


证 明 上 在 EL Sas "sy En 寺前 誉 标 为 Yi; Xi 即 有 


| 
a 
A ， 


#= (sl 6 


E= (6 0... 6,) 


同 理 | 
| 


利用 从 Ely Cp "sy En 到 D1 dO … 全 的 过 渡头 系 ， 则 得 


J 
E= {el E20: Fn) "| 2 
rn 


由 # 在 基底 El Ely "yy €r 上 的 誉 标 荆 唯一 的 ， 所 以 


-1 | 1 YI 
全 只 全 
思 x， x。/。 
(10) 式 叫 做 芭 标 变换 公式 . 
例 1 在 Lx) 中 1，x，*x?，xi 是 一 个 基底 ， 于 是 任 一 向 量 
fx) = dx ax tax+ a 
在 这 个 基 宕 上 的 举 标 应 当 是 za,，41， a:， 4;。 如 盯 具 体 给 出 一 组 问 
是 
ftx}=1+x+x’ 
fx}=1+2x+ dw’ 
fw)= 一 上 十 
那么 帮 (*7， 产 (*)，A(x) 在 基底 4，x，x*，*” 上 的 坐标 为 


1 1 一 荆 
fi) -| 1 fi -| 人 fn) -( 1 
0 0 ~ D7/, 


274 


从 而 向量 组 Cx},， (x)， 记 (x) 的 坐标 列 矩 阵 为 


1 1 -1 

fi2 0 

4 :] 
00 04/. 


容易 计算 rank 4 = 2， 所 以 f(x)， 所 (x)， 有 (x) 是 FiCx] 中 一 组 
线性 相关 向 量 ， 并 有 旦 由 于 有 4 的 前 两 烈 上 有 基山 子 式 ， 因 而 f(x)， 
所 x) 是 万 (x， 关 (xz)， 六 (x) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
例 2 在 FY i ej= {1, 0, 0), ,= (0, 1, 0), es= (0, 0, 
1) 是 一 个 基底 。 对 任 -- 向 霸 = (x，，z)， 由 
E =xelt Ye, %e, 
可 知 # 在 基底 se，s:，e， 圭 的 从 标 各 是 Xx，y，%， 


着 令 ,= el ig, 0 = £2 + Ess 6 = Et E;, 出 有 


1 0 i 
{8 8, 6,) = (e, e, "| 1 


0 1 1/, 


1 0 1 
?| 1 ,| detP=°? 


0 1 1/, 
所 以 了 是 可 道 的 ， 故 而 让，54.，6; 也 是 FY 的 一 个 某 底 ， 从 sa， 人 
t， 到 让，5,， 襄 的 过 六 阵 就 是 了 ， 
在 这 个 新 基 肛 56, 6.，5， 上 回 量 = (x，y，%) 也 有 坐标 ， 设 
为 x'， 7 了， ， 即 有 
让 二 二 二 名 全)， 


由 区 标 变换 公式 ， 可 计算 出 


x x | 
\z \ 


» __ _ 吧 
和 


由 于 


Mc -| 
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具体 地 ， 吉 = {，2，3)， 那 么 按 这 个 坐标 变换 公式 ，= 《1，2， 
3) 在 6，54，5， 上 的 誉 标 为 
x! = 也 .1+ 2+ (一 >) 3= 0 


互 2 
加 = 二 1 可 .3+ 了 = 2 
si = 了 1+ (3 ) 2+ 广 3=1, 
即 C1，2，3) = 25: + 全。 
练 习 六 


1， 同 一 阿 重 在 不 辣 基 捕 上 的 党 标 是 否 一 是 不 同 ? 不 同 多 是 在 
问 一 基 请 上 的 党 妹 是 否 可 以 相同 ? 

2 在 了 CCx] 中 ， 试 求 丙 组 基底 ， 使 向 量 

BX) = x+ a)" 

在 这 两 组 基 巾 上 钦 坐 标 相 间 ， 

3。 证 明 wx x 一 x， + 是 了 工 [x] 的 基底 。 并 求 ?x+ 
?x+3 在 此 基 府 上 的 坐标 ， 

4， 试 给 出 六 :(CF)》 中 两 组 不 同 的 基 麻 ， 并 求 向 其 


在 订 给 的 此 谨 寺 的 他 标 。 
5， 设 mm， …， an 艳 线 性 空间 上 扩 的 基底 ， 求 由 它 到 基 庶 
a 2 wa EL | 的 过 小 阵 ， 
6， 古 DS 中 ，1) 冰峰 某 底 
ei= (1, 0, ), er= (0, 1, 0), es= (0, 0 1) 
到 其 廉 
nl, 0 OO ve C1, 1, OD, v= (1, 1,， 1) 
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欧 过 渡 阵 . 
2 ) 求 由 基底 {wi} ， 经 过 渡 隆 


1 —1 0 
4 。 1 -| 
0 0 1 


所 得 型 的 新 基底 ， 
7. 在 下 Ce 中 ，1) 求 由 基底 
1 C1) 
1， 1+w 1+ w 1 二 二 (2) 
的 过 瀑 阵 ， 


2) 已 知 g(x) 在 基底 《1) 上 的 举 标 为 1，0，- 3，5: 
ftx) 在 基底 (2) 上 的 坐 宗 为 7 了 ,0，,8，- 23; 求 x) +8(w) 分 
别 在 基底 《1) ， {2) 上 的 坐标， 


$7 线性 空间 的 同 构 


在 上 节 我 们 已 经 看 到 ， 对 任 一 有 限 维 线性 空间 性 ， 只 到 它 葛 维 
数 * 确 定 了 ， 玉 就 完全 的 具体 的 转化 为 ”数组 空间 Fm"， 二 者 的 空 
闻 结 构 〈 由 线性 运算 所 决定 前 性 质 ) 就 完全 是 一 样 的 。 如 果 说 维 数 
相同 的 各 个 线性 空间 有 什么 差异 的 话 ， 那 也 仅仅 是 它们 的 疝 量 特定 
的 表现 形式 有 所 不 同 ， 测 这 种 向 量 的 表现 形式 的 不 同 对 空间 的 结构 
来 说 并 没有 实质 性 的 影响 。 归 很 结 底 一 句 话 ， 几 * 维 线性 空间 ， 其 
向 其 都 由 z 数 组 所 唯一 决定 ， 并 且 铅 量 的 线性 运算 也 是 由 这 些 z 数 组 
的 线性 运算 来 实现 ， 即 凡 z 维 线性 空间 都 可 由 * 数 组 空间 来 实现 。 为 
了 完整 的 确切 的 表达 这 种 观念 和 方法 ， 使 我 们 引出 代数 学 的 一 个 基 
本 概念 同 构 . 

定义 “” 设 Vi，T: 都 是 上 的 线性 空间 。 如 果 在 V, 与 V, 之 间 存 
在 一 个 一 一 对 应 *， 使 得 车 
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op |— a" 
hI-—3p 
那么 
六 十 月 | 一 一 > 十 有 
kr | 一 > 左 r 
则 称 p 是 VW 与 WV 的 一 个 同 构 上 映射， 并 说 VV 与 WV, 是 同 构 的 ， 记 作 和 ,之 
V,, 
例 1 考虑 了 下:[*] 与 Ff 这 两 个 线性 空间 。 容 易 想 到 它们 之 
隔 在 在 一 个 自然 的 一 一 对 应 ， 即 
Dw: f(x) = a 十 村 区 村 全 ra Ad 1), 
已 经 乔 道 ， 这 个 映射 8 刚好 满足 同 构 映 射 的 两 条 要 求 ， 邯 ?是 EC 
与 FP” 的 网 构 爱 射 ，F,Cx] 之 F*, 
例 2 考虑 订 CF) 与 FP"， 它 们 之 间 的 映射 


9 ( ‘) (4 ,7 ), 


显然 ，9 是 一 个 一 一 对 应 ， 并 且 满 足 同 构 有 映射 的 两 条 要 求 ， 所 以 
Mi,(F) 一 Fe 


例 3 车 dmr=z 刚 六 之 FPF 
事实 上 任 取 玉 的 一 个 基 席 sw gs， …，eo， 于 是 映射 
9: 9 一 74， a 是 9 在 sl，&:，…，en 上 的 坐标 列 ， 
就 是 x 维 空间 六 与 了 的 间 构 上 映射， 六 之 F”, 
例 4 如果 FV,， 那 又 ,入 
事实 上 由 外 之 VF,， 可 设 g 是 六 与 六 ,的 一 个 同 构 映射 。 江 
巾 9 的 道 映射 9p， 当然 就 是 从 六, 到 的 一 个 一 一 对 应 ， 
$9， 共 中 pal 一 >a'， Va'EV,, 
耶 是 若 
PI—P， 其 中 yg: BI 一 > 
那么 由 
plath=oa) +o = 二 让 
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oo) = RipfG) = ka 
可 知 
六 ， a'+p'|— a+p 
Ea! |- 一 开放 
押 以 则 下 ”配方 的 同 构 呐 射 ， 斑 :六 
例 5 如 果 y 是 VF, 与 V ,的 沿 构 映射 那么 w( 0 =0 (注意 ， 等 
号 及 边 的 0 是 FF, 的 零 向 其 ， 等 号 后 边 的 0 则 是 ,的 零 辣 量 ) ， 
事实 上 90) =oR0) = kp(0)， 令 上 =0 时 ， 便 得 pq(0) = 0. 
例 8 如果 9 是 六 与 产 :的 问 构 上 喘 射 ， 那 么 对 于 大 的 任意 一 组 疝 
量 cu，a:，…，a， 都 有 
他 《十 Es tr +t ka) = pa) + Epta,) + 
十 …* 十 kmla,), 
事实 上 当 :=2 时 ， 则 有 
pa, + Bag) = pRB) + p(s0) 
= Ep(a) 十 Bp {er,) 
归纳 假设 对 ?1 个 向 量 等 式 成 立 ， 看 :个 向 量 的 情形 ， 于 是 
PBA tt Eatyt rr + ha) pg (RCI 十 下 2 十 十 下 a) + ka,) 
-glo + Ets t "+ hs) tp ka,) 
= ipa) + Ep (ea) + ee + pa + Pe), 
命题 1 设 y 是 记 与 V ,的 一 个 同 构 映射 ，oy，6s，-…，&s EV 
PE = ti=1 2 ，… 33) 那么 
gat+ ay fF +c =0 当 且 仅 当 十 a 十 由 党 = 作 ， 
证 明 对 任意 的 卡 ， 卡 ，，…， 上 ,都 有 
PET + Bees + er + EG) = Ba! + Bs + + kee, 
而 在 辣 构 映射 之 下 ， 一 个 向 证 的 象 是 零 向 疆 当 且 仅 当 =0。 由 
此 人 恒 得 要 证 明 的 结果 。 
推论 cu cu， …， as 是 线性 相关 的 当 且 仅 当 cq ， as …， ol 是 
命题 2 人 设 ,与 ,都 是 了 F 上 有 限 维 空间 。 那 么 VV, 守 让， 当 且 
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仅 当 dim = dimV, 

证 明 如 果 所 人， 由 合 题 可知 dim = dimV,， 反 之 ， 
如 果 dimF= dimF,。 邻 dim 久 = 有 于 是 = [ee ，…，e 门 ， 
:= Te， sz 84] 这样 可 以 自然 的 规定 到 了 天 的 一 个 映射 

PD; REA atst rr + den FA! = ey + dE 二 en 
不 难 若 道 ， 瑛 射 p 是 ,与 ,的 了 癌 构 卫 射 ，F 守 ， 

命题 35” 令 外 表示 数 域 PF 上 一 切线 性 空间 的 集合 。 于 是 同 构 关 
系 之 是 六 的 一 个 等 价 关系 ， 

证 明 ”对 任意 的 六 了， 天 EX， 都 有 

1) 度 身 性 FF 
这 内 要 今 

vw: Ta ee 
便 得 太一。 

2 ) 对 称 性 ” 若 太守， 那么 令 g 是 放 , 与 V, 的 同 构 贞 射 时 ， 
的 道 映射 就 是 人 ,与 六 ,的 辐 构 上 里 射 ， 即 人 ,和 = 

3) 仁 理 性 车 久之 FF,， ,之 VV 令 oo 分 别 是 相应 的 
同 构 观 射 ， 那 么 gg 就 是 三 ,的 同 构 映射 ， 即 有 信守 人 

问 构 弃 扒 是 苹 的 等 价 关系 ， 那么 同 构 关系 给 耻 决定 一 个 分 类 
记 ， 即 

Vij, 分 在 一 类 里 当 且 仅 当 之, 

我 们 已 经 知道 ， 与 有 有限 维 空间 同 攀 的 必定 是 和 有 了 恨 维 空间 ， 并 且 两 个 
有 限 维 空间 回 构 的 充分 必要 条 件 是 二 者 同 维 数 ， 这 样 ， 蕊 的 分 类 袜 
大 体 上 可 表达 为 

Z={C0, CFSY, CFRY, or, 【yy CEI, 20), 
其 中 CE 表示 与 FW 同 构 的 空间 组 成 的 类 ，[ 工 ] 及 其 以 后 的 都 
蚌 无 限 维 空间 组 成 的 类 ， 当 然 [10 1 就 是 与 零 空间 {0 局 构 的 空间 
组 成 的 类 ， 
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练 七 


1. 证 明 ， 复 数 域 上 的 二 阶 方 阵 的 集合 Ma(C) 做 为 实数 域 了 


上 的 线性 空间 与 D* 同 物 。 
2. 证 明了 按 练 起 二 中 第 2 题 规 定 的 运 委 所 枸 成 的 绕 性 空 疝 


与 必 看 作 自 身上 上 的 线性 空间 问 构 。 
5, 证 明 Frx] 与 它 的 真子 室 阿 同 构 。 


习 题 十 一 


1。 设 M={f(e， 人 | a，&8ED}， 规 定 
《ay é) da,, 6,) = Ca 十 A b+ et aas) 
Ela, bY = Cka, Eb, + kk a) 
证 明 半 是 实数 域 了 工 的 然 性 空间 ， 
2，、 胖 面 上 侍 蛋 辐 最 构成 的 集合 x*， 对 于 通常 的 同 量 加 法 和 如 
下 规定 的 倍数 乘法 
Ekar=e 
二 万 DD， 问 x 是 否 是 实数 域 了 上 的 级 怀 空 间 ， 
3。 讼 太 ,， 玉 , 基数 威 下 上 的 线性 空间 产 的 子 空间 。 今 o, 8 是 


广 申 国 个 岗 芷 ， 可 采 oy,, 但 EW,，, BENW,, 证 明 

1) 对 任意 有 &EF， 部 有 有 B+ &aEW, 

2 } 至 多 有 一 个 EF， 丁 得 B+ Ea EW 

4 ， 设 7， 了 W， 是 线性 空间 这 的 真 于 空间 ， 证 明 信 中 容 在 一 个 
向 指使 得 s EV， 同时 <E 丈 ,， 

9， ea MW,, HW,, "Uy WwW, 基线 性 空间 上 的 直子 空间 ， 证 朋 六 
中 在 证 一 个 向 拭 & 同时 不 属于 Yi; GG=1， ?5，…，+)。 
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6. 在 有 理 数 域 0 上 ， 实 数 集 也 所 构成 的 线性 空间 中 ， 求 由 1 
ww 评 ，w 5 生成 的 子 空间 的 维 数 ， 
7. 设 厂 ,， 到 , 是 # 维 线性 空间 下 的 子 空间 ， 如 采 
dim (WW + Wy = dim(W NW +1 (1) 
证 明生 ,+ WW， 必 与 矿 ,， 玉 ,中 某 一 个 重合 ， 而 交 孙 但 罗 ; 必 与 
一 个 重 和 . 
8， 在 Frx] 中 ， 如 果 ftx)》 是 ?次 密 项 式 ， 证 明 
JJ 
是 上 ax] 的 基底 。 如 果 
flx) = (一 2 
求 对 任意 gtx) EPF.Cx] 的 党 标 。 
9， 设 ua，o，…，4r 是 线性 空间 亚 .CF) 的 基 席 ， 
1) 若 必 EF，{=1，2，…，#) 不 全 为 0 ， 证 明 以 方程 
开罗 十 天 rr 十 十 天 os 一 站 
的 解 “，c， …，*cs* 为 坐标 的 向 量 ， 则 
fi 如 十 re 十 本 
的 集合 L, 是 VV.(F) 的 #-1 维 子 空间 ， 
2 ) 证 明 以 方程 组 
Pr Pe 十 十 呈 二 胡 


他 十 站 十 
的 解 “5，c，…，cn 为 坐标 的 向 量 集 合 L; 是 Vt 了) 的 子 空间 ， 并 求 
其 维 数 。 
10. 证 明 DP'” 的 生意 一 个 子 空间 都 是 某 个 六 次 钱 性 方程 组 的 
钥 空 间 ， 
11， 证 明 D'"” 的 任意 真子 空间 都 是 鞠 干 个 x - 1 维 了 空间 的 充 。 
12， 设 gg， 户 EV， 加 末 
六 十 有 二 = 
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当 crt 了 时， 证 明 
Lia, BE) = 了 工人 了 
13， 设 厂 ,， 序 ， 分别 是 齐 次 线性 方程 级 


2 十 %r 十 交 十 %p 二 站 (1) 
与 

N= (2) 
的 解 空间 ， 证 明 ， 

Dom = Wy ; TW, 


14. 设 全 ?是 线性 空间 这,(F》 的 非 平 凡 了 和子 空间 研 关 这: 下)， 
太 关 {9}， 证 明太 不 只 有 一 个 补 空 间 。 
15. 设 对 (FF) 表示 数 域 下 上 的 一 切 # 阶 方 阵 历 构成 的 线性 空 
间 ， 令 
$={AEMAF) | A'= A} 
T={AEMAF) | A'= -A} 
证 阴 ，M,(F)=5 + 了 
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第 十 二 章 ”线性 变换 


与 线性 空间 理论 紧 名 相关 的 是 线性 变换 的 型 论 ， 它 一 方面 可 以 
看 做 古 节 简单 而 又 最 基本 的 线性 冰 狐 的 一 般 化 。 另 一 方面 是 几何 空 
河中 - -类 相当 广泛 的 安 搞 在 一 般 线 性 空间 上 的 推广 .特别 地 ,对 有 限 
维 线性 空间 来 说 ， 线 性 变换 理论 与 矩阵 的 相似 理论 是 完全 相当 的 。 
本 章 讨 论 两 方面 的 问题 ， 线 性 变换 的 一 般 概 念 与 基 林 性质。 有限 维 
线性 空间 上 线性 变换 的 标准 形 . 


$1 线性 变换 的 定义 及 简单 性 质 


为 了 投 述 自然 ， 使 读者 易于 接受 ， 我 们 从 一 些 熟 悉 的 例子 入 
手 ， 从 而 导出 线性 变换 的 一 般 概 念 ， 
例 1 妇 呈 为 实数 域 ， 大 家 知道 ， 最 简单 而 马 最 基本 的 函数 莫 
过 于 线性 函数 
Y=/ (x) = ax C1) 
它 药 定 义 域 和 值 域 都 是 实数 域 忆 ， 即 对 卫 中 每 一 个 实数 x， 线 性 浮 
数 j/” 使 其 对 应 一 个 函数 值 s*， 并 且 具 石 性 质 
1) fx t+ x) =/ x) tf x,), 
2) flEx) = Ef (Cx), 
用 话 米 说 束 是 ，X| 与 x 的 和 x+xa 的 苹 数 值 等 于 % 与 x 的 机 
数值 fx) 与 fxz》 的 入 xD + 了 Cx,)，% 的 十 信 趟 x 的 隙 数值 等 于 
* 的 阔 数 值 jtx) 的 售 赴 (x)， 
我 们 这 时 是 在 考虑 线性 空间 了 的 线性 党 换 辣 题 。 因 此 ， 节 好 用 
线性 空间 的 时 于 把 上 述 事 实 表 达旦 熔 ， 以 全 众 中午 册 规律 性 的 认 


| 


识 。 
大 察 知 道 ， 任 一 数 域 下 部 自然 可 以 看 成 古 工 上 的 线性 空间 ， 因 
而 共 中 每 一 个 数 x 都 叫 向 量 。 这 样 ， 定 义 在 实数 域 D 上 的 线性 函数 
ff: 
fx x = a 
就 可 以 看 成 是 线性 空间 DD 上 的 一 个 变换 jf。 并 且 线 性 函数 的 两 条 基 
本 性 质 俱 可 相应 的 说 成 ， 
1) 两 个 向 入 x 与 x 的 和 x+ 的 象 (xi+xy) 等 于 象 的 
和 f(x) fx) 
2 ) 向 量 x 的 & 倍 Ex 的 象 A(&x) 等 于 象 的 & 倍 (x)， 
使 用 这 样 的 语言 就 能 对 以 往 所 熟悉 的 一 些 比较 分 散 的 对 象 得 到 
统一 的 共识 ， 从 而 萤 担 它们 共同 的 规律 性 。 
例 2 考虑 几何 空间 DP 它 可 以 看 成 是 有 了 笛 卡 儿 直 角 华 标 
系 的 -- 张 平面 ， 只 的 变换 
0I: =x |x 0 
具有 与 线性 函数 同样 的 两 条 性 质 
1) ola+B) =o(a) +o(P), 
2) ofEe) = Eata), Wa, BED®™, gED, 
这 里 的 s 就 是 平面 D” 的 往 x 轴 上 的 “射影 变换 ”，a 把 向 量 a = (x%， 
2 射 成 < 在 x 轴 上 的 “ 划 影 ”(x、， 人 0)， 
例 5 海 碟 刘 。(CF)， 这 是 工 上 天 维 的 线性 室 间 ， 它 的 转 置 变 
换 
tr: AA YAEM.(T), 
有 具有 与 线 性 浮 数 则 样 的 两 条 性 质 ， 
1) rtA+BY=rAy + roBy, 
2 rtEAY = Ett). 
综合 以 上 三 例 ， 我 们 恒 可 导出 级 性 变换 的 一 般 概念 。 
定义 ” 设 V 是 FF 上 和 任 一 线性 空间 。，o 是 WV 的 一 个 变换 ， 如 果 
1) ota+B) = ata) + otp), 
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2 ofEay = koala), Wa, BEV, EEF, 
则 称 o 是 Y 的 一 个 线性 变换 ， 

以 下 常用 希腊 字母 <，*，P，… 等 表示 线性 变换 , 

按 此 定义 ， 线 竹 函 数 (x) = ax 是 线性 空间 了 上 的 线性 变换 ， 
射影 变换 of((x*， 力 ) = (x，0) 是 平面 D 上 的 线 作 变换 ， 转 置 变换 
rt4) = A' 是 线性 空间 好,(F) 上 的 线性 变换 

例 4 考 患 一 元 多 项 式 的 线性 空间 Pfx1， 求 导数 的 方法 

d, fx) [+f (Cx) 
是 DEx] 的 一 个 变换 ， 早 已 知道 ， 求 导数 的 两 条 性 掺 ， 

1)》 dtflw) 二 KK = do Cr)) + drtx)), 

2) dEf CX) = kd (tx)), 
这 样 ， 求 导 变 换 4 是 线 往 室 间 PEx] 的 一 个 线性 变换 ， 同 理 可 知 ， 
求 积 束 换 


sf 0 {fa 


也 是 PrIx] 的 一 个 线 放 变换， 

例 5 五 上 的 任 一 -# 维 空间 矿 = [el，s，…，em。 取 定 一 个 * 阶 
方 阵 AE MF)， 这 样 ， 对 下 中 任意 的 向 基 &= a 4+ gg 二 十 
entn 我 们 规定 


Oo: Ra = e+ A ot + En 


4 人 }( 
da a 
直接 用 些 标 来 写 ， 就 是 


#1 a 
上 
本 站 
go, 2 | > 2 
三 : 
i A 三 


显然 ， 利 用 惩 阵 4 如 此 规定 的 方法 o 是 z* 维 线性 空间 7 的 一 个 变换 。 
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这 里 


进而 也 不 难 验证 ，r 是 线性 的 .如果 B= 名 et 如 es t+"… +bnens 那么 


o PB—H', P=belt Byes tr brs 


bs 6 
A 1 | 
b, bs 


于 是 at P= (tat)et (ard)et + (Cat Dn) en, 


dait+b, 2 4 a ay 
4 | 。 人 A ; - | | : 
ant bs a b, sd bb 


Bex = Ckadelt CEas)es t+ + (ka) Ens 


EA 4 A 
A ka, jd 4 j: 上 ) 
Eas 4 an 。 


这 吝 证 明了 : 
so+ By 一 Bay 十 二， 
atEo) = 此 ofa) 
即 o 是 的 线性 变换 , 
例 6 设 是 任 一 线性 空间 。 考 虚 矿 的 如 下 和 的 变换 ， 


J |— 3a, 


其 中 


和 


J 0, 

这 里 a 就 大 把 向 量 z 射 成 < 本身， 即使 扩 申 每 一 个 向 重 = 都 不 动 的 变 
换 ， 而 5 则 是 把 每 一 个 向 二 a 部 射 成 零 问 量 。 显然 ， 这 两 个 很 特殊 
的 变换 部 基线 性 变换 ， a, 叫做 恒 等 变 换 ， 特 别 地 ， 记 作 se 即 
eo} =o， YaEF ，c5z 二 做 零 变 换 ， 特 别 地 ， 记 作 0 ， 即 0(a) = 0， 
YacEr ， 

命题 设 o 是 线性 空间 V 的 一 个 变换 . a 是 线性 变换 当 且 仅 当 
alo t E02) = EGG) + Eeolos), Was or EW, Ek, Bk,EF. 
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证 明 必要 性 是 明显 的 ， 上 反 这 来 ， 令 有 =1，&:= 上 了 融 得 出 线 
竹 次 拨 所 需要 的 第 一 个 菜 作 ， 令 名 =0， 证 得 出 线性 变换 的 第 二 个 
条 件 . 
推论 1 ”车 = 是 线性 变换 ， 则 有 
oo 十 Rt + Ra) = EG) 十 下 (二 十 天 fy， 
特别 地 ，a(0) =0, a( 一 2) = 一 (cz)。 
对 * 做 数学 归纳 法 就 可 证 明 记 说 的 等 式 。 
推论 2 和 著 c 是 线性 变换 ， mya: …，c， 是 一 组 线性 相关 的 向 
量 ， 那 么 它们 的 象 (tey，ofcs), ata:) 也 一 定 是 钱 性 相关 的 ， 
换言之 ， 线 性 变换 = 把 线性 相关 的 向 量 还 变 成 线性 相关 的 向 量 , 
上 事实 上 出 wy，0，…，9; 是 线性 相关 的 ， 则 有 不 全 为 零 的 数 
k,, k,, "ry 此 ， 合 
Ra +t kost + ,a= 0, 
于 是 
alkalt Ra te + Ra) = 90) = 0 
即 
koto,) 十 下 GT + -+ kala 二 站 
所 以 oa)，c(e)，…，o(aw) 是 线性 相关 的 . 
由 扒 论 2 可 知 ， 
45taD)，atanD)，…，gl0)} 的 秩 所 {a， ca 的 


练习 一 


1. 设 o; 是 DE 中 的 一 个 变换 ， 对 De2 中 任意 向 量 a= (xy xs) 
有 

ly q(ta) = (x -xX,) 

2) oto) = (— Xx, %:) 

3) ola) = Cm x 一 
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4) a{a) = tw, 0D) 

5)》 oto) = 0, %) 

证 明 oy，oj，a，o， 上 是 Do 的 线性 变换 。 并 洲 明 几何 意义 。 

2， 证 明 D" 中 的 旋转 变换 ， 即 对 任意 < = (xy >) 属于 2 有 

ow, Xo) 《wiiCGS 昌 一 worSinD，Yisint + x.cos0) 
是 线性 变换 ， 而 平移 变换 ， 即 

r(x xX) = 《xia xs 十 有 ay 乡 不 全 为 零 , 不 是 线性 变 
换 。 

3， 在 Do 中 ， 对 任意 向 甘 «= (x,，xs，x;) ED 下列 变换 

Ey) ota) = Ce + Rs Ns + 

2) ota} = (Cx, Xs Xl) 

3) (oy) = COsSx, Sinx,, 0) 

4， 区 市 ,(F》 是 数 域 半 上 的 一 切 # 阶 方 阵 所 构成 的 线性 空间 ， 
4，1 是 时 (FF) 中 国定 的 x 阶 方 阵 ，X 是 4。(CF)》 中 任意 答 阵 ， 证 
明 变 换 

otX}= AXB 
是 线性 变换 。 

5. 证 明 煞 域 了 上 的 一 维 线 性 空间 亚 的 一 个 变换 = 是 名 性 变换 
的 充分 必要 条 件 是 对 亚 中 任意 向 量 x 都 有 有 

df = ax, 

6、 设 AE MF)， 为 一 固定 向 量 ， 对 任意 的 天 E 间 。(F)， 定 
多 变换 

oor} = AX-XA 
1) 泪 明 o 是 线性 变换 ， 
2 ) 对 任意 总 ，Y CM.(F》 有 
如 人 人) = 《af)) 十 三 (CCY)) 
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8$2 线性 变换 的 运算 


我 们 从 线性 函数 的 运算 说 起 ， 设 (x) = ax，g(*) = bx 是 两 个 
强 性 函数 〈 自 然 可 以 看 向 是 线性 空间 只 上 的 两 个 线性 变换 ) 。 我 们 
已 说 两 个 函数 的 加 法 就 是 使 函数 值 相 加 ， 从 市 得 到 一 个 通 数 。 上 比如 
hx) =f (x) +t ox) =ax + bx = (a+ x, 
这 个 (x》 岂 做 (x) 与 glx) 的 和 ， 记 作 =f+£。 再 有 ， 一 个 
苹 数 与 一 个 数 的 倍数 运算 ， 就 是 出 数 去 习 隙 数 从 ， 从 而 得 到 一 个 
消 数 。 比 如 
gw) = Ef (x) = Erax = {thax, 
称 *(x) 为 4 与 1(x) 的 积 ， 记 作 #= 丰 . 
最 后 ， 商 个 鲁 性 函数 可 以 复合 而 成 一 个 阴 数 。 比 如 
v(x) = C(x)) = hx) = (5X) = Cob) x 
以 后 称 vx) 为 f(x) 与 gx) 的 积 。 记 作 z=fs， 
总 起 来 说 ， 关 寸 线 性 辫 数 有 三 种 运算 方法 ， 
加 法 GF (Gx) =J(x) +g(x)， 
信 数 《ED (x) = &-f(%)， 
莱 法 (fg) (x) =f (g(x)). 
对 于 一 般 的 线性 变换 也 有 完全 类 似 的 三 种 运算 ， 现 在 分 别 规定 
如 下 、 
设 扩 是 和 上任 一 线性 空间 。 (VV》 表示 上 一 切线 性 变 找 组 
成 的 集合 。 我 们 给 LtI) 规定 三 种 运算 ， 
加 法 Yao， rEL(V)， 令 
(og+T) (a) =ola) + rta), YaE。 
倍数 VEEF，oEL()， 令 
(a) (a) = 8a(a), WuEV, 
乘 汪 Ya，rELO)， 邻 
KoT) to) =otrfa) YeEr, 


?90 


显然 ， 如 此 得 到 的 e+z，A&c，az 部 是 线性 空间 F 的 变换 。 下 面 我 
们 证 朋 它 们 还 都 巧 扩 的 线性 室 换 . 
命题 1 设 so, + 是 线性 空间 Y 的 线性 变换 ， 和 REEF。 和 那么 
7 十 t+y， 上 ro，or 都 是 YY 的 线性 变换 ， 
证 有 明 Wwe，BEV， 不 ， 上 CCF， 部 有 
(Coie) RT KB) olkat EB) + rik t+ ,8) 
= Rota) 二 此 of 有 + hr(a) + Rr) 
= or) + ET te) + Rg) -二 rr 
= {ola) + ra)) +t Eta) 4 rt)) 
= (ot+r) (0) + RCo + Fr) CB) 
由 妨 命题 ，a+r 起 鳅 性 的 ， 
同样 可 证 Ko，or 都 是 线性 的 ， 
例 1 在 DP% 中 ， 令 
GT (XS%) | ~ , 
Te 
剧 然 9 与 都 是 DY 的 线性 变换 ， 于 是 
Co + 全) = o£) + rt) 
= (xy 一 入 拓 填 《一 加 区) 


三 《如 2%), 
(ko) (EY = 下 art) 
= E(x, 一 多， %) 


= (Ex, 一 此 Er), 
(oD) (6) = or 8)) 
=ao({(~ x, 7, %)) 
= (—*, 2%), 
命题 2 ”线性 变换 的 运算 具有 及 下 性 质 ， 
1} sg+t-TIo 
2) {ort +p=gt (r+p) 
37 OO- =0=4+0 
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4) 若 规 定 (-m (人 = -all， 称 -ea 为 ac 的 负 变 摘 ， 那 么 -= 
是 线性 变换 ， 并 上 且 
ot -0 =0={-0D+o, 
85) (tgp+r)y = Ro kr 
和 {f+ ko=tot kg 
7) 《= (ET 
8)》 1e= 
9) (oryp= alrp) 
10) esg=o= ws 
11) sr+p) = 十 ep 
(T+OoGT To Po 
12) kr(or) = (Ea T= a(En), 
证 明 这 12 杀 性 釉 都 是 容易 出 定 交 直接 证 明 的 。 我 们 只 证 明 
il) :了 12) 两 条 。 余 者 留 给 读者 去 验证 ， 
先 证 11) 中 的 左 分 配 律 成 立 。，YaEF 产 ， 于 是 
otT+ po) Ca) = ol (T+ Pp) Co) 1 
=oT(a) 十 Po ) 
=o(rt0)) + op ) 
= ora) + ap loa) 
= (oT + dp) (ea) 
所 以 attr+pe) =or+t+op, 
同样 可 证 右 分 配 律 成 立 ， 
再 证 12》 成 立 
(Eo rT (a) = bo tr (oa)) 
= 上 (or to) )) 
= 此 (ar a)) 
一 此 for) () 
所 以 〈Emr=Rtar)， 辣 样 可 证 ctEr) = (er)， 
以 上 命题 2 中 的 前 八条 人 性 员 说 明 ， 线 性 空间 入 的 一 切线 性 变换 
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所 组 成 的 集合 工 (Z)， 用 线性 变换 的 加 法 与 倍数 运算 ， 做 成 了 线性 
空间 。 对 线性 空间 工 〈() 来 说 ， 它 的 向 量 就 是 线性 空间 六 的 线性 
变换 ， 

由 于 存在 一 个 特殊 的 线性 变换 一 恒 等 变换 s， 它 的 特性 是 对 任 
一 线性 变换 o 者 有 
这 样 ， 在 - -切线 性 变换 的 集合 LC) 中 ， 应 当 考 虑 可 道 变 换 的 问 
题 。 

设 oEL(F)。 如 果 有 rEL(Y),， 使 
则 称 c 是 可 逆 线 性 变 多 ， 人 简称 = 是 可 逆 的 。 

命题 3 oa 是 可 逆 的 当 且 仅 当 az 有 逆 变 换 ， 

证 明 ”我 们 分 刀 下 由 点 米 说 明 ， 

1) 如 果 线 性 变换 ez 有 道 变 痪 ， 记 作 a ， 那 各 ao!' 也 是 线性 蛮 
换 。 

事实 上 令 
ol a ] 一 一 >， 朋 | 一 > 呈 
出 有 at) =a'，at 户 =P， 从 而 

gd th|—ra tp 
Ec ji—rka! 

这 就 表明 oo + = (ay) a t(D),， oa!'(Ean = 上 ka 'tan))， 有 即 
07 是 线性 的 ， 

2) oc =e 二 ao tig。 这 是 明显 的 . 

3 ) 如 果 是 可 逆 的 ， 邯 存在 线性 变换 +, 使 ar=s=rc， 那 
么 < 必 有 有 逆 亚 换 ， 

所 谓 s 有 道 变换 ， 就 是 说 是 单 满 变 换 ， 

对 说 co 是 单 变 换 ， 假 设 ola) =al 且 ， 则 有 

ria(a)) = 70), rota) =ra(B), eta) =e(t), oe=f, 

振 说 c 古 满 变 换 ， 对 任意 的 a'EV， 令 rteD =a， 则 有 a(te) = 
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a{rta)) =arteD =e (a) =a", 

4 ) 如 果 o 是 可 道 的 ， 那 么 使 or =e = ro 的 线性 变换 * 必定 永 
是 go 的 逆 变 换 ， 即 *=e . 

因为 gz 是 可 道 的 ， 由 3 oa 有 道 变换 a '。 于 是 or =e=ec”， 
有 从 而 oor) = orlee (orior= {a '00 ', er=eo ， f=a 

总 括 起 来 ， 命 题 3 给 完全 证 明了 ， 同 时 顺便 说 上 明 ， 使 sr==To 
的 线性 变换 * 基 唯一 的 ， 即 * 是 道 变换 o 。 

现在 我 们 可 以 定义 线性 变换 短 的 概念 及 线性 变换 的 多 项 式 的 概 

设 EL(， 由 于 线性 变换 的 乘法 满足 结合 律 。 因 而 任 总 取 
定 正 整数 名 来 积 

# 个 


To 
何 本 昌国 如 


4 个 
人 


都 是 一 个 确定 的 线性 变换 ， 思 做 oe 的 x 次 匡 ， 记 作 o"=o ec … ao, 
如 果 6o 基 可 道 的 ， 还 可 以 定义 负 整 数 帘 的 概念 ， 妓 规定 
YE 
特别 地 ， 对 任 一 线性 变换 c， 我 们 总 规定 
根据 线性 变换 宪 的 定 光 ， 可 以 推出 指数 法 则 ， 
gm C0) = om 0; 
当 o 是 可 道 线 性 变换 时 ， 上 还 法 则 对 任意 的 吾 数 m。，?# 都 成 立 。 但 
是 ， 由 于 乘法 不 满足 交换 律 ， 记 以 关于 乘积 的 指数 法 则 不 成 立 ， 即 
《or) For, 
设 
Fx) = a a Nt +a 
是 Frx] 中 任 一 多 横 式 ，c 是 7 的 任 一 线性 变换 ， 我 们 定义 
fo0) 一 人 0 十 ia tt Adgt ae 
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显然 ,lo) 是 一 个 线性 变换 ， 叫 做 线性 变换 o 的 多 项 式 ， 
不 难 验 证 ， 如 果 对 FLx] 中 多 项 式 以 下 关系 胶 立 
# NY) =f (x) + EN), v(x) = (x) 8 (x) 
那么 对 和 任 一 aEL())， 则 有 
#(@) =f {0) + go), v0) =f (0) 4 (0), 
特别 地 
fa go = £0 (0), 
即 册 一 个 线性 变换 的 多 项 式 前 乘法 是 可 交 摘 的 。 
例 2 在 寻 ;(F) 中 ， 转 置 变换 
tr: A|—»A 


是 单 潍 误 搁 ， 记 以 基 吕 道 的 ， 显 然 有 不 =#, 从 而 一 =Tr， 再 如 线 


性 变换 
人 
显然 不 是 可 闭 的 . 
例 3 考虑 平面 D 的 两 个 线性 变换 
go (Xx, 如 | 一 (一 yw 
TOJ | 一 >(0， 力 ， 
于 是 
ort(x, WD) =otrttx, PD) =o000, PD) = -yy 0, 
Tatlx, PD)=Tattx, HD =T x)) = (0, x), 
显然 ， 只 要 (x， 四 了 (0 人， 总 有 oar((x， 办 ) 关 ro( (Xx， 办 )， 这 
说 明 线 性 变换 前 狂 法 ， 一 般 是 不 满足 交换 律 的 ， 
这 里 还 容易 看 出 ，z 不 是 可 道 的 。 但 = 是 一 个 单 满 变 换 ， 所 以 
9 是 可 赣 的 ， 并 且 
a Dy 
因为 上 一 四 = 一 < 一 二 gx 办)， 内 而 so'= ~o， 即 
r= —e, 
例 4 考虑 无 限 维 空间 DrxJ]， 及 共 # 维 子 空间 DCx]。 我 们 
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已 经 知道 ， 求 导数 的 方法 4# 是 空间 了 Cx] 的 一 个 线性 变换 ， 并 且 
YH(w) ED,Lx]， 才 有 
dF)) = (x) ED, LxI, TD dD, Cx) ED, CY), 
这 样 ， 线 性 上 变换 4d 在 于 空间 DCx] 上 有 一 个 导出 变换 ， 纪 j， 我 
们 把 这 个 导出 变换 还 记 作 #4。 于 是 ， DCx] 中 的 多 项 式 (x*)， 其 
次 数 二 #， 所 以 fx) =0。 这 …… 事 实说 明 ， 导 出 变换 z 具有 性 质 ， 
df) = 0) df C9) = 8) ,A A =f x) = 0, 
即 4? 是 Ds[Lx] 的 零 变 换 : 和 =0， 但 是 在 整个 空间 Ptx) 上 看， 对 
任意 堪 整 数 #， 总 有 呈 关 0。 
例 5 在 Frcx] 中 ， 关 于 x 的 平移 变换 
oo 0 fx + a) 
如 一 | 


龙 一 个 线性 变换 。 根 据 泰 勤 展开 式 


Jr =f (x) To + 和 1 0 tt 


fb Cx), 
于 是 有 
ast x) =f {x + a), 
fx) = a f(x)), 
(x) = df x)), 
f(x) = di f(x)), 


| fb (Cx) 二 d"™ (fix)), 
从 而 各 有 
Gf x)) = df)) + ad (f (e+ Sd fC) te 


de 
+ 人 1 4 


_ a 2 i 
= (d+ 42 + tt ) O00), 
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这 样 ， 接 照 变换 相等 的 定义 ， 即 得 


a 划一 1 
d= E+ ad + od +t + 


人 #1 
Cx 一 二 1 2 ， 


这 个 等 式 说 明 ， 线 性 变换 o. 是 线性 变换 4 的 一 个 多 项 式 ， 


练 二 


1. 在 几何 空 册 De 中 ， 到 直角 谷 标 系 OXYZ， 以 oa 表示 特 空 
加 绕 OX 轴 由 CY 向 OZ 方向 旋转 890 "的 变换 ， 以 * 表 示 统 0O7 轴 由 02 
问 OX 方 向 旋转 90" 的 变换 ， 以 p 表 示 绕 0Z 轴 由 OX 向 0Y 方 向 旋转 
9 和 的 受 换 ， 证 明 

1) oa'=r=p'=e 

2) Or 

3) gri= Tio: 

4) or) ert 

2 在:() 中 ， 设 线性 变换 


"(2)-(F a1 1) 


a Hy ria 0 
开 ( 让 = 9 J ) 
求 FT FT, 
3， 在 数 域 土 的 一 元 多 式 式 构成 的 线性 空间 Ff[xD 中 ， 可 入 
olf (wx) = (x) 
ze) = xf Cx) 
证 明 ， 
of 一 TO (es 是 悄 等 变换 ) 
4。 设 ao， 工 是 线性 变换 ， 如 时 
Jr 一 工 何 二 中 


证 明 ， 
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kr 一 TGFR 一 大池， (E>1) 
5. 设 o, tt 是 线性 变 措 ， 且 
T= ft 
证 明 ， 
1) 小 (q+ =g+T,， 则 oz=8 ee 吕 零 亚 换 ) 
2) 和 巷 er=zro 了 刚 (二 ET 一 or = 吕 十 工 一 GE 
6， 设 am，z 是 7 的 线 手 变换 ， 证 多 
Co T= or TH 
证 明 ， 对 任意 9，t P 以 下 等 式 成 立 。 
Cip, oa, T+ Lo, tpl+Ctr, Pp, =8 
7 可逆 线形 变换 的 乘积 仍 是 可 逆 线 性 变换 . 
8， 贡 o 是 线性 空间 入 的 可 逆 线 人 性 变 岳 ， aa，az …， on 是 线 
性 无 闫 的 风量 组 ， 诞 明 
IUCN Ta), ry Ot) 


也 是 线性 无 关 的 。 


Y3 线性 变换 与 子 空间 的 关系 


设 z 基 线性 空间 广 的 线性 变换 ， 殉 是 亚 的 子 空 间 ， 于 是 与 vc， 剑 
相 联 系 的 有 以 于 两 合子 集 ， 
at 让) = {0 | EEWY or i) = {EV |olt) EWY 
称 o( 玉 ) 为 下 在 之 下 的 象 ， o (YY) 为 玉 在 o 之 下 的 原 象 ， 
例题 1 ” 设 c 是 Y 的 线性 变换 ， 人 三 是 了 的 子 空间 ， 那 么 ot) 与 
o (WW) 都 是 这 的 子 空间 ， 
证 任 取 a， 记 EatW)， 于 是 必 有 a，AEWWV， 使 ata) =a'， 
otPB) = B'。 由 此 期 得 
Ea’ + RR! = Eala) + halP) = 0 (ka + A), 
关 为 看 十 子 空间 ， 可 知 &a+ BEV， 从 而 便 有 
ka' + aB' EC of) 
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遍 以 e( 玉 ) 是 子 空间 ， 

得 碳 ， 对 任意 的 ge，RBEe-T)， 即 gt2)，oatB) EW， 寸 是 
olkat hp) = Roto) + ha(p) EW， 这 就 表明 了 ，ka + kBEo™'(W)， 
即 o (WW 是 子 空间 ， 

特别 地 ， 把 子 空间 stV》 出 做 o 前 和 值 域 ， 把 子 空间 e 《0 出 
司 o 的 核 . 

不 难 指 出 ，a 是 满 变 痪 当 且 仅 当 ce (77) = 产 < 是 单 亦 换 当 且 
仅 当 a 0) = {0}。 前 者 是 自明 的 ， 下 面 对 后 少 解 释 几 句 ， 如 果 a 
是 单 的 ， 上 自然 有 oa (0) = 40}。 如 困 a 不 是 单 的 ， 那么 只 少 有 两 个 
不 同 的 向 是 we 使 ofa =o dt8)， 出 此 便 有 

a- BA¥0, 但 人 -内 =amtal -olf) = 站 
这 就 说 明 术 玉 !0) 天 {0)， 

例 1] 考 目 线性 空间 Fn[x] 及 求 导 数 的 线性 变换 gd 于 是 

4 的 值 域 dF,CXD) = siCX)，# 的 核 47'(0) = FCx)。 值 得 
注意 的 是 ， 这 个 求 导 数 的 线性 变换 4， 如果 在 线性 空间 FEx] 里 来 
考虑 它 的 作用 的 话 ， 24 的 楼 还 是 FiCx3， 但 4 的 值 域 是 全 空间 ， 
atFCx]) = 上 Kx， 这 就 是 说 , fd 是 了 Cx] 的 满 变换 ， 但 不 是 FLx) 
的 满 变 挨 ， 

例 2 在 三 维 几 何 空间 D?” 中， 考虑 一 个 射影 变换 

oa: (CX, %) > (x, 9y,0) 
于 是 so 的 伪 域 就 是 xy 一 一 平面 ，c(DO) ={{x, 从 [x,yEDY, 
ao 的 核 斌 基 % 一 一 加，o (0) = {0，0,， x) |xED}. 

命题 2 若 于 空间 到 = 工 (x，cs，…，c)， 那 么 克 在 r 之 下 的 
款 ocW) = 开 (cfe)，ofa，…，atoo)， 换 句 话说 就 是 ， 生 成 组 
的 象 是 象 空间 的 生成 组 , 

证 明 首先 自然 有 oC) ，atas)，'…，0(a) Eot 肌 )， 其 次 ， 
任 取 aot》 的 一 个 向 量 a"。 于 是 有 aEW， 权 gla) =ai。 把 向 里 
2 用 太 的 生成 组 &，4:，…，a 表示 出 来 ， 妓 有 

a= Ea, + Rt + has, 
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这 样 便 得 
a = a{0) = ok tt Rast rt Rha) = kotu) + ko to) 十 全 
十 让 ,GZ 。 
Bh af) = L(ete), alo), GE) 
推论 dima(W) dimW., 
事实 上 {ota)，g(0)， ,g(a 的 秩 竹 {my，G4， ae 的 
身 ， 即 dimo (W) 之 dimWW, 
命题 3 设 矿 ,， 邱 ,是 六 的 子 空间 ，* 是 上 的 线性 变换 。 那么 
aoW + WW = oa) + olW,). 
事实 上 对 任意 的 负 E 邢 |，% 名 玉 ,， 等 式 
Ta A) = 0) + a (0) 
驶 是 命题 3 所 要 的 竺 论 ， 
命题 4 设 开 ,， 开 ， 是 KF 的 子 空间 ，o 是 的 线性 变换 。 那 双 
oT NW CadF) No(W,), 
事实 上 由 太 仆 W,SEW，WANW,CW. 便 得 
a NW Sa), a ft, So,) 
所 以 oOV NW) Sad Not,), 
推论 ”如果 = 是 可 逆 的 ， 则 有 
oN HW) = eo) NotW)). 
事实 上 ot 站 WW Col) 人 gly， 为 了 推出 
oD Not Co NW,) 
我 们 考虑 c 的 道 变 换 o” ， 册 命题 4 ， 则 有 
oe) Na Ea oH)) Na to (WwW)) 
量 然 有 a = 开 ,，oam!i(o (WW )) = 有 ,于 是 
oaW) NatW)) EW NW, 
从 而 可 得 
on) Nao, Col NW,), 
这 就 证 明了 :oCWNWD) = olWWVD No(WD. 
我 们 朋 确 指出 ， 如 有 条 = 不足 可 道 的 ， 上 述 锥 论 是 示 成 立 的 ， 情 
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如 ，D 守 的 子 空间 
W ,={Cx, x) |xEDY, W,={(x, 0 | x*ED}. 
线性 变 控 
oa: (x, +(x, 0, 
于 是 
WwW NW, = {0), ef =W,, oy) =W,, a ) Ne(W) = 
WW, FE eT NW = {0 Fo Nal ,), 
这 时 由 顺便 说 明 一 个 问题 ， 和 容易 看 进 ， 
De = W, + W, 
但 oo) =oV) to ， 而 ao 六 me 下) = 到 :， 所 以 
gt) +a 开 不 是 直 和 。 这 说 明 直 和 的 象 不 一 定 还 是 直 和 。 


练 习 三 
1。 设 xz 是 广 .CD) 中 的 线性 变换 ， 如 时 


让 位 2 
是 VV,(F) 的 基底 ， 且 aew，…，o 是 e (0 的 基 底 ， 证 明 ， 
1) at ofo itan) 是 et CF)) 的 基 启 ， 
2) dimoTi(0) + dima (FY) =# 
2，、 由 上 题 知 线性 变换 a 的 核 空间 的 维 数 与 象 空间 的 维 数 和 等 
于 线性 空间 的 维 数 。 据 此 是 否 可 以 断言 
a0 + ot PY = ,CP) 
为 什么 ? 
3， 设 是 * 维 线性 空间 7 的 线性 变换 ， 证 明 c 是 可 道 线 性 变换 
的 充分 必要 条 件 是 go 009 = {0} 
4， 设 是 了.(F) 的 一 个 线性 变换 ， 丈 是 天.(F) 的 子 空 间 ， 
证 明 ， 
dim Co (WYY + dim (Celt0 NN WY = dim (UF) 
6。 设 s，r 上 VV ,CF》 的 线性 变换 ， 证明 
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dim (or (VD) dim (or )) t+ dim ert)) 一 站 
6. 洲 go，Tt 是 ,tfF) 的 线性 变换 ， 证 出 
dim (Cor) -0 dim (ao (0)) + dimitr TO 


34 不 变 子 空间 


在 线性 变换 的 理论 中 ， 不 变 子 空间 是 个 基本 的 概念 ， 本 节 介 绍 
夏 变 子 空间 的 简单 性 质 以 及 它 对 化 简 线 性 变 拨打 作用 。 
定义 1 设 z 是 V 的 线性 变换 ， 瑟 是 V 的 子 空间 ， 如 果 o (W) 二 
本 ， 则 称 三 是 xz 的 不 变 子 空间 ， 
例 1 在 三 维 几 何 空间 2 中， 线性 变换 
og; {x 2 | 一 (xy 0, 
子 空 和 间 WW,= 《人 0，7，z 1 ED}, W: =400, 2, 及 |3ED)。 
于 是 
om cHW, aol) 人, 
所 以 ， 全 ,是 c 的 不 变 子 空间 ， 译 :不 是 c 的 不 变 子 空间 。 
例 2 在 DIx] 中 ， 求 导数 的 变换 
ad, fix) [一 人 六 (yx)， 
子 空间 D.Cx] 是 3 的 不 变 子 窗 间 。 但 基 对 于 求 积 分 的 变换 


sf (x) 一 fin dt 


来 说 ，DsEx] 山本 是 :的 不 变 子 空间 。 

例子 在 时。(F) 中 ， 转 置 变 换 

rt，4 | 一 4 

子 空间 了 f, ={t41 A'= 4 开 .=( 人 4 A'= - 43， 于 是 克 , 柯 序 : 孝 
是 + 的 不 变 子 空间 . 

例 4 六 基 三 一 线性 空间 ，o 是 玉 的 任 一 线性 变换 ， 于 是 零 空 
间 总 是 s 的 不 变 子 空间 .本身 做 为 矿 的 子 空间 ， 记 总 是 a 人 的 不 变 疗 
空间 。 称 这 两 个 特殊 的 不 变 子 空间 为 当然 的 不 变 子 空间 或 平凡 的 不 
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亚 子 空间 ， 
例 5 考虑 二 维 几 何 空 间 D”， 线 性 变换 


1 一 二 | 1 YY 
全 【2 ») 一 人 + #7 7+ 于 人). 


这 个 a 就 是 北 时 针 旋 转 也 的 旋转 变换 。 容 易 想 到 ，o 除了 当然 的 不 


变 子 空间 之 站， 再 没有 不 变 子 空间 . 
例 § 设 扩 是 任 一 线性 空间 ， 线 人 性 变换 
o; | 一 ka， 为 了 上 中 确定 的 数 ， 
显然 ， 对 产 的 代 一 子 空间 环 来 说 都 有 ec 了 ) 三 开 ， 即 不 是 o 的 不 变 
子 空间 ， 

命题 1 车 友 ,， 下 : 都 是 z 的 不 变 子 空间 ， 那 么 WY 介 研 ,与 
WY ,+W, 也 都 是 的 不 变 子 空间 ， 

证 明 和 任 到 a EW NW,， 即 EW aE 了 ,从 而 oa 0) EW ,， 
oa) EP,， 即 有 有 ola} EWNW。 所 以 亢 , 介 V, 是 o 的 不 变 子 空 
闻 。 同班 可 证 研 ,+ 玉 ,也 是 s 的 不 变 子 空间 . 

下 面 探 讨 不 变 子 空间 在 化 简 线 性 变换 方 而 的 意义 ， 

设 太 是 ac 的 不 变 子 空间 。， 这 时 e 在 全 上 导出 一 个 线性 变 搞 a |， 
有 时 也 称 c 在 下 上 的 导出 变换 为 ec 在 下 上 的 最 制 ， 用 以 体现 仅 充 考虑 
o 在 太 上 的 作用 . 

例 7 在 三 维 几何 空间 DD” 中， 考虑 线性 变换 

Tt x 2》 oo 2 
于 是 例 1 里 提 到 的 两 个 子 空间 

HW = 0, y, 2) | ED}, WW={00, y, DD |rED)} 
都 起 z 的 不 变 子 空间 。 这 射 * 在 评 与 扩 ， 上 各 自 导 出 一 个 线性 变换 ， 
r 在 环 ， 上 的 导出 变换 r | w, 是 丈 , 的 恒 等 变 换 ，r 在 丽 , 上 的 导出 
变换 * | mw 也 是 恒 等 变 换 ，。 再 如 子 空间 WW ,= tx 0 0)1 x*€ED} 
也 是 * 的 不 变 巴 空间， 在 玉 ， 上 的 限制 *] w; 是 零 变 换 . 

例 8 商 P) 的 转 置 变 搞 r， 如 例 3 中 的 两 个 不 变 子 空间 歼 ， 与 
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评 :， 于 是 | mm=e Tim= ~ 即 z [|w 是 WW， 的 恒 等 变换 :， 
rt | rz 是 玉 。 的 恒 等 变换 的 ~1i 信 一 s. 
例 9 考虑 FLx] 的 求 导数 的 变换 4 ， 子 空间 FEx]， 于 是 
4 pos=d 中 即 4 在 Fefx 上 导出 的 变换 就 是 (Frs 的 ) 求 导数 的 变 
换 4 
进而 考虑 ， 如 果 线 性 空间 及 能够 分 解 成 两 个 子 空间 的 直 和 ， 
六 = 了 到 全 
并 且 玉 ,，W, 都 是 线性 变 摘 a 的 不 变 子 空间 。 于 是 o 在 这 两 个 不 变 子 
空间 上 各 有 一 个 导出 变换 oy,，o lm。 这样 ， 对 这 中 任 一 向 基 &， 
有 唯一 的 分 解 式 
a=ata, oeEW, aeEW,. 
则 有 
TA) = Ga) + olde) 
= le, (a) to fc 
这 时 ， 如 果 我 们 记 作 o= 可 可 + 可 mm 即 有 
oa) = (or 十 可 mt) = 0 | pla + 0 | pa (mr), 
以 上 论述 表明 ;- 当 线 性 空间 上 分解 成 关于 线性 变换 = 的 两 个 不 变 子 
空间 的 直入 = 环 /D 扩 , 时 ， 线 性 变换 a 对 全 空间 六 的 作用 恒 可 
分 解 为 两 个 导出 变换 可 wa lw 分 别 在 开 ， 与 开 ， 上 作用 的 和 ， 
反之 ， 如 果 玉 = 形 ,中 古 :， om，ow 分 别 是 线性 空间 斌 ,与 W, 的 
线性 变换 。 那 么 我 们 可 以 得 到 六 的 一 个 确定 的 线性 变 措 a， 以 VY，， 
Ww, 为 不 变 子 空间 ， 并 且 e 在 证 ， 上 的 导出 变 搞 是 1; qd| -et 寿 
W， 上 的 导出 变 挽 是 wal Wa = Cz, 
事实 上 对 7 中 任 一 向 量 c= as+as， o 生 站 全 E 开 :。 我 们 自然 
的 规定 的 一 个 变换 
Cm = oD) + or {or), 
不 难 验证 za 是 线性 的 ， 形 与 确 。 都 是 z 的 不 变 子 空间 。 而 且 明 最 的 ， 
三 lw， = Jy 如 wz = ar， 


综合 以 上 两 个 方面 的 分 析 ， 邯 得 ， 加 果 线 性 空间 让 能 够 分 解 成 
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光 于 ve 不 变 的 两 个 子 空间 育 ,与 开 : 的 直 和 ， 和 那么 对 于 7 的 线性 变换 so 
的 研究 归结 为 对 线性 空间 研 与 形 , 的 钱 人 性 变换 的 研究 。 一 般 地 ， 不 
难 想 到: 如果 产 = 序 ,+ 玉 。 + 4， 开 ; 都 是 e 的 不 变 子 空 
闻 , 那么 对 六 的 线性 变换 sg 的 研究 归结 为 对 各 个 子 空间 钱 ,WW,，…， 
到 ,的 线性 变换 的 研究 ， 
例 10 在 刘 ,CF) 中 ，* 为 转 置 变换 ， 丈 ,与 丈 , 为 例 3 中 提 到 的 
村 空间 ， 它 们 都 是 * 的 不 变 子 空间 ， 而 且 使 
MF) = WW WW,, 
十 古 转 置 变换 tr 分 解 为 导出 变换 的 和 ， 
T= Iw, + | Hs 
这 里 本 =s， 二 四 = 一 +*。 所 以 关于 二 阶 方 阵 转 置 变换 的 研究 归结 
为 对 称 陈 上 的 恒 等 变换 与 反对 称 阵 上 的 ， 以 一 1 为 系数 和 的， 相似 变 
摘 的 研究 ， 
本 市 最 后 我 们 给 出 与 一 维 不 变 子 空间 密切 联系 着 的 重要 概念 
一 一 线性 变换 的 特征 向 晤 与 特征 值 ， 
谎 序 是 的 一 维 不 变 子 空间 。 于 是 必 有 向 量 E 环 ,使 丈 = 
[0。 因 为 矿 是 z 的 不 变 子 空间 ， 必 有 
oe) = XE, #0, (1) 
反之 ， 上 中 有 非 零 间 量 $s 使 (1) 式 成 立 ， 那 么 一 维 子 空间 厂 = 上 
大 = 的 不 变 子 空间 ， 这 样 ，e 有 一 维 不 变 子 到 辣 当 且 仅 当 有 非 零 向 量 
&， 使 (1) 式 成 站， 
定义 2 设 o 是 WV 的 线性 变换 ，# EV ，# 关 0。， 如 果 
四 人) = i, 
则 称 向 量 $ 是 so 的 属于 特征 值 , 的 特征 向 最 ， 而 i 叫做 o 的 特征 值 ， 
例如 ， 溃 .CFP) 的 转 置 变换 rz， 则 有 


(2 3))=(2 3) -1 0))=-(- 1 0) 
”这 样 ，M,(F) 中 的 向 量 ( 。 3 ) 是 + 的 属于 特征 值 的 符 征 疝 量 ， 
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(1 1 ) 是 属于 特征 值 -1 的 特征 向 是 ， 


命题 2” 设 <，P 都 是 < 的 属于 同一 个 特征 值 的 特征 向 量 ， 
那么 线性 组 合 如 +hp 不 是 者 向 置 时 就 还 是 oz 的 属于 特征 值 1, 的 特 
征 向 量 . 
证 明 假设 a + #8 了 0. 于 是 
alke + A) = koloa) + ho (lB) 
= kOe) +hOAY 
= aR + AD. 
即 a+ #8 也 是 o 的 属于 特征 值 ?, 的 特征 光量 ， 
性别 地 ， 若 E 关 0，c(5 = 1， 那 么 不 = [的 中 每 一 个 非 零 向 
基 都 是 c 的 属于 特征 信心 的 特征 同 量 。 
推论 = 的 赂 于 向 一 个 特征 值 2, 的 全 部 特征 向 是 再 添上 堆 问 量 
组 成 的 集合 S,(,) 是 o 的 一 个 不 变 于 空间 。 其 实 就 是 
Join = {EEV jc) = 148}. 
我 们 称 S, (0, 为 的 属于 特征 值 *, 的 特征 子 空间 . 
例 11 考 虚 三 维 几 何 空间 DP'"” 的 线性 变换 
os (Cx, x 0， 
于 是 六 ,= [0， 0， 有] 是 a 的 一 个 一 维 不 变 子 空间 ， 其 中 每 一 非 
零 向 量 都 是 o 的 属于 特征 值 0 的 特征 向 量 。 反 之 ， 任 一 属于 特征 值 
0 的 特征 铅 量 也 都 被 包含 在 环 , 里， 所 以 丈 , 愉 是 cz 的 属于 特征 值 和 的 
特征 子 空间 yo(0) 。 些 外 ，1 也 是 的 特征 值 ， 回 量 s, = (1 0， 筷 就 
是 一 个 属于 特征 和 值 1 的 特征 癌 量 ; 人 = 二 这 样 WwW, = 下 也 
是 o 的 一 个 一 维 不 变 子 空间 ， 当 然 ， 其 中 的 每 一 个 非 零 向量 都 是 o 
的 局 于 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 我 们 容易 发 现 ， 除 了 开 , 中 的 向 量 ， 
Dm 里 还 有 sa 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 。 如 ,= (0， 1，0) 就 是 
风 于 特征 值 1 的 特征 向 里 ，s 人 ,= 1.£.， 这 就 是 说 ， 研 , 中 还 没 爹 
包含 属于 特征 和 值 1 的 一 切 特 征 向 量 ， 所 以 、W, 不 是 ce 的 属于 特征 情 
1 的 特征 子 空间 ， 可 是 ， 开 ,= [#,， 吉 ] 已 经 包含 一 切 属于 特征 值 
306 


1 的 特 评 向 量 ， 即 这， = 4。 人 dt) ， 
命题 5” 设 4， 因 是 的 两 个 不 同 的 特征 值 .*,，“#: 分 别 是 属 
于 4，, 心 的 特征 向 量 ， 那 么 “i， 司 是 线性 无 关 的 。 
证 明 考察 线性 表 出 式 
EE = 0D, (2) 
用 os 作用 上 式 两 端的 癌 量 ， 则 有 
GT 下 二 + ,Ee,) = 0, 


即 

kal) + eat,) = 人 0 

ENE + AE, = 0, (3) 
用 4 乘 《〈《2) 式 减 去 {3) 式 ， 则 得 

CA 一 加) EE = 0 


因为 5. 隆 0， 则 有 们 一 =0， 及 央视 关 守 ， 即 一 机关 本 得 
一 0， 将 ,= 代入 (2) 式 双 得 所 =0， 这 就 证 明了 #,，#. 是 
线性 无 关 的 ， 


练 习 四 


1. 若 开 是 sr 的 不 变 子 空间 ， 则 邢 也 是 g++，or 的 不 变 子 
空间 ， 

2. 设 x 是 # 维 线性 空间 扩 的 可 道 线性 变换 , 如 果 丈 是 的 不 变 子 
衬 间 ， 那 么 克也 荐 r 的 未 变 子 空间 ， 

3. 设 下 FF) 中 的 线性 变换 as，z 是 可 换 的 ， 证 明 z*' 必 )， 
rr ) 是 az 的 不 变 子 空 条， 

4。 设 琵 是 c 的 不 变 子 空间 ， 则 o( 歼 ) 也 是 c 的 不 变 子 空间 ， 琵 
在 zx 之 下 的 完全 原 象 ec !(8) 也 是 ec 的 不 变 子 空间 。 

5. 证 明 产 ,CF) 的 线 性 变换 e 是 相似 变换 的 充分 必要 条 件 是 
VF) 中 和 任 一 一 维 子 空 阿 部 是 a 的 不 变 子 空间 ， 

6. 设 殉 = 工 人，ew，…yam， 证 明 丈 是 线性 变换 e 的 不 变 
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子 空间 的 充分 必要 条 件 基 
os la, 人 (人 "a ola,,) EW, 


$5 有限 维 空间 的 线性 变换 


对 于 有 恨 维 空间 来 说 ， 每 一 个 线性 变换 都 可 以 用 一 组 数 共 体 的 
者 示 出 来 。 这 样 就 合 * 维 空间 上 上 的 线性 变换 与 * 阶 方 阵 联系 起 来 ， 进 
而 使 得 线性 方程 组 的 理论 及 # 阶 方 阵 相 似 标准 形 理论 成 为 讨论 有 限 
维 空间 线性 变换 问题 的 有 力 的 代数 方法 ， 
设 上 是 F 上 #* 纵 线性 空间 ，< 是 三 的 线性 变换 ， 任 意 取 定 7 的 一 
个 基底 s，e，…， saw。 对 任 一 向 量 
= 
则 有 
oY = oe) + Hg {Es) + rt Wg (en) {1) 
止 趟 民明 , 任 一 向 量 在 o 之 下 的 象 者 可 表 成 起床 向 量 sy，#:，…， 
en 在 0 之 下 网 象 的 线性 组 合 。 进 而 把 ote，ote)，…， oem 用 
基底 6,，e,，…，es 线性 表示 出 来 ， 即 有 
oq (8) = A années+ "+ Fnen 


oO (Es) = Hz ases dr + dnoEn 


TIEn) Ant ArnEs Ts + HanEn 


好 11 ls bi 闻 11 
A=| a 2 San 
i oir 直 自 下 慑 上 本 


(a le) ot{es) “ales)) = (el E, pe 人 
加 上 果 简 记 (ta olen)) 二 (el Be 和 Em) 
则 有 
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于 是 


og) Es er Ea) = (el és ce 
令 

oa {EY = n= et yer t+ YEn 
即 $ 在 o 之 下 的 象 y 在 昧 Ee， 5， …，8e 上 的 坐标 为 加， Jo 
yw， 下 面 我 们 指出 # 的 坐标 与 象 ? 的 坐标 之 间 的 关系 ， 


党 | 
TE -oe Et 2 
: x 


从 而 


1 点 1 
四 A 
yy, x 


称 (2 ) 式 为 线性 变换 go 在 基底 se,，s:，*…，e: 上 的 坐标 表示 式 ， 
其 中 的 * 阶 方 阵 如 叫做 在 基底 e， ss …，n 上 的 表示 和 矩阵， 
综 上 所 述 即 有 ， 任意 取 定 # 纵 空间 扩 的 一 个 基 说 5 ey ysa 之 
后 ，F 的 每 一 线性 变换 so 都 有 趴 一 的 表示 和 矩阵 女 ， 使 
T(E: Es Es) = ftE, Es -es 1， 


并 且 ， 如 果 


1 2 
所 二 (Ce, Ey "rE 由 olé) 二 站 一 (el Ea -En) 日 
x 2 


m 


那么 


定理 ” 设 V 是 nn 维 线 性 空间 ， 和 任 取 一 个 基底。，， Erp 4 En, 那 
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么 Y 的 任 一 线性 变换 都 有 唯一 的 表示 炬 阵 ， 反 之 ， 任 意 给 定 一 个 7 
阶 方 阵 4， 都 有 唯一 的 线性 变换 nm， 在 基 廊 。,，e:，…，s 上 的 表示 
矩阵 就 是 刀 . 

证 明 定理 的 闷 一 个 结论 已 如 上 述 。 定 理 的 第 二 个 结论 也 是 阴 
显 的 。 这 只 要 利用 公式 


| Yi | 
全 其 中 = (EL es En) 时 
x yn x 


?= (el 人 规定 ”前 一 个 线性 变换 
2 
TE) = n, 
那么 o 在 基 以 s，s，…， sn 上 的 表示 和 矩阵 就 是 44, 而 在 基底 en 
se 上 以 4 为 表示 和 矩阵 的 线性 变换 当然 只 有 一 个 ， 
这 个 定理 表明 ， 通 过 取 定 一 个 基底 ， 使 * 维 空间 的 线性 变换 的 
集合 与 r 阶 方 阵 的 集合 之 阁 建 立 起 一 个 一 一 对 应 关系 。 
命题 1 设 wm zz 是 三 =[re，e …， en 的 两 个 线性 变换 ， 
在 基底 s,，s:，'…，en 上 的 表示 矩阵 分 别 为 叉 与 吾 。 那 么 
1) s+ 的 表示 虹 阵 为 -4 上 +B， 
2) ka 的 表示 矩阵 为 上 人 4， 
3) er 的 表示 炬 阵 为 -48， 
4) 5 是 可 逆 的 当 且 仅 当 妈 是 可 逆 的 ， 并 且 2 的 迪 示 和 矩阵 为 


4 
证 明 由 sz 的 表示 征 阵 分 别 为 4，8。 即 有 
T(E Ee En) = CF, Es “+En} 
T(E) By "rr Ea) = (él 2 "ea B, 
于 是 


(0+ Tt) (EE) Ea rn 二 (é, £2 En) Tt Tiel Ey En) 
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= (8, Earga) t+ (el Es fo) B 
= 《6 Ep"'En} (dd + B), 
(Ea) (8) Ee) = Katel Ee, 1+ En) 
= (gE, E1 '"" Ex) 4 
= (el gEn) EAA, 
OT (EL Eve) 一 [TEL En En 
=a((e, £1 En) B) 
= [te es … En) dB 
= (g, E; :Ea) iB 
最 后， 如 果 o 是 可 道 的 ， 令 o~! 的 表示 算 阵 为 C ,于 是 由 oo-'=e 可 
得 AC =I， 从 而 肌 是 可 道 的 ， 并 且 a 的 玫 示 第 阵 就 是 4。 反之 ， 
如 果 o 的 表示 此 阵 44 是 可 六 的 ， 令 p 是 以 47! 为 表示 矩阵 的 线性 变 
换 。 于 是 出 447= 工 可 得 cp=s=pe， 从 而 是 可 道 的 ， 
命题 2 设 矿 = 工 作 ，a， …，a，5 的 表示 抵 阵 为 如 。 那 么 
dimo (WY) = ratk {a, a, 0)) 
其 中 (wa …aa 是 a，as，…，a, 的 坐标 列 矩阵 . 
证 明 dima( 序 ) =Taagk {ola), olor), (a)} 
=Tank( Aa, da … Aa,) 
= Tank 4 {a,a, ec) 
命题 了 dimetF) =Tank A, dime 0 = -rankA, 


证 明 令 六 =[a，aw，…，om]， 这 时 《aa…an 是 单位 年 
阵 ， 于 是 由 命题 即 得 dimo (7) =Tank.4， 
本 再 有 af 的 = 伟人 ro 愤 ) =07。 于 蚌 
#Ea 0 当 且 仅 当 A# =0. 


这 吉明 楼 o 1!(0) 里 的 启 量 # 的 坐标 列 是 齐 次 线性 方程 组 


| 0 
(| | 上 
> /AH 
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的 解 ， 反 之 评 然 。 换 各 话说 就 是 ，sa7'(09) 中 而 量 的 堂 标 列 怡 是 上 述 
齐 次 方程 组 的 解 空间 。 所 以 ，dimo (的 = 一 TankA, 
推论 ”若是 满 变 换 ， 刚 c 就 是 可 逆 的 ; 若是 单 变换 ， 则 ve 就 是 
可 逆 的 ， 
事实 上 车 z 是 满 的 ， 则 看 dimofFy =rank4=8 从 而 dima>l 
(0) = 呈 一 Tatk 人 =0， 针 以 o 又 是 昔 的 ， 即 ec 年 可 道 的 ， 若 是 单 的 ， 
则 有 dima”!0) =#- rankA= 人 从 而 dima(F) =rankA=#w， 所 
以 c 又 是 清 的 ， 即 = 是 可 道 的 ， 
我 们 称 oatV》 的 维 数 为 的 秩 ，c (0) 的 维 数 为 e 的 亏 数 ， 显 
热 ， 线 性 变换 的 秩 筹 于 它 的 表示 和 镍 阵 4 的 秩 。 
命题 4 设 下 = es el oo 在 5 ss …， sw 上 的 
家 示 和 矩阵 为 人 ， 那么 
os = A 上 EF 当 上 县 仅 当 (he-oe=0 当 且 仅 当 (41- A)E=0. 
和 他 题 4 是 很 明显 的 ， 证 明 从 咯 ， 
这 个 命题 4 提供 一 个 求 线性 变换 e 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 
的 方法 。 即 a 的 特征 值 就 是 其 喜 示 矩阵 4 的 特征 报 ， 而 e 的 特征 向 量 
的 坐标 列 怡 是 表示 寂 阵 4 的 特征 向 量 ， 
例 ? DY=Ie, es 2], el= (1, 0, 0), e:= (0, 1, 0), 
5 = 【0，0， 防 ， 考 察 下 列 变 欣 : 
af) =o(tx, J WD) = (x, 3 0), 
C6) = 2%)) = (x, ,2), 
PEY = Y 2)) = (X+y, + 名 + XX)， 
容易 知道 os，+，P 者 是 DW 的 线性 变换 ， 求 量 它 们 在 sy es，e 上 
的 表示 第 阵 ， 进 而 再 求 ot+ +r，rp 的 表示 第 阵 ， 
解 出 
oe) = tI, 0, 0 =1e + 0é, + Oe, 
otes) = (0 1, 0 = 0-e+l1'e,+0e, 
ates) = (0, 0, 0 = O08 + 0 dey 
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风 有 


1 0 0 
人 (ET Es Es) 一 《ee | 1 | 


0 6 oO/, 
所 以 ce 在 基底 Ely Epy Ey 上 的 起 示 短 阵 为 


in 0 
9 日 O77, 


TtE = -1 0, OD)=—e, 

TE2) = 0, i, 0) =&, 

TE) = (0, 0, 1) = si， 
所 以 fr 在 el，s,，，e， 上 的 到 示 算 阵 为 


“1 0 ov 
| 1 ,] 
0 0 17, 
Pla) = 1+0, 0+0 0+1) = (1, 0, 1) =e +e, 
psi = 0+1, 1 t+0,0+0 = (1,1, 0 =e,+e, 


Piss = (0O+O, 0+1, 1+0) = (0, 1, 1) =e,+es 
所 以 p 在 Es 上 2 记 3 上 的 天 示 伟 阵 为 


i 1 0 
1 0 1/, 


进而 可 得 eoft 在 sa， 后 上 的 表示 人 矩阵 为 


1 0 oo: -1 0 9 0 0 0 
eat 1 | 人 1 中 2 0 
9 9 0 0 DD 0 & J 


rp 的 表示 绰 阵 为 


-1 0 ol 1 0 -1 -1 0 
sc ( oi | -| 3 | 
0 0 i:‘\1 0 1 1 0 


例 2 了 sx] = xX， 求 线性 挛 措 
d, fx) | 一 六 (x) 
在 1，x*，x%z py 2 上 的 表示 给 阵 ， 
解 由 
dl) = 0 
d{x) =1 
dx) = Dx 


dx = Cn lx 


则 有 
d 1 0 ... 0 0 
d (1 Xx N= 0 0 2 少 
0 0 0 .0 0 
Ci x | he x a Me nr 
0 0 0 :#2 人 0 . 
0 0 0 |: 0 #1 
0 0 oo 0 
所 以 4 的 表示 夭 咱 为 
oO 1 0 0 0 1 
| 0 2 0 0 
"0 0 


0 0 0 0 x-1ii, 
0 0 0 0 0 


例 3 求 癸 1 中 线性 变换 p 的 一 维 不 变 子 空间 ， 

解 ”我 们 知道 ， 求 P 的 一 维 不 变 子 空间 就 是 对 每 一 个 特征 值 求 
出 一 个 特征 向 量 。 而 这 完全 扫 结 为 求 其 表示 矩阵 的 特征 根 及 特征 向 
量 ， 
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P 的 表示 第 阵 为 


1 1 0 
a 1 ! 
1 0 1 


求 出 C 的 特征 根 ， 即 有 


1-1 -1 0 
[aI-Cl=| 0 4-1 -1 ={1-1):~1 
1 0 41-1 


= 4- 2) (RR-1+1), 
从 而 CC 只 有 一 个 洋 特 征 根 2 。 于 是 上 的 属于 特征 根 2 的 特征 向 量 伦 
是 章 次 线性 方程 组 


1 -1 0 yx, 呈 
区 
— 1 0 li wx, 0 

的 非 鹤 解 ， 


容易 看 出 上 述 方 程 组 系数 阵 的 秩 等 于 2 ， 从 而 解 空洞 十 一 维 
的 。 库 以 这 个 解 空间 就 臣 p 的 一 维 不 谈 了 空间， 二 是， 任意 求 出 一 
个 非 零 和解 ， 如 = {1，1，1) 就 是 一 个 韭 零 解 ， 这 样 $02) = 工 () 
就 是 p 的 一 维 不 变 子 空间 。 


练 习 五 
1， 设 z 昆 吕 上 的 一 个 变换 ， 如 果 


FN Koy Xs) = ONL 
证 明 ， 1) o 是 线性 变换 
2 } 求 5 在 基底 = (1 0 人 00, é& = 0， 1 0 ey= (0, 0,1) 
上 的 表示 矩阵 ， 
2， 设 qo 是 3 维 线性 空间 上 的 一 个 线性 变换 ， 在 基 三 so， 上 
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es， 上 的 表示 拓 阵 为 


| 
Hl a ys 
1) 求 c 在 基底 es，c:，e， 上 的 志 示 逢 阵 ， 
2 ) 求 o 在 基底 sy， Kes， 6 上 的 表示 矩 隆 ， 其 中 EF， 上 且 
kac0, 
3 ) 求 o 在 基底 e+s,，e:，s， 上 的 表示 甜 阵 ， 
3。 设 os 是 fx 上 的 一 个 线性 变换 ， 如 采 
sti (x)) = (%) 
求 c 在 以 二 两 个 基底 上 的 表示 息 阵 ， 


1 1, 1+x, lrx, yy lt 


wt {x-e) (x — ce)"! 
全 1 1 (#1)! 


4 . 在 D™ 中 ， 试 求 在 基 展 El 二 《1 0, 0 ， Es = (1, 1， 0) 
ss= (1, 1, 1) 上 芍 表 示 和 矩阵 为 


的 线性 变换 c， 并 求 向 量 a= (1，2，3) 的 象 sta)。 
5， 站 D3 中 ， 设 基底 8 = 《一 1，0,，2); := (0，1，1),”,= 
(3， 一 1， 信 在 线性 变换 o 下 的 象 为 
oN = (~ 5, 0, 3) 
ol = (0, —1, B» 
om) = tt—5, 一， 全 
求 o 在 加 ，3:，F， 上 的 表示 钝 阵 。 
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$6 表示 和 矩阵 的 变换 公式 


在 于 一 节 我 们 已 充分 地 看 到， 对 于 有 限 维 空间 的 线性 变换 ， 表 
予 卸 阵 的 重要 作用 。 十 分 明 特 ， 线 性 变换 的 帮 示 和 手 阵 是 对 于 事先 取 
乍 的 基底 而 言 的 ， 因 此 ， 对 于 给 定 的 ~ 个 钱 性 变换 w， 在 宝 间 上 的 
每 一 个 划 底 上 都 有 一 个 天 示 和 矩阵 。 于 大 ， 一 般 来 商 ， 一 个 线性 变换 
0 职 电 能 有 许多 不 同 的 表示 符 阵 。 这 样 自 然 捉 出 一 个 问题 ， 同 一 个 
线性 变换 3 在 空间 上 的 各 个 基底 上 沁 有 的 表示 和 矩阵 之 问 有 和 何 联系 ? 
本 节 就 米 讨 论 这 个 问题 。 

设 o 是 z 纵 线性 空间 咕 的 线性 变换 ， 

ss £4 是 /的 一 个 基底 ，a 在 这 个 基 认 上 的 表示 盾 阵 
为 .4 

5 ，b，…， 0 也 是 这 的 一 个 基底 ，o 在 这 个 基底 上 的 表示 和 拖 
阵 为 8， 

令 从 基底 ，5:，…，es 到 5.，65.，…，6， 的 过 渡 阵 为 了 P， 即 


有 
(6, By eB) = (Er E21 “1 En P. ¢1) 
于 是 则 有 
TE Err sg En) = (El E21 *1+, En) (2) 
gt 6 1 BD = 6 Br i GB C3) 


将 〈1) 式 代入 (3) ， 得 
TE Ezy rg Ea)P= {er es -+ Eo PB 
T(E Ezy sg Ea) = {es Ey "a En) PBPT! (4) 
比较 (2 与 4》 满 个 式 子 ， 由 线性 变换 在 同一 个 忒 廊 圭 的 起 示 
矩阵 是 唯一 的 ， 便 得 
A=PBP-! 即 B=P- AP, 
这 样 ， 我 们 已 经 证 明 丁 
定理 1 设 s 是 并 维 线 性 空间 Y 的 线性 变换 ， Els as sy En 与 
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5.， 56，…， 人 ,是 WV 的 两 个 基底 ， 过 渡 阵 为 P， 如 果 g 在 基底 cl/，&;， 
…，#s 上 的 表示 矩阵 为 妨 ， 在 基底 5，，…，6 上 的 表示 矩阵 为 
吾 ， 那 么 B= PAP. 

这 个 定理 表明 ， 同 一 个 线性 变换 e 在 空间 玉 的 各 个 基 褒 上 的 所 
次 表示 算 阵 都 是 彼此 相似 的 ， 而 且 演 化 阵 就 是 基底 的 过 滤 阵 。 进 
砚 ， 我 们 提出 这 样 的 问题 : 如 末 扫 是 在 基底 6，s， …，sn 上 的 
表示 姑 阵 ，8B 基 与 有 相似 的 任 一 后 阵 ， 邮 3=P AP。 问 了 B 是否 也 
是 og 在 某 一 基 诡 上 的 表示 短 阵 ? 从 定型 1 的 推 证 过 程 已 明显 看 中 解 
寄 这 个 问题 的 线索 ， 如 果 有 基 一 个 基底 6.,，5.，…，5。 使 o 在 此 基 
底 上 的 老 示 和 抢 阵 为 了 的 话 ， 那 么 从 基底 2,，s;:，…，es 到 基底 人 
6，…， 0。 的 过 渡 阵 必定 是 演化 阵 P。 因 此， 我 们 以 从 妇 到 卫 的 莹 
化 阵 卫 为 过 滤 阵 得 一 基底 56,，5,.，-…，6,; 

(0 6 m6) 了 


于 是 ， 由 定理 荆 便 知 ，a 在 圭 请 5，5,，…， 8 上 的 表示 给 阵 恰 
好 喜 是 3. 

这 样 ， 我 们 又 证 明了 

定理 2 若 s 在 s，es，…，*ea 上 的 表示 和 矩阵 为 4， 召 是 相似 


于 及 的 任 一 算 阵 ，B=P 'AP.， 那么 以 已 为 过 渡 阵 得 到 的 基底 记 ， 
3，…，45"， 使 "在 此 基底 上 的 表示 矩阵 为 召 , 

把 以 上 两 个 定理 概括 起 来 说 就 是 一 句 话 ， 同 一 个 线性 变换 所 有 
的 表示 给 阵 恰好 是 一 个 相似 类 ， 这 一 事实 使 我 们 更加 明确 的 认识 
到 ，# 阶 廊 阵 右 的 任何 一 种 在 相似 关系 之 下 不 变 的 性 质 都 体现 着 它 
所 震 示 的 那个 线性 变换 s 的 一 种 特性 ， 比 如 ， 一 类 相似 矩阵 的 特征 
多 项 式 是 唯一 确定 的 。 正 象 我 们 在 上 一 节 已 经 知道 的 那样 ， 这 个 特 
年 多 项 式 的 一 切 根 恰 基 线性 变 挽 e 的 全 部 特征 值 ， 这 和 样 ， 有 自然 可 以 
把 c 的 次 示 惩 阵 刀 的 特征 多 项 式 也 叫做 “的 特征 狗 项 式 ， 从 而 o 的 特 
征 值 也 叫做 “的 特征 根 ， 

由 于 线性 姿 换 与 其 表示 矩阵 之 间 特 定 的 对 应 关系 ， 自 然 可 得 ， 
如 果 f(D 是 se 的 特征 多 项 式 ， 那 么 /to) = 0， 这 样 ， 我 们 又 可 给 
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出 = 的 最 小 过 项 式 的 概念 ， 而 且 赛 易 央 道 ， 5 的 最 小 多 天 式 与 其 表示 


矩阵 妈 的 最 小 多 项 式 是 一 臻 的。 
例 1 在 P2 中 ， 取 基诺 为 
se,= (1, 0, 0), es= CV, 1, 0), e= 0, 0, 1) 
已 知 线性 变换 
ao: (YY，》 有) |— x, 7, 0) 
在 上 ，ez，5 上 的 表示 给 阵 为 


1 0 0 
(oi | 
td 0 0 


现在 另 取 D'” 的 一 个 基底 


,= (1， 0， 0 6, = (1， 1， 0), 6, = (1, 1, 1), 


求 o 在 56, 6,, 6, 上 的 表示 什 阵 B. 
解 ” 先 找到 从 &，#:，# 到 6,， $d,, 6, 的 过 渡 陈 了 ， 


1 1 1 
(0, 他: 0,) 一 Ce) Es "| 1 


1 
0 0 1/. 
所 以 
1 1 1 
0 0 1/, 
再 算出 P”， 
1 -1 0 
0 0 1, 
最 后 便 得 


1 一 O01 0 ol i 1 
B=P AP- t 1 -1 It 1 ss 1 路 
0 0 li\o0 0 00 0 1 


1 0 0 
[ 1 
0 0 0/. 


这 下 按 表示 虐 阵 的 定义 多 可 有 求 出 卫 ， 
Tt) = 站 
ot, 一 他 . 
td) -6. 


从 而 = 在 1， 06,, 6d, 上 上 的 表示 惩 阵 


例 2 在 Pifx 号 ， 取 定 基底 为 1，”， 闪 ，” 。 线 性 变换 
d, f(x) | 一 全 六 (x) 
在 1，x，x*:，x! 上 的 表示 矩阵 


0 1 0 0 
_1i0 0 2 0 
p -| 0 0 | 
0 0 0 07, 
给 一 可 道 阵 
yo 1 0 0 
fii 0 0 0 
"| 0 0 ? 
0 0 LI 0/, 
以 了 为 演化 矩阵 得 相似 于 了 的 阵 
0 1 0 0 oO ID 0 0 1 0 0 
pinn_ 100011002 0 000 
人 
0 0 1 1 0 0 0 0 0 .0 1 0 
0 Df DO 2 
_ii 0 0 1 
"10 0 0 0 
0 0 3 0/, 
求 DCx) 的 一 个 基底 0,, $d,, 6,, 6, 使 4 的 表示 惩 阵 为 习 。 
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解 ” 按 定理 2 ， 此 基底 就 是 以 了 为 过 渡 阵 从 1，x， xx，” 得 
到 的 ， 即 
(0) 0, BO) x wx? xYP= (Cx 1 x wy 
例 5 在 D,Cx] 中 ， 已 知 求 导 数 的 变换 4 有 以 下 的 才 示 和 矩阵 


010 0 

_fo oo » 0 

-| 0 0 | 
0 


0 0 0/, 
于 是 容易 计算 
0 0 20 9 0 0 6 
:_10 0 0 6 000 1 1 
a 0 0 | a 0 0 ,| D'=0. 
0 0 1 04, 0 0 0 0/, 


这 说 明 (A) = 是 如 的 特征 多 项 式 闻 时 也 是 最 小 多 项 式 ， 于 是 按 
定义 ， 线 性 变换 # 的 特征 多 项 式 是 (i) =X*, 最 小 多 项 式 也 是 (2) = 
Fi 


练 习 六 


1. 设 z 是 三 维 线性 空间 广 上 的 线性 恋 换 ， 在 基 撒 ai， cy 上 
的 小 示 和 矩阵 为 


求 o 在 基 认 有 = -a tm, P=ata, B= -a -ata, 上 的 表示 簿 
阵 。 
2， 设 了 ”的 两 个 基底 为 
e= (1, 0 1), e,= (人 2， 二 0，ey=(《L1，1，1 
= C1, 2, —1), w= {2, 2, ~1), P= (2， -1, -1 
如 果 线 性 号 换 = 使 得 
gles) = f= 2, 3, 
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1) 求 由 El 与 到 Wl Ye Ys 的 过 渡 阵 ， 
2) 求 o 在 Els Ey Es 上 的 表示 和 矩阵 ， 
3 ) 求 o 在 Wy Nas 及 上 的 表示 姑 阵 。 


$7 线性 变换 的 标准 表示 十 阵 


我 们 已 知 ，#* 维 线性 空间 矿 的 每 一 线性 变换 s， 在 7 的 任意 一 个 
基 席 上 帮 有 一 个 表示 矩阵 ， 并 且 = 在 各 个 基底 上 的 一 切 表 示 抢 阵 愉 
好 组 成 一 个 相似 类 。 这 一 事实 对 于 用 符 阵 来 表示 线性 变换 似乎 带 来 
一 些 麻烦 ， 但 正 是 由 于 一 个 线性 变换 有 许多 表示 短 阵 ， 才 使 得 用 先 
阵 表示 线性 变换 有 了 选择 的 可 能 。 这 样 ， 把 #* 萤 方 阵 的 相似 标 推 形 
理论 用 于 线性 变换 的 胡 示 矩阵 ， 即 有 

定理 1 设 V 是 Ln 维 线性 空间 ，ea 是 Y 上 任 一 线性 变换 。 那 
么 存在 Y 的 基 广 xx，w，…，as 使 c 在 这 个 基底 上 的 袁 示 和 托 跨 为 有 
理 标准 形 ， 

定理 2 设 V 是 复数 域 C 上 nt 维 线性 空间 ，。o 是 Y 上 和 任 一 线性 变 
换 。 那 么 存在 V 的 燕 底 户 ,8,，…，B. 使 * 在 这 个 基底 上 的 表示 竹中 
为 若 当 标准 形 , 

例 1 在 Drtx] 中 考虑 求 导 数 的 变换 4， 找 出 DEx} 的 基底 
az oa ai 全 d 在 这 个 基 认 上 的 表示 短 阵 为 有 理 标 准 形 . 

姓 ” 先 任 取 PC5x] 的 一 个 基底 ， 如 1，x，x*，x*。 已 知 4d 在 
这 个 基 诡 上 的 表示 算 阵 为 


0 1 0 0 
_10 90 # 1 
4 和 委 

og 0 0 D 


其 次 求 四 阶 方 隆 4 的 有 理 标准 形 ， 为 此 需要 计算 4 的 不 变 因 子 ， 项 
求 4 的 特征 矩阵 
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A -1 站 0 
4d 

0 0 0 1 
的 标准 形 ， 其 对 角 线 上 的 非 零 元 素 就 是 妇 的 不 变 因 子 。 一 般 可 用 初 
等 变换 把 特征 矩阵 化 简 成 标准 形 ， 从 面 得 到 所 求 的 不 变 因子 ， 或 着 
通过 计算 行列 式 因 子 ， 利 用 行列 式 因 子 与 不 变 因 子 之 间 的 关系 ， 从 
而 求 出 不 变 因 子 。 对 于 现在 这 个 特征 抢 阵 来 说 ， 它 的 行列 式 因 款 比 
较 简单 ， 因 此 用 计算 行 烈 式 因子 的 办 法 来 求 不 谈 因 子 比 较 方便 ， 事 
实 上 ， 由 于 宁 ~- 有 4 有 一 个 二 阶 了 式 等 十 非 零 常数 ， 所 以 它 的 三 阶 
行列 式 因子 DOD =1， 从 面 Di) =14， D,()=1， 男 外 量 然 有 
也 = 4 这样 由 这 四 个 行列 式 因子 马上 就 得 出 不 变 因子 为 

dD =1, d=1, dd) =1, dD = 

于 是 要 的 有 型 标准 形 为 


0000 
1L00 0 
» -| 1 0 | 
0 0 1 of., 


不 难 想到 ，4 的 这 个 表示 算 阵 所 依赖 的 基底 是 


x : x 
民 二。 


-= 下， 于 
例 2 FF 的 线性 变换 
FT, CN, YP Sy 
求 o 的 有 垣 标准 形 的 和 若 当 标准 形 的 吉 7 示 滤 阵 ， 
解 ” 先 任 取 F2 的 一 个 基诺， 如 
e; = (1, 0, 0), es= (0, 1, 0), #3= (90, 0, 1), 
于 是 c 在 这 个 基 央 上 的 表示 齿 阵 为 


0 0 1 
.4 E 1 | 
1 0 0/， 
其 次 求 妈 的 不 变 因 子 、 初 等 因 于 。 妇 有 
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因而 妈 的 不 变 因 子 为 

d=1, dh} =a—1, di =28-1, 
初等 因子 为 

A—-1, 4—-1, 2+1, 
这 样 便 得 所 的 有 理 标 准 形 为 


1 
» 
0 
1 0 0 
sa 1 ,| 
0 0 -1/., 


换 可 话说 束 是 ，B, 与 8 分 别 是 线性 变换 "的 有 理 标 准 形 的 玫 示 矩阵 
和 车 当 标 准 形 的 表示 炸 阵 。 


EE 
ba | 所 
Te 


若 当 标准 形 为 


可 题 十 二 


1， 证 明 ;， 车 ac，…，am 《NS 是 VV.(F) 的 线性 元 关 
向 量 组 ， 及， 及，…， 上 用. 是 ,tPF) 中 任意 一 组 向 量 ， 则 在 挛 。(P) 
上 存在 线性 变换 sa， 使 得 
cfai) = i 二 1 ，2， mw 二。 


2， 求 下 列 线性 变换 在 所 指定 基底 上 的 表示 矩阵 。 
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1) 在 Forx] 中 ， 设 线性 变换 ec 为 
of (x)) =f x + 1) -f(x) 
基 原 为 
w(x Dx-itl) 1 9, 
1 


s 二 二 后 二 wii #1 


[We 
rr 


设 六 个 函数 
El = eCOShx go = teresingx 


y= XecoOnbx Es= wasalinpx 


1 。 
XIE CDOS £3 = wsinbx 


< = 
求 由 它们 生成 的 线性 空间 工 (el，s，5，e ss 6) 中 线性 变换 
of (0)) =f" (x) 
在 该 基底 上 的 表示 和 矩阵 
3. 在 旭 :(F) 中 定义 线性 变换 


“00-( 
ocx 人 


CD = (2 3)X( 
求 r，a，w 在 基底 


ee 

上 的 表示 怎 阵 ， 

Y。、 在 * 维 线性 空间 F 中 ， 证 明 广 中 与 全 体 线性 变换 可 交换 的 
线性 变换 是 相似 变换 ， 

5. 设 o 是 线性 空间 扩 。(F) 中 的 线性 变换 ， 证 明 如 果 o 在 任意 
一 组 基底 上 的 表示 和 矩阵 都 相同 ， 则 ao 是 相似 变换 ， 

6， 设 a,，a, 是 线性 变换 sa 属于 不 同 特 征 根 和 ，s 的 特征 岗 量 ， 
证 明 a +& 不 是 的 特征 网 量 ， 
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7， 线性 变换 是 相似 变换 的 充分 必要 条 件 是 线性 空间 上 中 每 个 
非 零 名 量 都 是 它 的 特征 向 量 . 

8， 存 FEx] 中 (x 守 1)， 设 线性 变换 go 为 

olf (x)) =f° (x) 

证 明 c 在 任何 一 组 基底 上 的 表示 矩阵， 都 不 可 能 是 对 和 角 阵 。 

9， 贡 复数 域 上 线性 空间 上 的 线性 变换 a，z*， 如 忒 er =rg， 人 证 
基 

1) 如 果 X。 是 o 的 特征 根 ， 则 3 C4) 是 = 的 不 变 子 空间 ， 

2) go， T+ 至 少 有 一 个 共 公 的 特征 向 其 。 

10。 设 是 复数 域 C 上 的 s 维 线 福 空间 ， 而 线 往 变换 a 在 基底 
5 E29 Ee 上 的 表示 绍 阵 为 一 车 当 和 矩阵 ， 证 朋 ; 

1 中 包含 e， 的 不 变 子 空间 只 有 六 自己 ， 

2) 六 中 任 一 非 零 不 变 子 空间 都 包含 sw 

3) 不 能 分 解 成 两 个 非 平 上 凡 子 空间 的 址 和 |， 

11， 出 # 维 线性 空间 这 的 全 体 线 性 变换 组 成 的 线 拍 空间 是 下 维 


12， 设 oc 是 天. 人 PP) 的 一 个 线性 变换 ， 诈 明 ， 
1) 在 了 fx] 中 有 一 个 次 数 委 天 的 多 项 式 j(x)， 使 得 
fio) = 0， 
2)》 设 《so，pfx) =dix)， 如 果 Fo =0， ta) = 证 
明 . 4 (Co) = 0， 
3) o 是 可 道 线 性 变换 的 充分 必要 条 和 件 是 有 一 常数 项 不 为 的 
多 项 式 (x) 使 得 
flo) =0 
13， 慌 "是 线性 空间 上 的 可 逆 线 性 变换 ， 证 明 
1) go 的 特征 根 一 定 不 为 0 
2) 如 果 ? 是 o 的 特征 根 ， 则 i! 是 的 特征 根 。 
14. 俊 go 是 线性 空间 VV (F) 上 的 线性 变换 ， 证 明 s 的 宕 示 捧 
阵 的 行列 碟 | 4 = 0 的 充分 必要 条 人 忻 是 a 以 0 为 特征 根 。 
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15， 设 o，g:，…， ea 是 线性 空间 广 上 的 两 两 不 同 的 线性 误 
换 ， 那 么 这 中 必 存 在 一 个 向 量 a 使 得 oo) ，mtaj，…，o(a) 也 两 
两 不 同 ， 

16. 设 as，z 是 厂 性 空间 玉 上 的 线 任 变换 ， 如 果 允 =o T=7， 
证 明 

41) o 与 tr 有 相 问 的 值 域 的 充分 必要 条 人 忻 是 or=7， To=0o 

2) ea 与 + 作 柑 同 的 核 的 充分 必要 条 件 是 ， sr=o,， ro=7, 

17. 设 en sh， sn 是 这 的 基 麻 ，4，B 是 x 阶 方 阵 ， 如 果 


(Ga ry Gn) 一 《el Ezy "rs £p) dl 《 1) 
(PB, Boy 7, Pi) = (ey E29 …， En) B (2) 
当 xca，…， em 是 线性 无 关 ， 且 se 是 这 中 的 线性 变换 ， 使 得 
a to;) = 月， {3) 


求 g 人 在 #1，#,，…，e。 上 的 表示 和 俱 阵 ， 

18. 设 o 足 V,(F) 上 的 线性 变换 ， 椰 ,, ,是 扩 。CF) 的 子 空 

闻 ， 如果 
VF) = WODW, 

证 天 = 足 可逆 线 性 变换 的 充分 必要 条 件 是 
VP) =o (WDa WW,) 

19, 设 $$ 是 YY,(F》 中 一 些 钱 性 变换 的 集合 ， 作 是 FF) 的 子 
空间 ， 如 果 玉 对 5 中 每 个 线性 变换 都 是 不 变 的 ， 则 称 椒 是 了 的 不 变 
了 空间， 她 果 + 没有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 ， 则 称 4 是 不 可 的 的 。 设 
是 上.(P) 的 一 个 线性 变换 ， 如 果 它 与 不 可 约 的 了 中 每 个 线性 变 
换 可 交换 ， 证 明 o 或 者 是 零 灾 换 ， 或 者 是 可 逆 线 性 变换 

30。 设 是 一 个 # 维 线性 空间 ，o 是 的 一 个 线 性 变换 ， 则 必 存 
在 月 然 数 习气 #， 盒 得 


or 一 ott = 二 二 
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第 十 三 章 ” 欧 氏 空间 及 其 线性 变换 


$1 欧 氏 空间 的 定义 及 简单 性 质 


在 线性 空间 的 基本 的 直观 的 模 玫 ， 通 常 的 几何 空间 中 ， 除 了 线 
性 运算 之 外 ， 还 有 大 家 熟知 的 主要 运算 内 积 运 算 。 通 过 内 积 便 
能 泰 述 共 林 的 度 基 性质， 向 证 的 长 , 两 个 向 量 间 的 夹 角 等 .一 般 线性 
空间 的 虚 员 人 许 质 在 许多 问题 中 有 着 特 丈 的 地 位 ， 因 此 有 必要 对 一 般 
线性 空间 引进 内 积 运 算 ， 进 而 讨论 它 的 基本 度量 性 质 。 

定 头 1 设 V 是 实数 域 DL 上 的 线性 空间 ， 在 VW 中 规定 一 个 叫 牧 
内 积 的 运算 ， 即 对 Y 中 任 二 向 量 <c， 及 其 内 积 是 力 中 的 一 个 实数 ， 
记 作 (a, 户 。 如 果 上 其 有 以 下 性 质 

1) ko 由 = 人 Bo 

3 ) {at = kta,p) 

3) (二 让 六 = {a,7) t (8,7) 

4) {m0 只 有 wa=0 时 (co =0 
这 里 xs，8，7 是 VW 中 任意 向 量 ， 尺 为 任意 实数 ， 则 称 Y 是 欧 几 里 得 
空间 。 简称 欧 兵 空 间 . 

例 1 在 二 ， 三 维 几 何 空间 P*，D” 中 ， 人 分别 规定 内 积 为 

(ay = a6 + a,b, a= (a 4), P= (8,, 8,) 
(SE,7) = a + d+ ad, 

其 中 上 = (2，m，a0，3= 0 0)， 那 么 DP”*，D" 都 是 欧 氏 
空间 . 

例 2 在 ? 维 线性 空间 D ”中 ， 规 定 内 积 
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《cry PB) = aé, 十 Add, 十 :证 dn 
其 中 = (4 Hy 2 B= (2,, b,， “7 #0), 加 DPD™ 履 成 欧 氏 
空间 
例 5 在 连续 函数 空间 《[ 史 人 中 ， 规 定 内 积 为 
Cf x), g(x)) = | cogen dx 
则 CCa,81 做 成 欧 氏 空间 。 
内 积 的 四 条 性 质 可 验证 如 下 ， 
1 因为 
| f 6%) gO dx | 8 COf 0) dx 
所 以 
CF{x), EX) = (EC 了 (97) 
2) | #09, 860 dr= 8 Fr) :gON) dx 
所 以 
(kf x EE) = ECF x), g(x)) 
3) | creo +400) go0ax=| fix) EX dx + 


(hg 60 dx 
所 以 
CfEx) +BEX)Y, LXY) = (CFEx), ECX)Y) + (CAEN) s(x)) 
上 
4) | /69 foodxz0 且 只 在 Fo = 1 时 才 有 | 产 Co dx 


=0 所 以 
CFO)， fx) 谤 0 上 且 内 在 f(x) =0 有 时， 才 有 
Cf lw), fx)) =0. 
如 黑 扩 是 欧 氏 空间 ， 了 是 玉 的 线性 子 空间 、 这 时 用 矿 的 内 积 运 
算 ，3 了 本身 也 是 欧 开 空间 。 今 后 简称 3 为 这 的 子 空间 ， 
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如 5={Ca 5 DED la ED}, DY™ 光 向 为 欧 氏 空间 的 
子 空间 . 

由 定义 1 容易 证 明 

命题 1 ”在 欧 氏 空间 中 ， 下 列 诸 等 式 成 立 : 

1? (oa, kB = (a, 8) 

9 apt = (ap + Ca, 7 

3” (9, 0) = 0, =0 

4 【下 + Ets t er t Emr FA tt th 


= y kk; lo, 而)。 


= 
事实 上 
(a, ED) = (EB,a) = E(B, oa) = to, BA) 
(x B+ = (B+Y,a) = (B, ao} + (7, 2) = {a By + (0,7) 
(0 = (a 000 = Or, nn = 人 0 
CE + Es 十 十 下 Gy FB it AB + th,) 
= (Ee, RB th tt hiB) tt 二 
+ hh = (hes BD) + Che BB Tt ost (hk ay BB) + 
二 【Ar AB) + Ca Pb) + :e+ (hae, BD) 
= Ea PB) + Bo BY) te tka, B+ 
十 下 由 《cr 入》 十 再 KG， By) tr +t Reh, (ors Bs) 


-Bib 
下 面 我 们 利用 内 积 给 出 向 量 长 度 ， 两 个 向 量 的 交角 的 概念 。 
定义 2 设 V 是 欧 氏 空间 ，aEV， 称 非 负 实数 (cyo) 为 向 量 
a 的 长 ， 记 作 lz | 
定义 3 设 V 是 欧 氏 空间 ，a，PBEV， 当 且 仅 当 (a, 和) =0 时 ， 
称 2，h 正 交 ， 记 作 xp， 
3 


恕 果 |e|1=1， 则 称 a 为 单位 向 量 或 标准 问 量 . 
如 采 一 组 呵 量 
Hy 人 如 1) 
le |= Ie: = = | =1; 则 称 (1) 是 标准 向 旱 组 : 如 果 far 时 ， 
2 2， 则 称 〈1 是 正 交 向 量 组 ， 特 草地 了 =1 时 ， 测 说 《1) 十 
正 交 冲 生 组 ， 当 {1) 是 标准 同性 组 ， 双 是正 交 问 基 组 时 ， 就 说 
(1) 妨 标 准 正 交 组 ， 
容易 指出 ， 如 果 a 隆 0 ， 则 
B= 


加 


盐 昔 位 向 显 。 如 外 Cl 度 zy 十 正 交 组 ， 则 ka, kr,, ”” 
ke, 也 是 正 交 组 。 特 别 中 ， 均 症 ， 攻 于 ，…， 证 | 基 标 准 正 交 组 ， 


| | 


显然 ， 过 去 对 4 数组 空间 规定 的 向 量 正 交 性 概念 与 做 为 欧 氏 空间 来 
看 的 D” 中 的 向 重 正 交 性 概念 是 一 致 的 ， 

命题 2 |#a| = 全 | ll 

事实 上 ， al = v (ka, koa) =v Bila,a) = | Via 

= 局 je - 
命题 3 设 4EV， 那 么 对 任意 EV 都 有 
(ws) =0 当 且 仅 当 «=0. 

万 实 上 ， 充 分 性 是 自明 的 ， 取 《= 时 ， 即 可 说 明 必 要 性 是 正 
确 的 . 

命题 4 若 (Bon =0，(i=1,，2,，…，) 则 


(3 kai) =0. 


了 荆 


因为 (有 D tim) =- Bk, 5 = 0, 


FE FF 
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推论 设 4 为 了 的 一 个 子 集 ， 
W ={é ](a,6) =0，YcE5)} 
蒜 么 WW 号 让 的 子 空间 ， 记 作 让 = 
为 了 规定 光 角 的 概念 我 们 需要 重要 的 不 等 式 ， 即 
个 题 5 对 欧 大 空间 Y 中 任 二 向量 ,8 有 
a, 和 Ial 
而 等 号 成 立 当 且 仅 当 4，P 是 线性 相关 的 ， 
证 党 中线 性 相关 时 ， 令 a= 8， 于 是 
局 = [kB, PB] = WR BP) = [8| (8, 8) 


而 
la] [Bt = IB)| [Bl = [| Bl lB = |€| (8,B 
即 有 
‘a, | = lal A 
当 ec 8 线性 元 关 时 ， 对 任意 实数 请 有 
x tt 
于 是 


(a t+i18, a+iA) 人 0 


到 1 ， 则 有 


有 
(0 WB 


从 而 
(a, 站 本 
两 边 开 方 即 得 
l(a,AP|I | 
一 般 称 (2 ) 为 柯 西 不 等 式 。 
推论 e+ 月 委 罗 + 轴 ， 
le+B = (位 +P，C+ 月 = (a,0) tea, + (B,D 
< Jal +t2 ll IP + Ip 
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(2) 


= Ct 
所 以 
lat + 
由 命题 5 对 欧 氏 空间 的 任 二 非 零 加 址 a，B， 有 


| (es 有 
下 
即 
(Ca, 月 ) 
HH 
这 样 0 9 = 之 问 怡 有 一 个 角度 6， 使 
_ (a, Pp) 
站 二 
al 
即 
一 一 1 ta, 月) 
(=eos 合同 
我 们 称 角 6 为 a 与 8 的 夹 角 ， 记 作 《ka 多 。 于 是 a18 当 且 仪 
Ca, Py = 可 ， 


把 柯 西 木 等 式 用 子 De2，Creg 这 两 个 其 体 的 空间 上 就 得 到 
两 个 常见 的 重要 不 等 式 ， 
a tabs tt a A Ra 
' tb, 趟 vv。 + B27, 
| 7ep :eco dx | 私人 产 codx) 和 (| gr 00 dx)s. 
命题 $ 车 dl 是 一 个 正 奖 组 ， 当中 没有 零 向 量 ， 
那么 Cy Cs rs Cs 必 线 性 无 关 ， 
Ea t es +t ro + Ba, = 人 0 
于 是 
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(EG 十 此 Gy +t i) = 
Bay a) + Ro {as a) ter tka 2) =0 
从 而 
Etasay =0 
轩 a 了 关 0， 所 以 ,=0.， 
同 理 可 得 站 = 0，…， 上 ,=0。 邦 wb cp ar 线性 无 关 ， 
推论 设 扩 ， 邢 ,,…， 训 ， 是 一 组 两 两 正 灾 的 子 宝 间 ， 即 当 
tj 时 ， 对 性 意 ojE W,，a;E& W,, (Qiy &7) = 0, 则 和 W, + W,+ 
:+W, 是 直 和 ， 
事实 上 , 由 gt+as 二 :+=0， 必 有 
=, = 
故 知 和 研 ;+ 玉 ,+…+ 钱 ,是 直 和 和 ， 


练习 一 


t+， 在 D” 中 规定 数 积 如 下 ， 
1) (ap) = db + ab, + ad 


1 
可 4 二 到 0 


其 中 a= (sa ， 2，00，P= (加 ， 加 )， 试 判 源 D'” 按 亡 种 数 积 
构成 欧 氏 空间 ， 

2, 在 欧 氏 空间 里 ， 对 任意 向 量 x， 饭 证 明 以 下 等 式 ; 

1) la+B :+ la~ Hl*=2( | 二 iB 

2) {a, B) = a+Al*- Te- Bl? 


2) (ta) = Abt Ab, + ads + 


3， 在 欧 氏 空间 里 ， 若 a，8 正 实 ， 则 
le+B := la :+ 1a: 
4. 在 DBD" 中 ， 按 遂 当 的 内 积 ， 求 一 单位 向 若 与 向 量 
wx= 《ll -1,D), B= (1, -1, -1,1),7= (2,1,1,3) 正 痰 。 
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5， 设 a，8 是 欧 氏 空间 中 任 二 非 零 向 量 ， 证 明 ; 

1) a= 直 8， 寻 之 0) 当 且 仅 当 a，P 之 同 的 光 基 为 0， 

2 》2=&B 居 <0) 当 且 仅 当 a，8B 之 间 的 来 角 为 x， 

6. 在 欧 氏 空间 D'” 中 ， 求 向量 a= (1,1,…, 1 与 每 一 向 量 


ei; = (0,+.", 0, 1 0 0 7=1]，2，***; 才 ， 的 夹 角 ， 
了 证 明 : 对 任意 实数 dy ay oy A 有 


Dl vt a Ta), 
8。 届 是 # 维 欧 氏 空间 ， 证 明 ， 
1) 如 果 克 是 这 的 于 空间 ， 那 么 
Wi) +=W, 
2 ) 如 果 环 ,， 开 ,是 的 子 空间 ， 屿 邢 , 三 及 :， 那 么 
WCW+. 
9 设 wa，w，…，as 是 欧 氏 空间 的 一 个 基 麻 ,如 果 7EV， 
有 有 
(i) 二 人 0 
证 明 , 7=0 
10。 设 是 一 欧 氏 空间 ， 如 果 ao eEF， 且 对 任 一 PET ， 
都 有 
(ms = (用 
有 证明， 上 =a 


$2 有 限 维 欧 氏 至 间 ”标准 正 交 基底 


本 节 主 要 讨论 有 限 维 爽 氏 空间 ， 指 出 从 有 限 维 线性 空间 构成 区 
氏 空 间 的 一 般 方 法 ， 通 过 特殊 的 基底 一 一 标准 正 交 基底 确定 有 限 维 
欧 氏 空间 鸣 结构 . 

若 信 是 欧 氏 空间 ， 六 当然 是 线性 空间 ， 就 把 线性 空间 的 维 数 叫 
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牧 欧 氏 空 间 的 维 数 ， 设 dimV =%, Els Ea "ss En 为 尾 一 基 版 ， 于 
是 对 任意 向 和 量 a，E 

= HE Tt dEr Tt AEs 

i= bet Bbest + pen 


则 有 


[3 机 


(qu, 让 = (2 PF bei) = Yaibi (es Ej) (1) 
1=1 


7 一 | 4 一 1 


(1) 起 吉明 ， 只 上 蔓 基 底 向 荐 内 积 (ep si) 知道 了 ， 任 二 向 量 a,， 8 
的 内 各 人 恒 臣 出 其 坐标 2，42，…，4s 上 与 如， 如， 上 按 《(1) 
式 来 计算 ， 令 85 = (ei，s， 称 # 阶 方 阵 

1 
G= 2 Lin 
Em Ba ' Ean 


为 基 遍 Ely Esw "ys €n 的 度 最 和 矩阵， 于 是 在 基 展 E19 Esp “了 es 上 
内 积 计 算 公 式 (1) 便 可 写成 


(a = (9 dn) CG 


由 (ej，e7) = (si si 可 知 0G'=G 基 度 量 货 阵 是 对 称 阵 ， 
内 从,E) 520， 只 有 当 上 =0 时 才 有 已 =0， 即 


i 


{XI Xe rr Ka tr ] 号 2 


[x 


只 当 XxX= = Xs= 介 时 才 有 
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Cx Wy Na) | 一 和 
| 
其 中 《= (xi Ya yw 可知 度量 第 阵 C 是 正定 的 ， 总 揪 言 之 ， 
就 大 
对 给 是 的 * 维 欧 氏 空间 、 任 意 取 定 一 个 基底 si，gy， …， ea 那 
么 都 确定 一 站 阶 正定 矩阵 一 一 基底 Es Ers en 的 度量 韦 睡 ， 
G = 《和 = (Ei ei) 
使 了 中 内 积 运算 的 计算 合式 为 
s, 


《cy 用) = (A, Hy Cr 1 


其 中 = (8) Es En “ " B= {El Ep "'* Er) 


反之 如 果 六 且 实 数 域 DI 上 的 # 维 强 性 空间 ， 尾 取 藉 究 #,，;， 
em 令 6=150 为 任意 给 定 的 正定 矩阵 、 于 是 在 这 中 规定 内 
积 为 
人 
必 


(az 六 = aa ds) G (2) 


$8, 


共 中 &= ae + es 十 + Aen = be t Baerst re + bgns 那么 由 有 
1) 人 用 = (P,a) 
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b, |) 
事实 上 (mB) = (0 ea GI / 是 一 个 实数 ， 
$b. | 
所 直 
(5, | 


0 = | ea | ， | 
| | 
% pb, | ' b, ’ 
{a ( 3 
| 
= 人 | -8 bY)G! 


Ca, BY 一 (C4) ~" A G 


an | A 
= (ph, 0). 
2 1 Ca, 月 ) = 上 (a, 8) 
事实 上 上 


1 和 
(Cha, B} = {ka, Bar + Ea © 2, 
1 
(5 
"Bb | 
-ee ra) G tf = 月， 

| | 
\ Ba) 

;人 

ea 


3 (+ 有 DY= (a tb a a tb G | 
因 
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ca: 2) 十 《下 | 


tb BG , ks 7 + (8, 7) 
se; 
其 中 ，Y = ce tie 二 cEn 
4 ) 从 3P0 只 当 志 =0 时 才 有 全 ,=0 


NL 
Ey 

EE) = CK Xe OO ?| = XE, + Xe tt + Nt 
人 


国 为 和 是 正定 和 矩阵， 所 以 


;| 


(XL xD | ™2 0 


x 


| 
只 当 =0，x:=0，……，%n=0 时 ， 才 有 


1 


(XN a) GG | =0 


这 就 是 
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(2) 0， 内 当 =0 时 才 丰 从 ,5 =0. 这 样 按 定义 ， 线 
性 空间 7 用 公式 (2 ) 做 为 内 积 运 算 公 式 构成 了 欧 反 空间， 而 且 基 
底 s.，s,，…，5s 的 度量 矩阵 恰 是 正定 完 阵 G6。 有 即 

(Eis Ej) = ijie 

下 面 我 们 考 霸 任意 两 个 茜 府 的 度量 矩阵 之 间 的 关系 。 俱 el,，e， 

区 外 空间 的 两 个 基 府 ， 他 们 的 度量 朱 
阵 分 别 为 己 与 G， 令 过 渡 阵 为 了 ， 

Co a | 一 (el ms Et 下 


若 回 其 
TE 直人 十 "十 头 5 一 a'B + a,'B, et a1 
B= be ther te ™ boen= BB +t Bd te + biB, 
出 
| | 
Pp “| P ii1= 1 
: | i 
时 a Lo ls, 
即 
(a Hs A = (a dy oe A) PP! 
CO 
于 是 
6, | 
《as PB) = ad ds) © 6, j= 《bi 0 Ae) PEP / br 
. : | 
#， | (Ba 
Ba 
| pr 
= (2A 2 ) GU, : 
(2 
得 
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= PIGCP. 
所以 两 个 基底 的 度 昌 和 矩阵 是 衫 人 台 的 。 反之， 如 时 C 是 欧 氏 空间 中 
基底 ss，…，snw 的 度量 所 阵 ， 那 么 对 于 凡 与 6 丰 合 的 矩阵 Cr 
G = P'GP 
都 有 玉 的 基 座 8，a，…，a 以 G1 为 度量 上 矩阵。 显然 ， 用 了 为 过 
渡 阵 ， 从 e,，e。，…，s。 得 到 的 基底 5，5.，…, 6, 的 度量 矩阵 就 
是 如 ， 这 样 我 们 胡 证 明了 
命题 ] 设 站 是 # 维 欧 氏 空间 ， 那 么 Y 在 各 个 基底 上 的 度量 和 矩 
阵 恰 为 一 类 相合 的 正定 矩阵 . 
例 1] 谍 矿 = [so ee ， …， 64 是 DD 上 谎 性 空间 。 5,，G; 为 尾 
意 两 个 不 同 的 * 和 阶 正定 所 了 入 。 于 是 在 矿 的 基 记 se，es，…，en 上 
号 G， 行 定 忆 一 个 肉 积 运算 都 鸽 大成 为 欧 天 空间 ，s，ss，…，sn 的 
度量 凑 阵 分 别 为 @ 与 G:。 因 为 G, 守 G6;， 所 以 二 者 定义 的 内 积 运算 
不 全 一 样 ， 这 样 ， 在 同一 基底 e,，…。e。 上 以 不 同 正定 矩阵 女 ， 
cx: 为 度量 宕 阵 得 到 的 基 不 同 的 软 氏 空间 ， 
六 一 方面 ， 因 为 5; 与 G1 必 相 合 ， 郑 存 症 采 北 算 了 泗 了 ， 使 
= P'G,P 
于 是 以 了 为 过 渡 阵 得 到 的 另 一 基底 
(Oy Bry 7 Br = (El Esp yg EAP 
而 在 6，6.，"…，6。 上 的 度量 夭 阵 正 是 6;。 这 时 ， 同 一 欧 氏 空间 
上 ， 在 两 个 不 同 基底 5， …，s。 与 5,，…，5。 上 的 度量 矩阵 耸 别 
是 ,与 95.:， 这 表明 ， 任 意 两 个 不 同 的 正定 答 阵 G,，G， 都 是 同一 个 
欧 氏 空间 在 某 两 个 基底 上 的 度量 征 阵 ， 
在 有 限 维 欧 氏 空间 扩 单 选取 基底 ， 对 于 该 空间 的 线性 和 运算 来 说 
有 完全 则 等 的 意义 ， 但 其 对 于 空间 的 内 积 运算 来 说 ， 作 几 就 大 不 相 
向 了 .由 于 内 积 的 运算 完全 被 一 个 基底 的 度量 从 阵 所 确定 ， 因 此 一 
人 基底 的 度量 矩阵 6 的 形式 越 简单 ， 那 么 内 积 运算 在 这 个 基底 上 的 
计算 公式 也 就 越 简章 、 于 是 ， 就 提出 这 样 问题 ， 在 * 维 欧 氏 空间 亚 
中 怎样 基底 上 的 度量 矩阵 最 简单 ? 同 想 一 下 实 对 称 阵 在 相合 之 下 的 
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标准 形 , 使 知 , 在 * 阶 正定 矩阵 的 相合 类 至 ，* 阶 单 位 阵 是 该 相 人 台 类 
中 最 简单 的 一 一 标准 形 。 于 是 我 们 假定 sa，e，…， ss 是 这 样 的 一 
个 基 座 ， 即 它 的 度 其 矩阵 是 单位 短 隆 ， 这 表明 

(Ei £7) ={ 9, es 

1, i=j, 

从 而 基底 sy， ae …，sn 是 这 样 一 组 向 量 ， 和 任何 不 同 两 个 岗 县 都 正 
交 ， 每 一 个 向 量 都 十 单位 向 填 ， 邮 5,，e:，…。e。, 是 一 组 标准 正 交 
向 量 ， 这 使 我 们 导 至 

定义 1 设 es …，sn 是 欧 氏 空间 矿 的 一 个 基底 ， 如 果 
ss sn 是 一 组 标准 正 交 向 量 ， 则 称 as,，5:，…，#。 是 人 的 
标准 正 交 基底 ， 

接 定 义 自 然 有 ，s，s2，…,en 是 标准 正 交 基底 当 且 仅 当 Eye 
En 的 度 其 矩阵 是 单位 矩阵 。 这 个 事实 的 务 一 说 法 ，e，s 
ss 是 标准 正 变 基 底 当 且 仅 当 在 &，es，…，es 上 的 内 积 公 式 为 

{ay B) = ad, tad tt- +at, 
其 中 @= e+ert et atm B=Bet+ Bet th en 

合 题 2 ”有限 维 欧 氏 空 间 必 有 标准 正 交 基底 . 

证 明 由 于 # 维 欧 氏 空间 一 切 基底 的 度量 第 阵 丛 好 是 正定 矩阵 
所 构 胎 的 相合 类 。 而 这 个 相合 次 中 含有 单位 阵 在 内 ， 从 而 确 有 以 单 
位 阵 为 度量 定 阵 的 基底 存在 ， 并 且 凡 是 以 单位 阵 为 度量 矩阵 的 基底 
都 是 你 准 正 交 基 底 . 

这 个 命题 不 仪 肯定 了 标准 正 交 基 腐 的 存在 福 ， 辣 时 也 提供 了 一 
个 求 出 标准 正 交 基 亡 的 方 尘 . 

例 2 在 22 中 ， 设 在 基底 6 = (1, 们 ，s,= (0,1) 上 的 度量 外 


阵 为 
‘(1 3) 


求 标准 正 交 基底 . 
解 ， 因 为 


中 4 


为 过 滤 阵 从 6，s: 得 到 男 一 基底 
(ol 0,) 一 《6 a)P= CE £2) ( 0 3) 
即 
六 一 El = (1,0) 
站 ,一 6 一 让 二 【一 1 
这 个 世 底 的 度量 矩阵 是 单位 算 隆 ， 所 以 6， 是 标准 正 交 基底 ， 比 
加， 可 以 具 体 验证 如 下 ; 


GG» 00= 10 (Li) (3)=01 1(0)=, 
a wan (Das (= 
a cp (TI) on (De 
a wtp (FD) on CD- 


命题 3 设 = [el，e，…，sm] 是 匠 维 欧 氏 空间 ， 2%， …， 
a， 是 一 组 标准 正 交 向 量 , <x， 那 么 , 存在 RE WV， 使 得 xz，…， 
zy 日 也 是 标准 正 交 组 ， 
证 设 语 = 志趣 6 二 十 记 sen 令 
(a BY =0, (a, BY=0, 1, (oo PY=0 


3 和 9 


f 1 (9, El) + &, (rs Es) Te 十 此 af En) = 0 
Ray 51) + Es (ess es) FT ert Ras, Ea) = 0 
ee (3) 


El {my 1) 二 天 fc es) TF ort Bo, en) =0 
(3 ) 起 齐 次 线性 方程 组 ， 系 数 阵 为 


《GE 《Gy 52) ‘ls En 


本 = 《zy El) (Gy Er) (fs En) 


四 


由 于 天 所 8?， 所 以 《3 》 有 非 零 解 ， 从 而 非 零 向 量 B'， 使 a4， …， 
gm PB 十 一 个 正 交 组 ， 取 
fo aT 
即 得 a,，&%，…，&,， 上 2B 是 标准 正 交 组 ， 
推论 车 &,，&，…，aw( 加 #8) 是 WV 的 任 一 标准 正 交 组 ， 则 存 
在 B,;:，…，。 使 
Oy Hos oy Cm Bantry 
是 Y 的 标准 正 交 基底 ， 
证 明 ”我 们 对 #- 刀 作 归纳 法 ， 
当 # 一 内 =0 时 ，oa，w， …， xm 就 是 标准 正 交 基底 ， 显 然 命 
题 成 立 。 
假设 # 一 点 = 下 时 成 六 ， 也 就 是 说 ， 当 向 其 组 四， ya 
还 莞 点 个 盯 量 攀 成 标准 正 交 基底 时 ， 则 存在 上 个 向 量 BB,…, Bi， 
使 向 量 组 ci，cw，…，a， 用， 记 ，…， 和 成 为 标准 正 交 基底 . 
现 证 明 * 一 于 = 二 + 工时 命题 成 立 ， 显 然 #<z， 册 命题 3 则 有 
问 量 PB. 使 得 ga，w，…，eam PB 成 为 标准 正 交 组 ， 此 时 向 量 组 a， 
Gr， 还 莽 卡 个 辐 量 构成 标准 正 交 基底 ， 册 归纳 假设 知 ， 
存在 个 向 量 有 ，B，…，Bri 快 语 是 组 @，G，… tn 所 ， 记 ， 


信和 4 


成 注入 的 标准 正 变 基底， 从 而 命题 得 证 ， 
下 表 我 们 给 出 一 种 重要 的 求 标准 正 交 基底 的 万 法 。 
命题 4 “对 欧 兵 空间 &Y 的 任 一 基 阅 e,，s;，…，en 按 下 列 方式 
能 求 得 Y 的 唯一 的 一 个 正 交 基 捕 让 ，B，…， Sn; 
ji =e, 
B= FB) + Es 
Bi = Hd 4 4 0, + 6 (4) 


和 


dy = A t 他 十 
从 而 把 引 ，5，,…，6。 标准 化 之 后 就 得 V 的 一 个 标准 正 交 基 疗 。 
证 ”只 顷 指 出 按 着 (4 的 方式 ， 依 据 正 变性 的 蓝 求 丛 能 决定 
一 组 系数 4 2 ai ng 可 
党 一 步 ， 首 先 取 定 .= 
第 二 步 ， 令 .= 06+ 后 依据 8 上 25， 划 用 (5，8) = 来 决 
证 系数 ax。 于 关 
(六 By = 《人 二) 
= {6 A 二 《人 £2) 
=A (060 + (6, en 
三 必 
从 而 即 得 


Ce 


人 
第 三 步 ， 令 2 = 46 + 而 +ey 依据 5 上 6， 3 上 65. 即 用 (6,，3.) 
= 由 (加 ，B) =0 来 决定 系数 aa， 24 于 是 
(By 0) = (6 sd + A410, + Es) 
= (8, ds6) + (By Hd) + (6, £1) 
san 1) + ald 0) + (6, es) 
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三 人 十 《0 E3) = 
《0 60) = (00 ED 二 2202 + &,) 
= a (0, 0) + ts, 02) + (0,, 23) 
三 ya 0s, 6) 十 (0,, ey) 二 洛 


从 向 即 得 
4 = (61, £3 
" (Bb1, 61) 
站 ,二 一 (0 E12) es) 
- (6,, 6,) 


这 样 继续 作 下 去 ， 到 第 飞 步 ， 令 
和 AG 十 Sak 十 人 
依据 de 0, (z= 1,2, "es 一 1) 便 可 哈 一 决定 出 
-，_ (0 en) 一 《全 Ek) pe 二 (Or .1 er) 

Ik 8, 5 i 6,, By BY? $k BR, Be) 5 
这 样 做 到 第 * 砂 就 可 求 出 满足 关系 式 《〈《4) 的 六 的 正 交 基 席 5， 
0 显然 (4) 中 诸 系 数 是 出 Ey Cry yp En 了 唯一 总 定 的 。 
即 按 《4 的 方式 恰 有 一 个 站 交 基底 存在 ， 最 后 把 5， Gy rs 0» 
标准 化 ， 即 令 


B= 1 


即 得 这 的 标准 正 交 基底 380， 2 ，…，au。 
不 难看 出 ， 按 方式 (4》 求 出 的 正 交 菇 底 育 以 下 特性 ; 
Li{B, Bs 27s B10) 二 工 (E oy rs EK) = 1 2, 
讽 3 己 知 欧 氏 空间 后， 其 基底 s = (1,0,0) e,= (0, 1,0)， 
e = (0, 0,1 的 度量 矩 降 为 


100 
6 { 2 | 
003 
求 DY 的 标 惟 正 交 基底 ， 
4d6 


解 ” 第 一 种 方法 .因为 
T1100 100)(1 


0 oool 
9 2 : 0 0 | 1 2 
0 07 | 003 jl[ 9 07 
所 以 以 
1 0 0 
1 
中 = DQ 二 一心 
1 
TY 
为 过 渡 了 得 到 的 基底 
1 0 0 ] 
(8,6,6,) = (e, eye oy! | 
9 ov | 
即 
6, 一 £, 
1 
0. 7 
1 
和 = 3 


虐 是 只 ”的 一 个 标准 正 交 基底 . 


下 面 用 命题 4 的 正 交 化 方法 ， 求 出 D” 的 一 个 标准 正 交 基 记 


令 6.=8= (1,0,0) 


d= 40 te = (A 1, 0) 


Oa= A 十 HBs T Ey = AT dds tag 1) 


于 是 


fi 二 -ea -0， 其 中 ‘de = (1 0 0) 


(00 81 


Uy! d= Ez 


a= -As =0， 其 中 (ae = (1 0 "(oo =0 
4 其中 (6 l 2 4 9 
003/\1 
CB en) | - 100\/0NY 
co 0 其 中 (se = (0 1 "| 2 | 0. 
003/\1 


所 以 5 = ss 

这 样 ， 由 el,，es，e; 得 到 的 正 交 基 宕 就 是 原 米 的 ，se:，#:{ 因 
为 e,，e:，e， 原来 已 经 是 正 交 的 ) 。 再 把 这 个 正 交 基底 慰 准 化 之 后 
就 得 到 他 标准 正 交 纺 底 ; 


命题 5 设 se，sr …，sw 是 VWV 的 标准 正 交 基底 ， 
(By By 6) = Ey Ep oy én 1, T= (ji) 
那么 5，5,，*…，56， 是 标准 自 交 基底 当 且 仅 当 TIT 是正 交 阵 ， 
证 因为 a，e， …， er 是 标准 正 交 基底， 苑 有 
《Eiy Ej) -位 3 


1, z=, 
于 是 
(6 67) = ty + bostos + ro + Fife 
从 而 
(B87) -| 0, ej; 
1, i=/, 
当 二 仅 当 
Ft + haiti + ee tintn ={ 0， i 
1, =, 


这 说 明 Oy Ho dn 是 标准 正 交 基 床 当 且 仅 妆 T= (fy) 是 正 交 
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阵 。 
设 5，sz，…，esw 是 这 的 任 一 标准 正 交 基底 ， 对 这 中 任意 问 量 
Re + dE + Es 
B= E+ he tr + den 
则 有 
[er 月 = Ab + Aad, tn + dad, 
由 此 可 见 ， 对 任意 的 x 维 殉 氏 空间 来 说 ， 从 它 的 标准 正 交 基底 来 
看 ， 不 仅 它们 的 线性 运算 是 完 侈 相同 的 ， 即 部 是 坐标 的 线性 运算 ， 
而 且 内 积 运 算 也 是 一 致 的 ， 即 都 是 坐标 来 积 之 和 。 为 了 明确 这 种 现 
丛 的 实 奈 ， 我 们 纵 出 以 王 的 定义 ， 
定义 2 设 六，F 都 是 欧 氏 空间 ，y 是 作为 线性 空间 VW 与 
V; 的 向 构 映 射 ， 如 果 还 具有 性 质 ， 车 
9 |—a, Bl-—>P 
则 
(co 月 = (Ga PB') Yea, BEV, 
那么 则 说 yw 是 欧 氏 空间 WV 与 VY, 的 同 构 映射 ， 这 时 称 V， 与 WV, 是 
同 构 的 ， 还 是 记 作 WV, 
显然 单 满 映射 gq 居 扩 ,与 ,的 辐 移 映射 ， 当 县 仅 当 yq 具有 性 质 ， 
1) ola th) =pta) ty 
2) p(ko) = kp{a) 
3) (wD, oD) = (Ca, P)., 
命题 6 设 V 与 V, 都 是 有 限 维 的 欧 氏 空间 ， 那 么 六 ,全 亚 : 当 
县 仅 当 dimF ,= dimV,, 
证 ， 必 要 性 是 显然 的 。 因 为 两 个 欧 氏 空间 矿 ， 与 这, 同 构 ， 首 
先 做 为 线性 空间 二 者 是 向 构 的 ， 所 以 二 者 的 维 数 相等 ， 下 而 证 明 充 
分 性 ， 
设 dimV ,= dimF:， 于 是 可 在 ,与 广 中 分 别 取 标 准 正 交 
基 廊 


Ey Ezy “yy ty 


$49 


EF Fr i F 
Ely Cos » En 


规定 六 ,到 六, 的 上 映 导 

wp: Eo 
其 中 二 = we 二 ae 二 二 en 二 WE 二 wer 十 十 Wen 必然 p 荐 
大 到 7; 的 一 个 山 射 ， 而 且 是 单 的 , 浇 的 ， 妈 pg 是 六 与 7 的 一 
一 对 应 。 而 且 具 有 性 质 ， 如 时 


?: 0 |—0", Bl—38" 
于 是 令 
= A t Aer tr tA es B= ett hs te t+ bes 
贴 存 
a= a 十 人 二 
从 而 
1) plat = 站 (2 td) t+ (ast hes te +t Cant bo) en) 
= (a tb et (a te tit (q+ hye, 
= A tats 十 二 
=&'+A 
即 
vw: tla +p' 
2) ylka) =pr (ba)et (ka er tT ee + {kal en) 
= (Eade + (Chkade, + :+ (bane 
= 6(ae +t ares tr +t ren') 
= Eo! 
即 
wp; Ra |——> Ex! 


3 》 (ay 月 = ab tad, tn tad,= (oa, BN), 
所 以 yg 是 广 号 这 ,的 同 构 上 映射 ， 即 六 ,之 VY,， 
命题 6 表明 ， 对 有 限 维 欧 氏 空间 的 代数 结构 来 说 决定 性 的 条 件 
仅仅 是 欧 区 空间 的 维 数 。 从 而 ， 只 有 维 数 不 同 的 欧 氏 空间 才 蚌 不 同 
的 ， 而 维 数 相同 的 欧 氏 空间 ， 没 有 实质 性 的 差 草 。 
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练 习 二 


1. 在 欧 氏 空间 D92 中 ， 按 通常 的 数 积 定义 , 设 mm = (0 全， 
& = 人 ,1 的，a= (1,1,1)， 求 

1] ) 由 sa， 四 所 构成 的 基底 的 度量 第 阵 ， 

2 ) 用 丙种 方法 求 D” 的 标准 正 交 基底 

2， 在 欧 氏 空间 D9% 中 ,已 知 林 座 

a = (1, -100, a= (1,2,0,0D, m= (0,1,2,D), ai= 
(1,0,1, 1) 的 度 景 矩阵 为 


2 -3 0 1 
B= ~ 3 6 0 一 于 
013 9 
1 -1 9 了 


求 基底 
E = 1, 00,0), se,= (O01,0,0, es = (CO, 0,1,0, ,= (C0, 0, 
0,1) 的 度量 算 阵 . 
3， 在 欧 氏 空间 中 ， 基 诡 &，#z，*"…，5n 是 标准 正 交 的 必要 
而 且 只 更 对 和 中 任 一 向 量 
= EL + A 
总 有 
{rm, ED) = 了 二 2 
4。 求 齐 次 线性 方程 组 
2 二 
XT 一 w= 从 
的 解 空间 《作为 DP” 的 子 空间 } 的 标准 正 交 基底 ， 
5. 设 wa，c，…，am 是 欧 氏 空间 六 的 一 个 标准 正 交 组 ,证 
明 ， 对 任意 wxEF， 以 下 不 等 式 成 立 : 
351 


Na, ad)’ lp 


6, 设 El Ess Ey 是 欧 氏 空间 六 的 标准 正 区 其 说 ， 证 明 ， 


这 | 二 (2 + BE; 一 Es) 


安 ， 二 于 Ce — ;二 DE) 


m= ee 2e,) 
仍 是 7 的 标准 们 区 基底 。 
7, i Ey E29 Ely Es Es 是 网 氏 空间 六 的 一 组 标准 正 交 基 座 ， 
令 
,= Lta,, Gy sy) 
其 中 


A =e Cre Ete C= 2e tet+es 


求 的 一 组 标准 正 交 基底 ， 


$3 ”对 称 变换 与 正 交 变换 


本 节 讨 论 有 限 维 欧 氏 空 间 的 两 种 线性 变换 ， 它 们 部 有 明显 的 几 
何 意 尺 ， 辣 时 与 空间 的 内 积 运 算 有 密切 的 联系 ， 

设 玉 是 5 维 欧 氏 空间 ，sy，#，*……，es 是 矿 的 一 个 标准 正 交 基 
座 。 潜 虚 玉 的 一 个 线性 变换 o， 

媳 昌 oa 在 标准 正 交 基底 6， gz， …，8sw 上 的 表示 气 阵 4 是 对 
称 气 阵 ， 则 称 < 是 对 称 变换 ， 

如 果 oa 在 标准 正 交 基 府 6，e，…，es 上 的 示 示 矩阵 4 晤 正 
变 枢 阵 ， 则 称 ao 是 正 交 变换 ， 

全 1 了 2 为 按 通 常 的 内 积 运算 构成 的 网 氏 空 间 ，s) = (i，0， 
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0), Er 二 (0, 1, 0)， 53 二 《0, 0, 1) 是 一 个 标准 正 交 基底 ， ds do 0 大 
Do 的 三 个 线性 变换 ， 它 们 在 e,，e,，ss 上 的 表示 给 阵 分 别 为 


-1] 1 2 
2 | ) “| | | 2 ， 
1 1 0 2 
于 是 ,因为 4, 是 对 称 惩 阵 ， 所 以 o， 是 对 称 变换 。.4, 是 正 变 乍 阵 ， 
所 以 o; 是 正 变 变 换 。 .4 是 对 称 阵 ， 所 以 ao， 是 对 称 变换 显然 


4 也 是 正 迹 阵 ， 所 以 o 也是 正 交 变换 。 容 易 看 出 这 三 个 线性 恋 
挽 的 雹 何 意 义 ， 机 是 关于 ye 一 一 坐标 面 的 对 称 ，a: 是 绕 x 一 轴 的 


旋转 ， 旋 转角 为 二 ，o 是 以 2 为 相似 系数 的 相似 变换 . 


命题 1 %% 维 欧 氏 空间 Y 的 线性 变换 是 对 称 变换 当 且 仅 当 c 和 在 
任 一 标准 正 交 基 底 上 的 表示 矩阵 都 是 对 称 阵 . 

证 ”充分 性 是 自然 的 ， 下 面 证 明 必 要 性 ， 

因为 5 是 对 称 变 换 ， 可 取 某 一 标准 正 变 基 底 se，s，…，es 使 
2 的 表示 和 矩阵 有 4 是 对 称 矩 阵 ， 令 5，8，…，2 是 任 一 标准 正 交 
基底， 由 as 9 ss 到 6.，6.，…，6。 的 过 滤 阵 为 正 交 阵 P， 
即 


(By Oo, 7 0) = (Ey Er 9 En) 
于 是 z 在 8，B5，…， 到 上 的 表示 矩阵 
B=P iAP 
从 而 
B'= (Ph-iAP)'= PA'(P-)'= P-LdP=B 
上 故 了 是 对 区 阵 ， 命 题 1 得 证 ， 
命题 2 1 玲 欧 氏 空间 VV 的 线性 变换 a 是 对 称 变换 当 且 仅 当 
(oD), = (a oD), Va, REF 天， 
证 ”人 尾 取 上 的 标准 正 交 基底 e，e，…，saa 在 此 基底 上 的 表 
东 知 阵 为 A = (eei， 
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先 证 必要 人 性。 用 a，8 家 示 向 量 a，B 在 标准 正 交 基底 2(，z2， 
:，Es 上 的 坐标 询 ， 于 是 


Fo 下 _ 站 
ala) B= (ot) :B= (da B= a'A'B=a'Ap 
=a op) = (ta, oP)), 
再 证 充分 性 。 


dai = (gle) ,81) 二 【《Ejy GCED)} = dj 
即 A = 4， 所 以 o 在 标准 正 交 基 席 se，s，…， 上 的 表示 和 矩阵 且 
对 称 的 ， 故 o 是 对 你 变换 . 
定理 1 设 o 为 对 称 变 换 ， 那 么 存在 标准 正 交 基底 使 o 的 表 
泵 矩阵 是 对 角 阵 ， 
证 任 到 标准 正 变 基 底 se，e …，sn @ 的 表 志 和 矩阵 为 4， 册 
第 十 章 45 汽 理 >2 知 尾 一 实 对 称 阵 必 正 交 相 似 于 对 前 阵 dlagftea， co 
4a 怡 是 4 的 全 部 特征 根 ， 这 样 ， 存 在 正 交 
阵 工 ， 使 
TiAT = diag{lal, ds ‘dun} 
于 是 以 了 工 为 过 渡 阵 ， 从 标准 正 交 基 底 5,，5:，…，5s 得 另 一 标 淮 
正 交 基 席 各，8，…，8: 
{B66 2 人 = (ee, 7 eso) T 
而 o 在 5，8，…， 6。 上 的 表示 和 矩阵 就 是 对 币 阵 diag{ta ea …， 
ds 
推论 1 维 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 o 是 对 称 的 当 且 仅 当 ce 有 
个 两 两 正 交 的 一 维 不 变 子 空间 WW，,，…，W, 使 
7 = W DW .B.DW,, 
命题 3 ”1 维 欧 民 空间 的 线性 变 挽 是 正 交 变换 当 且 仅 当 = 在 
任 一 标准 正 交 基底 上 的 表示 乍 阵 都 拓 正 交 阵 ， 
证 ”充分 性 是 亡 热 和 的， 下 面 证 明 必 要 性 ， 
因 = 是正 详 变 热 ， 可 取 某 一 标准 正 变 大友 人 8) 使 = 的 表示 矩阵 
36b4d 


A 是 正 交 阵 ， 令 6，6,，…;5。 是 的 任 一 标准 正 交 基 席 ， 由 an 
es， …，en 到 6，5，…，z 的 过 渡 隆 是 了 ， 导 
BB, 0 人) 一 (Eee Ea)P 
于 是 co 在 8，5:，…，5。 上 的 表示 抠 阵 
B= Pp"'AP 
国 为 P，4，BP- 都 是正 交 阵 ， 所 以 也 记 是 下 交 阵 ， 共 而 命题 得 证 * 
命题 4 +% 维 欧 民 空 间 V 的 线性 变换 o 是 正 交 变换 当 且 仅 当 
(qta), ol = a) Va, PEV. 
证 任 取 六 的 标准 正 交 基 诡 sw ma，…，esw 5 的 表示 定 阵 为 
A= (4), 


天 证 必要 性 。 用 &, 表示 人 问 量 他 Bp 在 标准 正 变 基 语 El Ey 
En 上 上 的 华 标 列 ， 于 是 
(aol), ofB)) = ala)' ,olB) = (A 'AB= a A AB 
-a'P= (op, 
骨 证 充分 人 性， 由 
(elo), ol ) = Ca, 
则 有 
(oleD ,oleD) = (en e) ={ 0 3 7 时 
1， 当 ?=j 时 。 
这 说 明 GE TEN， 《ER 也 是 上 广 的 标准 正 变 基 底 ， 而 
(afeD GE 1 GEA)) = (ee "7 20) 
由 此 可 知 4 是 正 交 秆 阵 ， 即 是 正 变 变换 。 命 题 得 证 。 
例 2 设 (eley，cato) = (aa)， 证 明 ao 是 正 交 变换 . 
证 由 命题 4 只 要 证 明 对 任意 a，P 都 有 (人 四 ，2a( 册 ) 即 可 ， 
为 此 分 别 计 算 
(ota tA, ata th) = (aa tao, ola Te 六) 
a (gm), on) + D(a), oP) 
+ (oC), ep)) 
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= (oa) + 0m), mt) + (PP 月 

(x4, atA) = (a,0) +2(0, 8B) + (P,P) 
而 

(g(a tH), atut+h)}= (eth atA) 
于 是 

2(a(0), oF) =2(0,P) 
从 而 恒 香 

(ata) ol) = 人， 有 由。 
苍 “大 正 交 变换 。， 此 例 说 明 :， 欧 瓜 空间 的 线性 变换 ao 如 果 不 改 变 
每 一 回 最 的 长 ， 那 么 瑟 是 十 变 变 换 ， 当 狼 反 这 来 目 然 也 是 对 的 。 

定理 2 设 o 为 正 奖 变 摘 ， 那 么 存在 标准 正 交 基 次 ， 使 e 的 

职 示 是 阵 为 


A (1) 


其 中 4;= +t0=1， 人 4 (j=1，…， 人 为 二 阶 正 交 阵 ， 
且 没 有 实 特 征 根 , 
证 ” 任 取 标准 正 变 基 廊 6，s …，， Fw o 的 表示 和 些 阵 为 4， 
册 第 十 说 引 定 理 可 知性 一 正 奖 阵 必 正 奖 相似 于 形式 如 (1) 的 阵 ， 
这 样 存 企 正 交 阵 工 使 
再 = 了 ”>547 
于 是 以 工 为 过 渡 阵 从 标准 正 交 基底 5&，e;:，，…，ea 得 另 一 个 标准 正 
交 基 认 向 ，B,，…, 6: 
(BB = ey es ET 
而 ec 在 5，，…，5。 上 的 表示 惩 阵 就 是 了 .从 而 定理 得 证 ， 
推论 和 维 欧 氏 空间 了 站 的 线性 变换 是 焉 交 变 换 当 且 仅 着 ec 有 
一 组 维 数 不 大 于 2 的 两 两 正 交 的 不 变 于 空间 W，W,，…，W,, 
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妈 ，VY:，…， 玫 。 使 得 

上 = mBPF ,BDHPDr DYDD, 
而 cc 在 多 ,全 = 1，2，…，?) 上 的 导出 变换 是 相似 系数 #1 = 土 1 的 
模 似 变换 ，a 在 (j=1，2，"， 少 上 的 导出 变换 是 没有 特征 向 
是 的 旋转 变换 。 


练 习 三 


1. 证 明 ， 两 个 正 交 变换 的 乘积 仍 是 正 交 变换 。 一 个 正 交 变换 
的 道 变换 还 是 正 交 变换 , 
2、 设 ?大 欧 氏 空 间 玉 的 一 个 单位 向 量 ， 定 义 
oo) = — 200, 0)n 
证 明 ，1》 ce 是 正 交 变换 ， 这 样 药 变换 称 为 镜面 反射 
2) ga 在 标准 正 交 基底 的 表 未 搜 阵 的 行列 式 怡 契 - 1， 
3 ) 在 4 维 欧 氏 空 间 太 中， 如 果 正 交 变 换 4 揭 特 征 根 为 工 的 特 
征 子 空间 的 维 数 是 x 一 1 维 的 ， 那 么 是 镜面 应 射 , 
3， 设 e，，…，sm 与 eu cs …，em 十 欧 氏 空间 的 两 
个 慰 准 主 变 组 ， 证 明 存 在 一 个 正 交 变换 ec 使 得 
oe) = =1，2，，…， 防 . 
4， 设 wa 是 欧 氏 空间 上 中 长 度 相 现 的 非 堆 问 量 ， 证 明 必 和 有 
正 变 变换 a 使 得 
oe) = 用。 
5. 设 o 是 网 氏 空 间 矿 的 一 个 变换 ， 如 果 对 矿 中 任意 向 量 a, 
都 有 
(oo), oD) = (ae, A) 
证 明 c 基 正 交 变换 ， 
6， 设 丈 是 欧 氏 空间 乒 上 的 正 交 变换 a 的 不 变 子 空间 ， 证 本 
克也 是 oa 的 不 变 子 空间 。 
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了， 设 mo 是 网 氏 空 间 玉 的 对 称 变 挽 ， 那 么 ooz + oO 也 是 
上 的 对 称 变换 ， 

8、 设 钞 是 殉 氏 空间 广 的 对 称 变 换 的 不 变 子 空间 ， 证 明 帮 “ 
是 o 的 不 变 了 于 空间， 


习 题 十 三 


1， 在 Dr 中 ,定义 内 积 为 
Cf x), gC%)) =| f (0) g x) dx 
求 出 基底 1，x，x:，x 而 得 到 的 一 组 标准 正 交 基底 。 
3. 设 wa， 有 是 欧 氏 空间 六 中 两 个 线性 无 关 的 风量， 训 果 


2 (a, B) 与 2 {a, B) 
(CT (8, AB) 


3 
— ry 


都 是 不 大 于 0 的 整数 ， 证 明 a，8 的 来 角 只 能 是 屯 ，2n， 2 


3 


区 
6 
3. 设 仇 ,， 玉 , 是 欧 氏 空间 广 的 子 空间 ， 证 明 

1) +tWO):= Wt 

2) NWD*:=W t+ 

4. 设 wa，ct …， as 是 欧 氏 空间 的 # 个 向 量 ， 
(oy 1 (os Cr 本 (ey on) 


Go, ds rs aa) = (ya) oy Cr ng) 


(Gay C1 《Ca Cs) 四 (ny Tp) 
证 明 ， 所 9 说 是 线性 无 闫 的 当 且 人 私 当 C ta Gr 0 EO 
其 中 行列 式 Gr (Gs ea “py a) 叫做 Us Gay ps 的 克拉 姆 行列 式 。 
5， 证 ly zy og 是 忱 氏 空 间 的 | 小 问 量 ， Ely Ers 
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sn 古 F 的 标准 正 交 大， 大 
区 | 一 ne t det rr tanen (f= 1,2,.,#) 
则 
Ce Rs ss = | a 
6， 设 ua，…，as 是 欧 捞 空间 扩 中 的 一 个 基底 ， 如， 所 ， 
Bs, 是 由 o，w，…， as 正 交 化 而 得 到 的 一 个 正 变 基底 。 证 明 
Gy or ia = GB By i Bo 
= {BB) (Bs Be 1 (Bs Pa), 
7. 车 集合 5，5: 正 交 ， 则 中 用 和 或 是 空 集 或 是 仅 有 一 个 零 


向 量 
8. 设 
邱 ，，= 工 人 ci 和 dy 
W,= LLB, BB, £7 By) 
如 果 


(a BY =0 7=1, 2 F122 
那么 评 ,， 玉 ， 正 交 ， 
3， 设 矿 是 哆 民 空 间 ， 琵 是 的 子 空间 ， 由 分 解 式 
”= WOEWI 
知 矿 中 尾 意 向 基 a 都 可 唯一 分 解 成 
=o 
其 中 aEW， 称 a 为 a 在 WW 上 的 内 射影 ，a.E WT 称 a 为 a 在 
WW 上 的 外 射影 ， 设 za，a，… am 是 丈 的 一 个 标准 正 变 基 底 ， 证 明 
& 在 到 上 的 内 射影 为 
(a a) a + Ca Go 十 + (a On) ns 
10, 证 明 ， 向 量 BEW 是 欧 氏 室 间 F 中 阅 量 a 在 子 空间 厂 的 
内 射影 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 《€ WW， 
ix- 用 < le- 司 . 
11， 设 人 4 是 正 变 变换 c 在 标准 正 交 基底 上 的 表示 撼 降 ， 且 14 
= 一 1， 则 一定 以 -1 为 特征 根 ， 
$59 


12， 设 wu，a，…，er 和 训 ，P，…，B, 是 欧 氏 空间 上 的 两 
组 标准 正 交 基底 ， 如 困 玉 的 一 个 正 交 变换 rf 使 得 
tT (a) = 各 
那么 
Lir(la), TlaD), 1, Te) = LB PB -… Py. 
13, 设 o 是 欧 氏 空间 的 一 个 线性 变换 ， 如 果 在 某 一 个 标 谁 正 
痰 基底 上 的 表示 姑 阵 是 反对 称 和 矩阵 ， 则 称 so 是 反对 称 变换 。 证 出 ， 
1) go 是 反对 称 变 换 的 充分 必要 条 他 是 
(qa), P= — (a, oF)) 
2 ) WV| 是 反对 称 变换 ea 的 不 变 子 室 间 ， 贴 丈 也 是 o 的 不 
变 子 空间 ， 
14。 1) 设 a，8 是 欧 氏 空间 的 两 个 不 同 的 单位 向 量 ， 证 明 
存在 一 个 镜面 反射 m 使 得 
Ga) =p 
2 ) 证 明 ,， zr 维 欧 氏 空 间 7 中 任 一 正 交 变换 a 都 可 中 成 一 系列 
镜面 反射 的 滋 积 ， 
15。 说 Ga am 和 册 ， 凡 ，…， 有 是 # 维 欧 氏 空间 矿 
的 两 组 问 基 ， 证 明 存 在 一 个 正 交 变换 so 使 得 


TR) = Bi 
的 充分 必要 条 件 是 
《区 i 一 (RH,;, Bi). 
16. 设 
A A i 
A= Hi Has Aan 
dn] dn ”i 


是 实 # 阶 方 阵 ， 和 证 明 线 性 方程 组 
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1 51 1 
A|* | “ (1) 


< 
有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 器 量 B= (8 2 2 8 ED" 与 齐 次 线性 
方程 组 
| 
才 | = 0 《2 》 
用 站 
的 解 空 间 正 交 ， 
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第 七 章 ”集合 与 映射 


[内 容 提 机 


结合 前 几 章 的 内 容 ， 本 章 首 先 关 述 了 高 等 代数 的 一 些 特点 ， 科 
们 主要 体 册 了 高 等 代数 讨论 问题 的 方法 论 方 面 的 符 征 ， 

本 章 讲 三 个 主要 问题 ， 上 映射、 代数 运算 、 集 的 分 解 。 而 映射 是 
基本 的 核心 概念 ， 对 理解 全 章 内 容 有 决定 性 的 作用 ， 

分 类 的 概念 对 高 等 代数 来 说 ， 应 该 放 在 突 时 的 重要 位 置 上 ， 尤 
其 是 在 以 下 几 章 的 讨论 中 , 是 不 可 缺少 的 . 它 既 是 解决 问题 的 方法 ， 
又 体现 了 讨论 间 题 的 一 种 基本 观念 ， 

整 章 是 以 下 各 章 的 基础 ， 篇 幅 不 多 窒 念 不 少 ， 而 器 大 部 分 基本 
概念 都 有 慨 括 性 、 灵 活性 和 抽象 性 等 特点 。 因 此 ， 对 于 理解 、 把 握 
这 些 概念 并 能 初步 运用 它们 是 有 一 定 难度 的 。 这 就 要 求 读者 子 以 到 
当 的 注意 ， 尽 可 能 把 本 春 学 习 得 具体 些 、 灵 活 些 ， 为 以 下 几 章 的 学 
习 做 好 必要 的 准备 ， 熟 悉 掌 握 一 批 怡 当 的 例题 是 学 好 本 章 的 非常 重 
要 的 手段 ， 

本 章 的 主要 概念 起 

积 集 ; 

陕 射 、 单 映射 、 满 映射 、 单 满 路 射 “一 一 对 应 ) 、 道 映射 ， 

恋 和 次、 单 变换 、 满 变换 、 单 满 变换 (一 一 变换 ) 、 道 变换 ， 

代数 运算 ， 

集合 的 子 集 分 解 (分 类 ) 、 关 系 、 等 价 关 系 。 

本 章 的 主要 结果 是 ， 
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关于 结合 律 、 交 换 律 ， 分 配 律 的 三 个 他 题 ; 
分 类 与 等 价 关 芭 之 问 的 联系 ($4 定理 ) 、 分 类 与 映射 之 间 的 联 
条 ($4 命题 ) ， 
本 隙 的 主要 方法 是 ， 
1， 在 两 个 集合 之 闻 给 出 肌 射 ， 
2 .建立 已 数 运 算 ; 
3， 给 集合 做 成 分 类 ; 
4， 和 混合 上 建立 关系 、 等 价 基 系 。 
记过 这 一 章 的 学 习 ， 要 求 读者 ; 
、 领 会 高 等 代数 讨论 问题 的 主要 特点 ; 
， 记 住 并 集 、 交 集 、 差 集 、 补 集 、 积 集 、 厌 集 这 些 概 念 ; 
， 理 解 映射 的 一 般 概念 ， 掌 握 一 些 基本 例 寺 -， 
理解 代数 运算 的 一 般 概念 ， 掌 氛 一 些 共 本 例子 ， 
， 理 解 分 类 的 一 般 概念 ， 掌 握 一 些 基本 例子 ; . 
- 理解 等 价 关 系 的 一 般 概念 ， 掌 握 一 些 基 本 例子 : 
， 掌握 分 类 与 等 价 关 系 之 癌 的 联系 ,并 能 用 来 说 明 某 些 问题 
83， 能 够 运用 映 财 、 分 类 、 等 价 关 系 的 一 般 概 念 分 析 、 解 释 一 
定 的 问题 ， . 


3 


[内 容 分 析 3 
1 集 合 


衬 节 内 容 比 较 篇 单 ， 主 要 是 在 已 知 集 合 、 子 集 、 空 集 等 概念 的 
基础 上 ， 进 而 介绍 了 并 集 、 交 集 、 差 集 、 补 集 、 积 集 、 香 集 这 些 概 
您 ,所 有 这 些 概念 都 是 容易 掌握 的 ， 其 中 并 集 和 交集 比较 常用 . 积 集 
的 概念 是 相当 重要 的 ， 也 常用 到 。 特 别 是 让 一 点 须要 明确 和 的 ， 即 在 
各 集 A4x 4 中 ， 当 4 才 时 ，{4,5) 与 人 加 是 不 同 的 两 个 元 素 ， 
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其 中 GE 4， 诚然 ， 这 对 我 们 是 时 有 记 知 的 ， 

关于 知 集 ， 我 们 已 经 知道 ， 对 于 含有 # 个 元 素 的 集 台 妃 ， 挫 秋 
集 了 (A) 愉 好 含有 2” 个 元 素 ， 即 共有 2” 个 村 集 ， 换 条 话说 就 
是 ， 售 x 个 元 素 的 集合 4 的 容 集 P LA》 的 元 素 个 数 为 2 的 zs 次 粤 : 
2”， 这 似乎 是 称 P54)》 为 的 守 集 的 一 种 背景。 

我 们 只 规定 了 有 限 个 集合 的 并 集 、 交 集 的 概念 。 完 全 类 似 地 ， 


可 以 定义 任意 一 些 集 合 的 并 集 和 交集 ， 
设 WW = {4,, 二 }， 其 中 4， 二 机 人 则 古 任 意 的 人 混合， 


于 是 可 以 确定 以 十 斌 个 集合 ，; 
5 = {x%| 有 某 一 4,EW， 使 x& A4,), 
T={x YW AEW, xE 4 
称 集 合 4 汶 4， 4,, ” 的 并 集 ， T 汶 A A 的 交集 ， 分 
别 记 作 
2 A A T= dw 
例如 Do = 《Go xyE D} 可 以 看 做 平面 上 一 切 点 的 集合 . 
考虑 D3 如 下 的 子 集 ， 
f= {x a xwEDY, YaED, 
这 个 就 是 平面 上 的 一 条 水 平 直线 ， 于 是 
Ui=D™, Ni =. 
再 好， 考 赎 一 元 多 项 式 的 集合 FLx]， 及 其 如 下 的 子 集 ， 
d,; = 人 六 >) 所 ECx 了 (> a tax+t 十 dX te 0 }). 
这 里 ，4d: 就 是 一 切 次 数 小 于 i 的 多 项 式 组 成 的 闻 集 ， 于 是 
Ui = PCx] ~ {0), i di= 由。 
如 果 考虑 差 集 i, d 即 次 数 等 于 7 的 一 切 多 项 式 的 子 集 ， 则 有 
局 ceil dn) = 上 [fx -- 上 ， dn di) 二 站。 
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32 映 射 


映射 概念 的 重要 性 已 一 再 强调 过 了 ， 这 里 不 再 重复 。 

学 习 本 节 (以 下 两 节 也 如 此 ) 应 着 重 解决 西方 面 的 问题 。 一方 
面 是 理解 好 概念 , 另 一 方面 是 掌握 好 例子 , 而 且 二 者 是 互 为 因果 的 。 

大 于 概念 ， 首 先是 注意 准确 性 ， 由 于 每 一 概念 都 有 自身 的 特殊 
规定 性 ， 因 此 我 们 对 于 每 一 概念 的 内 容 必 须 有 十 分 准确 的 认识 ， 不 
可 做 是 而 非 ， 更 不 容许 有 丝 王 的 误解 。 其 人 次， 注意 把 不 同 的 概念 之 
间 的 差异 区 分 清楚 ， 本 节 的 概念 较 多 ， 有 些 概念 的 含义 又 相当 接 
近 . 这样 就 要 求 读者 把 那些 含义 柑 近 的 概念 之 问 的 异同 明确 起 来 ， 
划 清 界限 以 免 混同， 

汪 提 一 批发 当 的 例子 是 学 好 本 章 ， 木 仅 是 本 节 ， 的 必要 手段 。 
因为 -方面 必须 把 那些 相当 概括 而 又 比较 抽象 的 服 念 落实 为 具体 的 
例 本 ， 另 一 方面 也 须要 通过 适当 的 例子 来 说 明 一 些 概念 的 内 容 及 值 
得 注意 的 地 方 。 同 时 也 是 为 了 检验 我 们 对 于 概念 的 理解 是 否 准 确 、 
完整 、 远 彻 、 灵 活 ， 

变换 一 一 集合 4 到 自身 的 喘 射 ， 是 个 非常 重要 的 概念 ， 在 以 下 
几 章 里 郁 要 用 到 它 ， 而 且 专 有 一 章 集中 讨论 变换 的 问题 ， 

在 内 容 提要 部 分 ， 我 们 提出 过 这 样 的 要 求 ， 理解 映射 (变换 ) 
的 一 般 概 念 ， 并 能 对 给 定 的 集合 才 与 也 建立 它们 之 间 的 某 些 观 射 。 
解决 好 这 个 问题 ， 关 键 在 于 我 们 对 已 给 的 集合 4 与 了 的 了 解 如 何 ， 
其 实 ， 在 4 与 也 之 间 建 立 这 伴 或 那样 的 映射 ， 不 外 都 是 反映 我 们 对 
所 与 BB 之 间 的 关系 的 一 些 认识 。 完 全 可 以 这 样 说 ， 对 4 与 B 之 间 的 
关系 有 霸 样 的 认识 就 能 建立 起 4 与 了 之 问 的 怎样 的 映射 。 傅 如 ， 已 
知 刘 ,(D) 与 DD 这 样 两 个 集合 。 所 谓 建立 从 对 :(D) 到 局 的 映射 ， 其 
实 就 是 使 二 阶 方 阵 与 实数 之 间 建 立 起 某 种 联系 。 因 站 ,一般 来 说 

客 企 取决 于 我 们 对 于 一 阶 方 阵 与 实数 之 间 的 关系 有 怎样 的 认识 . 
如 峻 我 们 一 点 不 了 解 二 阶 方 阵 与 实数 之 间 有 何 联 系 ， 那 么 我 们 根本 
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没有 办 法 给 出 型 :(D) 与 忆 的 肌 射 ， 玻 然 ， 我 们 玫 已 知道 ， 二 航 方 
阵 与 数 不 人 长 有 联系 ， 而 且 有 许 光 密切 的 有 意义 的 车 葛 联 系 。 如 每 个 
二 阶 方 陡 痢 布 行 到 式 ， 其 值 就 是 一 中 的 一 个 确定 的 数 。 再 如 ， 每 个 
二 盘 方 阵 部 有 秩 ， 这 也 是 只 中 的 一 个 确定 的 数 ， 这 样 ， 我 们 相应 的 
有 两 种 反映 这 种 联系 的 肌 射 ， 

9 a) |—det a), 

Pi: (A) I—>rank Ca)?), 
由 于 目前 我 们 还 没 认识 到 二 阶 方 阵 与 实数 之 间 另 外 的 比较 有 意义 的 
联系 ， 因 此 ， 也 就 不 能 再 纵 出 刘 :CD》 与 DD 的 比较 有 意义 的 爱 射 ， 
不 过 退 一 步 来 说 ， 要 想 绽 出 出 ,(D) 与 DD 的 一 般 的 映射 ， 局 并 不 团 
难 。 比 如， 规则 

:Ca |—34, 
即 规则 把 二 阶 方 阵 (4;;) 射 成 它 的 左上 角 的 那个 元 素 sj。 显然 这 
个 规则 y 是 从 as(PD) 到 DD 的 一 个 映射 ， 而且 是 满 上 映射， 但 不 是 单 
跌 血 ， 

我 们 应 当 提 出 ， 这 个 映射 说 明了 刘 ,(D) 与 DD 之 闻 的 什么 问 

题 、 体 更 善 什么 联系 ? 当然 ， 我 们 不 能 说 映射 4 不 说明 任 何 问题 ， 
也 没 体 现任 何 联 系 。 不 过 应 该 承认 ， 野 射 $$ 仅仅 说 明了 这 样 的 问题 
和 联系 。 每 一 二 稚 方 阵 《ai 的 元 素 都 是 DD 中 的 一 个 确定 的 数 、。DD 
中 的 任何 -- 个 数 部 能 够 做 为 某 一 二 阶 方 阵 aii) 左上 角 的 元 素 、 但 
古 不 同 的 两 个 二 阶 方 几 左上 和 角 的 元 素 可 能 相同 ， 诚 然 ，4% 所 说 明 的 
这 种 联系 是 平凡 的 不 足 道 的 。 但 是 ， 它 毕竟 还 是 说 明了 一 定 的 、 实 
在 的 问题 和 联系 。 可 是 让 我 们 再 指出 以 下 的 ， 也 不 宜 忽 视 的 情况 。 
我 们 给 出 一 个 规则 如 下 ; 

p: Can) | 一 一 >， 
不 能 不 承认 ， 规 则 9 是 旭 :(D) 与 忆 的 一 个 映射 ， 它 把 每 一 个 二 阶 
方 阵 都 射 成 1 ， 试 问 ， 上 映射 8 说 明 什 么 问题 ， 又 体现 什么 联系 昵 ? 
很 蕉 答 ， 也 实在 说 不 清楚 ， 关 为 没 法 和解 各 ， 为 什么 每 一 个 二 阶 方 阵 
部 与 工 有 必然 的 联系 。 半 此 我 们 应 当 这 样 看 ， 从 数学 的 章 六 上 说 ， 
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我 们 不 否认 9 征 映 射 ， 但 是 它 说 明 什 么 问题 ， 体 现 什 么 联系 ， 与 我 
们 对 于 所 论 问题 认识 的 深度 与 广度 有 关系 ， 问 时 也 依赖 于 讨论 问题 
的 背 孙 ， 


$3 代数 运算 


代数 运算 的 概念 是 清楚 的 ， 没 什么 费解 之 寻 ， 具 是 有 一 点 明确 
一 下 为 好 ， 即 ， 所 说 集 A4 的 运算 就 是 4x A 到 4 的 映射。 因此， 如 
有 果 a,8EA 但 a 了 BB， 那么 (a, 四 与 (3,a) 部 起 有 4x 4 的 元 素 ， 但 
它们 是 不 同 的 东 个 元 素 ， 吕 (4, 站 才 人 8,2)， 从 而 在 Ax A 到 A 的 
帕 射 p 之 下 的 得 不 必 相 同 。 换 和 外 话说 就 是 ，y (a, 好 ) =g (C5, 有 )) 即 
<a98 = bpa 不 一 定 成 立 。 只 有 y 满 足 交 换 律 时 才 有 对 任意 的 a, 5E 4， 
A498 一 goa 上 成立， 

关于 结合 律 、 交 揽 律 、 分 配 律 有 相应 的 三 个 命题 ， 它 们 的 证 明 
方法 部 是 很 明白 的 。 只 是 在 推导 的 过 程 中 应 当 弄 清 想 每 一 个 步 又 的 
依据 ， 

玉 面 我 们 把 关于 结合 律 的 命题 1 的 证 明 中 的 推导 过 程 重 写 于 
下 ， 把 每 一 步骤 的 依据 用 插 号 标注 于 后 ， 

ntat Da) = rtad da Or ta OO0a) 【了 两 得 一 个 ) 

= 0 0 man 0a) 0a) (归纳 假设 ) 
= (nfl0 Oa 0nd0. .00,1)) 0z。 《结合 笠 ) 
= a0 04) 0a, {归纳 假设 ) 
= (C0a) 0a0)…)04s.1)0a，。 (归纳 想 设 ) 

再 强调 一 下 :代数 运 算是 一 个 非常 一 般 的 概念 。 它 来 源 于 数 的 
四 则 运算 ， 伍 切 不 可 与 数 的 四 则 运算 等 局 起 来 。 宴 实 上 ， 凡 是 “两 
得 一 个 ”的 方法 都 是 代数 运算 ， 这 在 正文 中 已 有 所 论述 ， 此 处 就 不 
再 多 说 什么 ， 

下 面 我 们 举 一 个 重要 的 例子 。 

芭 人 了 8 《 为 任意 三 个 非 空 集合 ， 用 五 (4,B) 家 示 从 4 到 也 
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的 一 切 映射 的 集合 。 同 样 地 ， 用 万 (B,C7， 互 (4c) 分 别 表 未 从 也 
到 万 的 一 切 映 射 的 集合 与 从 4 到 的 一 惹 上 映射 的 集合 ， 
任 取 EH(B,C)，ywEHCA,B}， 于 是 对 任 一 元 素 sE 4， 痢 

有 

单 ，2 | 一 pi EB, j va) I——¢ 090) EC, 
如 果 规 定 

pp a a)), 
那么 这 个 规则 地, yp) 就 是 从 本 到 C 的 一 个 映射 ， 即 ($9) EH C4 
C)。 我 们 把 4 到 忆 的 这 个 上 映射 吊 敌 5 与 9 的 合成 ， 记 作 ， ( 风 风 
= Vp， 即 

(pe) bay =p nta), WaEA, 
用 上 述 的 “合成 方法 ”， 从 任意 一 个 EH(B,C》 和 任意 一 个 9E 
是 LA, B) 都 能 得 到 一 个 映射 gr EE 日 CA, Cy)， 这 样 ， 规 则 

0 ,ppp 
厌 是 瑞 (B,C) x 呈 (4 了 到 五 (4C) 的 一 个 映射 ， 亦 即 五 (BC) 
村 了 (4 助 到 日 (4A,C) 的 一 个 代数 运算 。 象 这 样 把 两 个 映射 合 
成 一 个 映射 的 方法 ， 通 常 就 叫做 上 映射 的 羔 法 ， 合 成 的 觅 射 ge 叫做 
多 与 z 的 积 ， 

特别 重要 的 是 4= B=C 的 苦 殊 情形 。 这 时 所 有 的 鼎 射 vy， 

J 全 和 部 是 集合 A 的 变 措 。 比 如 取 4=D。 于 是 电 (D,D) 就 是 以 实数 
集 品 为 定义 域 的 -- 切 函数 的 集合 。 任 取 fg8 EH(D,D)， 则 有 

(f8) {%) = 8 x)), Wx ED, 
因此 ， 这 时 所 说 的 了 与 & 的 合成 函数 fs， 正 是 通常 的 了 与 4 前 
复合 也 数 。 所 以 ， 一 般 的 变换 合成 或 变换 乘法 就 是 通常 复合 函数 概 
您 的 推广 。 


$4 集合 的 子 集 分 解 
学 习 本 节 应 当 注 意 以 下 册 个 问题 ， 
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2. 散 成 分 类 的 一 般 方法 ; 
3. 分 类 、 等 价 关系 的 例子 ; 
+， 用 分 类 的 观念 说 明 一 些 且 体 问题 。 

第 一 点 是 徐 单 的 。 因 为 分 类 的 定义 本 壬 并 不 复杂 ， 而 旦 有 很 大 
的 直观 性 . 

第 二 点 所 说 分 类 的 一 般 方 法 就 是 利 由 等 价 关 系 进 行 分 类 的 方 
法 ， 稀 价 关 系 是 数学 中 极其 广泛 的 概念 ， 有 很 火 的 概 揪 性， 是 相当 
重要 的 一 种 数学 观念 。 再 有 ， 等 价 关 系 的 定义 本 身 也 是 比较 复杂 
均 。 我 们 认为 ， 说 明 等 价 关系 与 分 类 之 间 的 联系 的 本 节 定 理 是 掌握 
等 价 关 系 的 实质 的 重要 线索 ， 同 时 ， 对 数学 中 “等 价 ” 的 含义 必须 
从 数学 的 角度 领会 它 的 具体 的 针对 性 ， 即 每 一 具体 条 件 下 的 “等 
做 ” 都 有 它 员 体 的 特殊 的 含义 ， 以 免 笔 统 的 空 润 的 “理解 . 

例如 ， 对 于 整数 的 整除 问题 ， 把 互相 整除 的 整数 叫做 是 等 价 
的 ， 因 为 二 者 在 整除 的 问题 中 有 着 完全 相 辣 的 作用 ， 

对 于 多项式 的 整除 问题 ， 也 是 把 互相 整除 的 多 项 式 叫做 是 等 价 
的 ， 因 为 二 者 在 整除 的 问题 中 育 着 完全 相间 的 作用 ， 

在 线性 方程 组 的 问题 中 ， 把 同 解 的 线性 方程 组 纠 做 是 等 价 的 ， 
因为 二 者 在 求解 的 问题 中 有 着 完全 相间 的 作用 . 

对 于 用 分 离 系 数 法 解 线性 方程 组 的 问题 ， 把 行 相抵 的 施 阵 叫做 
是 等 价 的 ， 因 为 二 者 在 线性 方程 组 的 求解 问题 中 有 着 完全 相同 的 作 
用 

对 # 维 启 盘 的 线性 关系 问题 ， 把 能 互相 线性 表示 的 向 量 组 叫做 
是 等 价 的 ， 因 为 二 者 在 向 量 的 线性 穴 示 的 问题 中 育 着 完全 相同 的 作 
用 ， 

对 矩阵 的 秩 数 问题 ， 拒 相抵 矩阵 叫做 是 等 价 的 ， 因 为 二 者 在 求 
秩 的 问题 中 有 着 完全 相间 的 作用 ， 

竺 握 一 批 怡 当 的 例子 ， 这 对 具体 理解 分 类 、 等 价 关系 的 机 念 条 
方法 ， 询 颖 是 十 分 恒 要 的 ， 正 文中 的 例子 已 经 比较 充分 ， 应 当 首先 
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部 和 芒 这 些 例 于。 

用 分 类 或 等 价 关 系 的 方法 说 明 某 些 问题 ， 关 键 在 于 对 所 讨论 的 
对 象 有 某 种 规律 性 的 认识 ， 不 然 ， 分 类 就 无 所 依据 和 无 的 放 矢 ， 或 
者 说 无 从 发 现 应 把 什么 关系 视 为 等 价 ， 


[例题 选 解 - 


例 1 证明， CA 了 UC(B- A)= (AUB)- (AND. 
证 遇 人 xECtA4A- 访 UU (BB- 沙 ， 则 有 xEA-B 或 x€E8- A 


车 xEA-B,， 有 妈 xEA 但 wxEB， 从 而 xEAWB，xEEANB, 记 
以 wxECAUB) -AN 门 B) 。 类 伏地 ， 若 x*EB-A,， 即 xEB 得 
x Ed 从 而 x*EAUB, xEANB, 所 以 wxECAUBD- (AND, 
这 就 得 出 C4-BU(B- AYCCAUBD- (ANB), 

另 一 方面 ， 设 xE (AUB) - (CAN 及 ， 则 有 xEAUB 但 


x EANB, 从 而 xE4 或 wE3 但 xE4nB。 亦 即 
xcE4 但 xE4hnB 或 xcE3 人 xxE4dmnB 
然而 xEA，xE€ANB 就 是 xE4 但 xEB 即 xE4-8B 同 理 ， 


xEB xEANB 就 是 xE8B8 但 wxEA 即 xwEB-A， 这 样 就 得 xE 
性 -上 或 xEB~A， 亦 即 xE(A4- 有 DU 0B- 从 而 (AUB) 
~ {4BCC(A-BU(B- A)Y， 总 之 则 得 

A- BUGB- A}= (AUB)- (AND. 

例 2 令 5 表示 1 2，…， # 这 # 个 数码 的 一 切 全 排列 组 成 的 
集合 。 考 虑 3。 到 整数 集 Z 的 映射 。 为 了 建立 5 与 Z 之 间 的 映射 ， 
战 是 要 指出 “元 排列 与 整数 之 癌 的 基 种 联系 。 这 是 可 能 办 到 的 ， 因 
为 我 们 已 经 了 解 每 一 # 元 排列 都 与 一 个 确定 的 非 负 整数 有 关系 ， 妈 
饭 的 反 序 数 ， 这 样 ， 把 ?元 排列 与 其 反 序 数 之 间 的 联系 表达 出 来 就 
给 出 一 个 从 3。 到 2Z 的 上 映射。 具体 的 规则 为 
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ps 站 | 一 > 
显然 ，g 既 丰 是 单 上 映射 也 不 是 洪 映 射 ， 
团 上 映射 pg 给 4。 带 来 一 个 分 类 ， 即 
1 fa Fy 与 1 fi jn 分 在 一 类 当 且 仅 当 
Ti 
搞 句 话说 怠 是 ， 如 孙 丰产 和 和 与 三 六 …… 态 的 反 序 数 相等 ， 那 
各 而 人 太太 就 分 在 一 类 里 ， 否 则 就 不 分 在 一 类 
里 ， 
我 们 以 #=3 为 情 ， 写 出 这 样 的 具体 分 类 。 
$= {123, 132, 213,，231,，312，321}, 
yp: 123 | 一 一 至 站， 
132 |- 一 >1， 
213 | 一 一 >]1， 
231 |—>2, 
312 |—»3, 
321 | 一 一 >3。 
于 是 雇 下 的 由 个 子 集 ， 
A,= {123}, A,= {4132,213}, A,= {231,312}, A,={321) 
就 构成 5; 的 一 个 分 类 3={4,，A,，A,，A,}. 
我 们 知道 ， 在 行列 式 的 理论 中 ， 关 于 排列 ， 需 要 的 仅仅 是 它们 的 坷 
悍 性 ， 反 序数 的 具体 数值 是 不 关 紧要 的 ， 这 个 事实 可 以 通过 以 下 的 
喘 射 得 至 志 达 ， 即 规则 
0 人 果 2 1 下 
如果 2rt Gf … #0)， 
是 5, 到 过 的 一 个 映射 ， 而 这 个 映射 给 5 带 来 的 分 类 就 把 # 元 排 
列 分 成 两 炎 ;， 由 排列 组 成 一 类 ， 奇 排列 组 成 一 类 。 即 
S={B,, By, 
其 中 Bo= {i 2 B= i te 


fs 0" 14) }, 
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例 3 考虑 Fr[x]， 正 整数 集 六 和 非 负 整 数 集 Ni， 我 们 给 出 一 
个 规则 
wp f(x) ldeg ftx), 
即 这 个 规 网 wp 把 f(x) 射 成 它 的 次 数 deg f(x)。 我们 间 ， 把 这 个 
规则 pg 用 于 FC 与 下 整数 集 NN 之 间 时 ， 它 是 不 是 一 个 映射 ? 用 
于 frxJ 与 N, 之 间 双 如何? 
N 是 正 整数 集 , 而 Ftx3 中 有 一 些 儿 项 式 的 次 数 等 于 0 . 这样 
的 儿 项 式 规 则 g 邦 没 能 在 N 中 给 规定 出 这 来 ， 因 此 规则 y 不 是 FCx] 
写 竺 之 间 的 映射 。 非 负 整 数 集 N, 中 含有 0 ， 这 样 ， 把 规则 2 几 于 
FLxJ 与 N, 之 间 时 ， 对 于 Frx] 中 每 一 零 次 多 项 式 ， 规 则 w 把 
它们 部 射 成 N。 中 的 0 ， 即 在 p 之 下 ， 零 次 多 项 式 在 N， 中 都 有 
和 家。 尽管 如 此 ， 规 则 2 还 不 是 从 FEx] 到 N， 的 上 映 射 。 这 是 因为 
Fcx] 中 有 一 个 特 吻 的 没有 次 数 的 多 项 式 ， 即 军 多 项 式 0 ， 对 于 这 
个 没有 次 数 的 多 项 式 来 说 ， 规 则 9 当然 不 可 能 给 它 规定 出 象 来 。 即 
规则 yg 不 是 对 Frx] 中 每 一 个 元 素 都 起 作用 。 所 以 规则 w 也 不 是 
Ce 与 N, 之 间 的 狗 射 ， 
次 数 是 多 项 式 的 一 个 很 重要 的 特征 。 仅 仅 因为 这 一 个 特殊 的 没 
有 次 数 的 零 多 项 式 ， 在 考虑 多 项 式 与 其 次 数 的 联系 有 时， 显得 不 无 方 
便 ， 于 是 ， 和 如 能 给 零 多 项 式 安排 一 个 怡 当 移 “次 数 ” 是 有 意义 的 、 
出 是 这 种 考虑 ， 根 据 经 验 把 零 多 项 式 的 次 数 记 作 - oo， 并 且 规 定 对 
任意 非 负 整数 *， 都 有 
一 co 忆 为 
Tt#=3t (m00, 一 Co 二 【 一 ooy = ~ oo ， 
在 这 样 的 安排 下 ， 把 苦 号 - ce 放 到 N， 里 夫 ， 即 令 
N={-c0, ,1,2,3, -…}. 
于 是 ， 把 规则 gg 用 于 FFx] 与 N, 之 间 时 ， 它 就 基 从 Fr 到 NN 汐 
一 个 吹 射 ， 而 县 是 满 映 射 ， 这 时 当然 有 yg (0) = - oo. 
我 们 说 ， 给 零 多 项 式 如 上 那样 安排 的 次 数 是 份 当 的 、 合理 前. 
因为 关于 次 数 的 两 条 重要 性 质 ， 在 这 样 的 安排 下 仍然 成 立 ， 本 
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deg(f (x) + g(x < maxtdegf (rx), depr (x)), 
deg{f (x) gx) = degf tx) + dtpgg (x). 
这 个 上 映射 给 Er] 带 采 的 分 类 是 ; 
fx) 与 Ex) 分 在 一 类 当 且 仅 当 deg f(x) = deg&8 (x)。 换 条 
话说 就 是 ， 如 果 f(*) 与 8 的 次 数 相 同 ， 那 么 f(x) 与 &(x) 就 
分 在 一 业 时 ， 否 则 就 不 分 在 一 类 里 ， 这 个 分 类 就 是 84 例 4 中 的 分 
类 ， 
EZ=tt04, dy dy ds i}, 
如 果 按 照 符号 ， 4d;= {f(x)| degA = 站 的 写法 ， 零 多 项 式 组 成 
的 类 {0 /就 可 以 写成 4_-- = {人 ), 这样 就 是 2= (id 
这 个 分 类 所 类 定 的 等 价 关 系 一 是 ， 
J (x) ~8 (x) 当 且 仅 当 fx) 与 8 (x) 分 在 一 类 里 。 换 个 说 法 就 
是 ， 
jCX) 一 8 (Xx) 当 且 仅 当 degf (x) = degg (x)， 
Tix] 有 一 个 熟知 的 等 价 关 系 ， 即 互相 整除 关系 。 显 然 ， 互 相 
整除 的 两 个 多 项 式 它们 的 次 数 必 相等 ， 但 反之 则 未 必 对 。 这 说 明 次 
数 相等 的 关系 上 与 互相 整除 的 关系 不 完全 一 致 


例 4 4 为 # 元 排列 的 集合 。 我 们 回忆 一 下 排列 的 对 换 的 往 

您 ， 即 ， 对 换 就 是 开 换 -~ 个 排列 中 某 两 个 数码 的 位 置 的 一 种 方法 。 
它 把 每 一 个 # 元 排列 变 成 男 一 个 确定 的 # 元 排列 。 为 了 行文 方便 ， 
我 们 约 窍 ， 如 二 排列 去 二 启 经 过 一 次 对 换 (1, 记 之 后 得 到 的 
排列 为 疡 六 jw， 那么 就 记 作 让 和 = 训 呈 jn， 比如 

3142 9 = 4132, 12346"'2 = 15342. 
这 样 ， 如 果 把 对 换 C3, 做 为 一 个 规则 ， 即 

CG DR Bo je fo 
那么 G3, 四 就 是 53; 的 一 个 变换 ，。 容 易 看 出 ，(s, 性 是 5, 的 单 济 变 
换 ， 踊 一 一 变换 ， 从 而 (5, 和 有 道 变 换 ， 并 且 《9 力 的 道 恋 换 就 是 
(s, 所 本 对 。 
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例 5 考 忠 实数 集 D， 给 出 以 下 两 条 规则 ， 

op 《2 6) [I—>max (a, 0), 

Oe 40) |—min (a, 6). 
此 处 的 规则 yg， 就 是 把 (a,5) 射 丰 a 与 5 中 较 大 的 数 ; 而 规划 
Pp 把 (4, 名 射 成 a 与 了 中 较 小 的 数 。 泪 如 

PLC TI) = p17 :: max (2,7) = 了 ， 

pitt— 5,0) = —- 590=max(— 5,0 =0, 

Plt 2 —2)) = 20-—-2) = max(-2,—2)= ~2, 

prt2 7 = p77 = min ‘(2,7) = 32, 

pet- 60 = -Bod0=min(—-5,0 = -5, 

Gel- 2 0) = 2p =min(-2, -= -2, 
显然 ，#, 与 y: 都 是 实数 集 了 的 代数 运算 ， 我 们 容易 指出 ，g, 与 
入 部 满足 结合 律 同 时 也 都 满足 交换 律 。 事 实 上 ,Ye 5，c ED, 则 有 

ap pe = maxta Bb) pe = max (max ta, tc) 

=InNaX {4g, $, 0), 
Ap dp) =ap, max b,c) = max ta, max ty,e)) 
= (4, Bb, 0), 

所 其 

(apd ge = ap, (Boe), 
类 似 地 ， 可 得 (ap,b) pe = agp, (pee). 


交换 人 律 是 日 明 的 , 
上 面 证 明 这 两 个 和 运算 之 间 也 适合 分 配 律 ， 即 有 
a (bpse) = {aps) Pa CAP.e) 《 二) 
a (bp) 二 (agpd) oo, {apt) (2) 


我 们 分 几 种 情形 验证 ‘1》 式 成 立 。 
1) 当 ab 了 时， 有 
api (bp) = ap bd = b, (apd) oy, Cape) = bp = 6, 
所 以 ep (bec) = (apib) gelape), 
2) 当 beare 时 ， 有 
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8 人 1 (bo,0) = ave = a, 《Go 人 pt (apt) = ap A 
WB a Gp2c} = (ap db) pape), 
3)》 当 sceSa 时 ， 有 
ap (Gp) = apd =a, (aptd)} oane) = apd= a, 
所 ep Cpe) = (ap op (apne). 
对 于 4 和 ec ? 才 4 i 雪 bba 这 二 种 情形 ， 利 用 交换 律 可 以 相 
应 则 归 为 以 上 三 种 情形 ， 这 就 证 明了 ， 圣 于 任意 的 4， 5,，sE€D， 
《1) 式 成 立 . 
完全 类 似 地 ， 可 证 (2 ) 式 成 立 ， 


例 6 导出 肌 射 
设 gy 是 从 4 到 B 的 映射 。5 是 二 的 一 个 非 空子 集 。 于 是 如 果 仅 
仅 考 虑 2 在 子 集 4 上 的 作用 ， 那 么 规则 9 自然 也 是 从 5 到 B 的 映 
射 ， 
ip 一 > 也 
我 们 称 3 的 这 个 映射 为 9 在 4 上 的 导出 瞻 射 ， 记 作 ?| ;。。 特 草地 ， 
当 4= 了 时 ， 妇 果子 集 了 具有 性 质 ， WxE5， yp (x) E3， 简 记 作 
ptj) 三 3， 那 么 p 作用 在 了 上 时 ， 就 是 了 的 一 个 变换 ， 称 其 为 p 在 
4 上 上 的 导出 变换 ， 
比如 ， 整 数 集 “到 非 负 整数 集 N, 的 野 射 
Fp: #1—> al 
在 N, 上 的 导 卡 贞 射 交 


g| x 皖 | 一 一 | 两 | = 六， YE 


而 且 这 个 导出 映射 是 N。 的 单 满 映射 
再 如 ， 再,(D) 到 B= {0,1,2》 的 映射 
P: an |—?rank Cas) 
在 于 集 Ji = ft det (ai?) 关 人 上 的 导出 映射 为 
| 3 (on) I-—2, YY (ays) ES, 
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在 了 集 5.={(09) (1 0) ( )] 上 的 导 岂 映射 为 


gl 5S: C ) |- 一 >0， (， 1 一 1， (， ) 一 >2， 


显然 ， 吕 由 是 9 与 了 之 间 的 单 满 映射 ， 即 一 一 胰 射 。 

到 好 ，DCLxJ 的 变换 

gp fx) I— (x) 

在 子 介 Dcx3Y = {f(x)| deg 站 (62) <x 上 订 以 导出 一 个 变换 。 因为 
对 性- f(x) ED Lx of (0)) = x) 在 了 DCx]。 

又 如 ， 章 afF) 的 任 一 初等 变换 都 不 变 矩 阵 的 秩 。 从 而 每 一 
个 万 等 变换 ， 了 Pi 人 (iD，PiifE) Ct) ， 都 在 了 集 d= (tain)| rank 
(zi 三 +} 上 导出 一 个 变换 . 
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第 八 章 ”和 矩阵 的 运算 


[内 容 提 要 ] 


这 一 章 主要 讲 氟 阵 的 三 种 运算 ， 重 点 国 绕 年 阵 乘法 和 运算 而 展开 
的 .在 第 一 站 讲 了 和 惠 阵 的 加 法 ， 倍 数 乘法 和 乘法 运算 及 其 性 质 之 
后 ; 在 第 二 节 从 和 宇 阵 弱 法 出 发 引进 了 可 道生 阵 的 慨 念 ， 给 出 了 可 道 
下 上阵 汐 判 列 法 与 道 矩 中 的 求法 :在 第 三 节 引 进 了 特殊 的 可 著 惩 阵 
一 一 初 尘 定 阵 ， 通 过 初 千 算 阵 当初 等 变换 之 关系 的 讨论 ， 给 出 了 可 
闭 矩 阵 与 初等 矩阵 之 关系 以 及 证 明了 乘积 阵 的 行列 式 驹 于 各 因子 的 
行列 式 之 积 ; 乘积 阵 的 黎 不 超过 每 个 因子 阵 的 黎 : 两 个 矩阵 相抵 的 
充 要 条 件 等 重要 定理 ， 

本 疹 的 主要 概念 是 ， 

抢 阵 的 加 法 、 倍 数 乘 法 及 乘法 运算 的 定义 ， 可 道 符 阵 ， 初 等 柴 
阵 等 概念 。 

本 章 的 主要 结果 是 ， 

1 矩阵 的 加法、 倍数 滋 法 及 乘法 运算 的 1) 一 一 11) 条 性 质 . 

2 # 阶 方 阵 如 可 逆 的 充分 必要 条 件 ， 

1) 过 可 道 的 充分 必要 条 件 是 ， 14j 天 市 

2 ) 肌 可 道 的 充分 必要 条 件 是 ， 有 = P，P … P,, 其 中 也 为 初 
等 矩阵 侍 = 1 2 9 


本; 
4=PP Pf 由 
~、 
d 


万 全 


B77 


其 中 P; 都 是 消 法 矩阵 ， 4 天 0 二 工 ， 2 1 =1,2,. ‘9 
妃 可 道 的 充分 必要 公 件 征 ， 


=PP . Pl ~\. 
1 
d 


其 中 Pp, 避 是 消 法 起 阵 ， d= detd, (z=1,°, + D), 
3 要 与 8B 相抵 的 充分 必 变 条件 是 ， 存 企 可 道 矩 阵 了 ，、， 使 


EE 


得 
B=PAS. 

进而 大， rankdi=r 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 可 道 矩 阵 P, 6, 使 

得 | 


f + 个 
A=P! 人 |。 
| 0 | 
~ | 
| 0 ) 


4 detxiB= det,A.detB 

5 rankAAB = rankB， 当 有 4 六 可 道 的 1 
rank ABs<min rank A, rankB). 

本 说 俏 主要 方法 是 ， 

1 关 别 * 阶 方 阵 妈 是 否 可 道 的 方法 主要 有 以 下 三 种 ， 

1》 直接 按 定 义 ， 即 于 是 否 存 * 阶 方 阵 了 3 存在， 使 得 
AB= BA=]1,; 

2 ) 看 妃 的 行列 式 detA 是 哲 为 0 

3) 看 才 在 相抵 之 下 的 标准 形 是 否 为 单 亿 下 阵 。 

2 求 可 逆 盾 阵 扫 的 逆 和 矩阵 的 方法 ， 

1》 利用 公式 
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:A A …- 4 1 
A A A A 
其 中 4 为 4= Cai) 中 元 素 a;; 的 代数 全 于 式 } 
2 ) 初等 变 控 求 敢 阵 的 方法 ， 即 
(4 TI, A). 
道 订 这 一 - 章 的 学 习 ， 要 求 读者 
1) 正确 理解 和 掌握 本 章 的 主要 概念 ， 芍 练 而 谁 确 地 进行 矩阵 
〈《 包 自分 顽 阵 ) 的 运算 ， 
2 ) 会 判别 - -个 方 阵 征 否 可 道 ， 并 会 求 道 矩阵 ， 
3) 擎 握 初 等 变换 与 初等 罕 阵 ， 可 道 定 阵 与 初等 扎 阵 之 基 系 。 
4 ) 能 利用 水 章 主 要 结果 论证 有 关 问 题 ， 


[内 容 分 析 ] 


$1 和 珑 阵 的 运算 及 其 性 质 


本 节 韦 要 讲 乞 阵 的 三 种 运算 及 其 性 质 ， 

加 法 运算 及 其 性 质 1) 一 4) ， 局 时 利 扣 加 法 定义 了 减法 ; 售 
数 乘 法 运算 及 其 性 质 5)〉 一 8，》”; 矩阵 乘法 及 共性 质 9) 一 11) 。 
在 此 基础 上 介绍 了 俘 杞 和 矩阵 的 运算 及 转 轩 阵 的 性 质 . 

通过 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读 者 熟练 地 掌握 符 阵 的 三 种 运算 及 其 
性 策 ， 

在 学 习 这 节 时 带 要 注意 的 是 ， 

1)》 对 给 定 的 两 个 第 阵 妇 与 也 ， 存 在 可 不 可 加 ， 可 不 可 乘 的 问 
题 。 只 右 当 妈 的 行 数 与 纪 的 行 数 相等 ， 妇 的 列 数 与 防 的 列 数 也 相等 
才 可 以 相 加 减 : 只 洗 妇 的 列 数 等 于 下 的 行 数 才 可 相 溢 。 
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2 ) 分 挟 囊 阵 的 加 法 与 乘法 也 存在 可 不 可 运算 的 问题 。 只 有 妇 
的 行 数 与 B 的 行 数 相等 ， 有 的 列 数 与 8 的 列 数 州 等 ， 了 同时 有 4 的 分 块 
方法 与 8B 的 分 块 方法 完全 相同 时 才 可 以 相 吉 诚 ， 只 有 万 的 列 数 管 于 
靖 的 行 数 ， 本 芍 列 的 分 法 与 互 的 行 的 分 法 相同 时 才 可 以 机 乘 。 

3) 在 定 阵 这 算 中 ， 有 一 些 数 的 运算 性 质 在 托 阵 中 是 不成立 
的 。 比 如 


4=( 0) 关 0 B= (1 ) 43=( -0 


0 0 
0 GD 


上 一 式 说 明 :， A,B 部 是 非 零 失 阵 ， 但 是 乘积 却 为 零 阵 : 4 为 非 堆 
和 矩阵， 仆 志 的 若干 次 材 等 于 零 阵 ， 还 有 正文 中 已 指出 的 乘法 不 满足 
交换 律 等 ， 所 有 这 些 告诉 我 们 ， 在 数 的 运算 中 成 立 的 性 质 ， 在 矩阵 
中 在 没有 和 证明 成立 之 前 是 木 能 应 用 的 ， 


82 ”可逆 炬 阵 


本 节 让 要 讲 什么 是 可 道 什 阵 ， 邵 何 判 别 一 个 矩阵 是 否 上 可 道 
阵 ， 以 及 如 何 求 一 个 些 阵 的 道 矩 阵 等 三 个 问题 ， 另 外 还 讨论 了 可 道 
第 阵 的 简单 性 质 和 和 矩阵 方程 的 求解 问题 . 

通过 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读者 正确 地 掌握 可 搁 矩阵 的 定义 ， 会 
判别 一 个 算 阵 是 天 为 可 逆 拢 阵 ， 能 够 准确 地 求 一 个 矩阵 的 道 阵 ， 


5 初等 矩阵 


本 节 主 要 讲 三 个 方面 的 问题 ， 

1) 讲 初 等 算 阵 与 初等 变换 之 关系 ， 即 命题 ， 

2 ) 进 可 汀 矩阵 与 初等 短 阵 之 关系 ， 即 定理 1、 定 理 2 及 其 推 
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论 ; 

3 ) 给 出 了 三 个 重要 结论 ， 掉 与 8B 相 的 的 充分 必要 条 件 ， 色 定 
理 3， 碰 积 降 的 行列 滤 等 于 各 因子 阵 行 列 式 之 积 ， 即 定理 4 ; 怀 杭 
阵 的 穆 不 超过 每 个 因子 阵 的 秩 ， 即 定理 5 ， 定 理 6 ， 

上 述 二 个 问题 之 关系 是 ， 由 1) 推出 2》 ， 由 1) ，2) 推出 
3》 。 在 2》 中 给 出 了 一 个 求 道 阵 的 重要 方法 ， 即 初等 变换 法 ， 

通过 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读 者 

1) 掌握 初等 矩阵 与 初等 变换 之 关系 ， 可 道 抢 阵 与 初等 答 阵 之 
关系 ， 

2 ) 会 利用 初等 变换 法 求 道 阵 。 

3a) 会 利用 本 节 的 主要 结论 论证 育 关 问题 ， 


[例题 选 解 7 
例 1 如 果 AB=BA， 则 说 4 与 了 可 交换 。 求 所 有 与 


110 
“(oi 
001 


可 交换 的 矩阵 ， 
解 谈 


3 二 多; 十 中 


多 十 并 .十 多 | 十 多 , 


~ J 如 
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XE 
WA 
4 (: | 
3 


国 此 ， 关 与 了 可 交换 的 充分 必要 条 性 是 


二 


FY = ty 
名 | 十 名， 二 4 十 总， 


2 二 


1 
艺 : 十 名 二 十 所 


-= 


yy 二 区 


| ” 
4 3 二 Py 十 本 
而 这 组 条 件 又 等 价 于 
Nr Ns = 0 
1 = Ss 


J = 名 3 


所 以 与 所 可 交换 的 全 部 矩阵 邦 可 者 成 


| 1 | 
人 
0 0 wl/, 
其 中 xy，% 可 以 取 数 域 了 中 任意 的 数 . 


例 2 设 有 4,B 为 # 阶 方 隆 、 试问 ， 在 什么 条 忻 下 ， 有 
CA+B):= A:+2AB+B: (1) 


成 立 ? 


解 ” 首 先 ， 我们 看 当 《1) 成 立时 4A,B 应 适合 什么 条 件 ， 


为 

(CATBI= (A+BY CA+B) = A:+ AB+BA+tB:. 
车 (1 成立， 斯 有 
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A+2AB+B=A+AB+BA+B. 
故 必 有 有 
BA= .AB. 
其 次 ， 当 AB= BA 时 显然 《1) 式 成 立 ， 于 是 (1) 成 立 的 
充分 必要 条 性 是 ， 
AB= BA, 
便 3 设 4= 志 (B+1), 证 明 由 = 4 的 充分 必要 条 性 是 
Bi: = TT,, 
证 明 必要 性 ， 央 为 
:11 > 1 1 
4 = [B+ | = (B+) = (B+2B+1D. 
由 于 A:=A， 所 以 有 
1 ,,, _1 
工人 3 t+2B+1I,) = B+i), 
即 
TB +11 1, 
因此 Bz = 了 
充分 性 。 因 为 B= I,。， 记 以 有 


A: = (zs +11)) = 计 (B'+2B + 了 = (2B + 21,) 


-1 - 
= 本 (+ = 二 
即 
A = A, 
例 4 设 4,8 都 是 阶 可 道 和 矩阵。 则 
4 0 
p=( ) 
C 8B 


必 为 丁 道 短 阵 ， 并 求 了 的 逆 阵 , 


证 明 因为 
detD= detA'detBAd, 
故 了 D 为 可 逆 什 阵 ， 


设 
Xi 大 ) 
p"-( 
Xl 有 23 
出 于 
DD-!= (< 0) XY 
C B’ KX de 
AX, AX' ) 
CX, + BX,, CN, + BX, 
_/1,0 
( 0 1 ). 
根据 甜 阵 相等 的 定 艾 ， 有 
4 Ti 
Ai 人 
CHAI + BSA, = 


， 人 证 再 和 


由 前 二 式 知 ， i=， := 0, 代入 后 二 式 ， 得 
,= 8B ， Xu, = -了 Cd 
改 
_ 0 
D-!= . 
( 
例 5 设 世 为 4 革 方 阵 ， 且 A490。 证明， 安 在 非 零 的 # 输 方 
阵 3， 人 和 使 得 
AB=0 《2 ) 
的 充分 必要 条 件 是 : | 4 = 0. 
证 明 必要 性 。 由 43 = 0 去 证 |]4| = 9。 反 证 ， 假 定 4 天 0， 
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则 了 4 为 可 道 矩阵 ， 令 如 的 道 阵 为 4 用 全 在 乘 (2) 趟 丙 病 ， 
有 
4404B)=4 0 即 了 = 
这 上 与 了 非 堆 矛盾 ， 故 必 有 [4 =0. 
充分 性 。 若 [4| = 6， 友 证 存在 非 零 阵 了， 使 43 = 0。 考 不 线 
性 方程 组 


由 于 系数 阵 44 的 行列 式 |4| =0， 必 存 非 零 解 ， 取 一 个 非 零 解 


国 


做 为 了 阵 的 第 一 列 ， 其 余 列 都 取 0 ， 即 


xi 站 
B | : 
xx 0.…0 
而 AB=0. 
和 例 6 设 4,B 为 二 # 阶 方 隆 证明， 大 AB=0， 则 
rankA+t+rankB< xn. 
证 明 设 rankA=+， B= (有 了， 8,). 则 
AB= .A(BB, :1 BD) =0. 
于 是 
AB.=0, AB,=0, :1, AB,=0. 
这 说 明 ，B 禾 的 各 个 弄 B，B,，…，B。 都 其 以 妇 为 系数 阵 的 齐 次 
线性 方程 组 
AX=0 (3) 
的 解 。 由 于 rankA=?, 故 (3 ) 的 解 空 间 的 维 数 为 zs-+，。 从 而 可 
向 知 册 十 组 BJ，B,，…，8B, 的 极 大 碟 关 组 记 含 向 量 的 个 数 不 超 过 
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# 一 因此 ，TankB< zs 一 *， 故 
rank/i 十 3 长 了 < 十 下 一 地 一 着， 


例 ? 证 明 
[A* = | 4 和 
其 中 4 为 4 阶 方 阵 (# 守 3)， 
证 明 ”因为 


4 
4 ( “4) 


IAA*| = ld 即 |A1 144 = 人 da” 
当 id 关 0 时 ， 丰 有 
A) = 1A| ™ 
当 | 有 4| =0 时 ， 一 种 情形 ，rank4=0， 即 4=0， 这 时 4#= 
0。 邦 有 


所 以 


14 = dd 
为 一 种 情形 ，0<rank.4<x。 由 于 


14 
44*=| 、 |=,, 
Al| 


据 上 例 可 知 ， 有 有 
rank .A+rankA*< x, 
又 因 rankA4 半 0， 所 以 必 有 
rank A*<<x, 从 WW |A*| =0, 
改 也 有 有 
[A = 4 一 
例 8 设 妇 为 1x 窒 阵 ， rankd=r， BB 为 mx# 和 矩阵， 
rank 玫 =*a， 证 明 


rank AB;rit+ rs Ww 
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证 明 由 rankB=rs， 据 本 章 定理 3 的 推论 知 ， 存 在 % 阶 可 道 和 矩阵 
了 ， 7 阶 可 首 答 阵 0， 使 得 


0 站 
于 是 
加 了 pn 如 
AB= AP( 0) 9 
| 了 六 0 | 
rauk AB = cank| AP( 0 0 )o 
=rank| AP( Bs 0 )| 
ratlk .AP =rank.A = + ,, 
令 


AP= {A, 4， 
其 中 省 为 fx rs 矩阵 ， 有 A 为 Lx (mrg) 算 阵 ， 根据 第 六 章 
知 ， 有 


rank A ?一 玉 一 了 gp) 一 ?4 二 frp 一 楷 ， 


另 一 方面 


4 


因此 
cank| AP( je 0 )| =rank( 四 0 ) =rank.Ad, 
Ta 一 衣 。 
rank .ABrst+ra— 粹 ， 
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第 九 章 ”对 称 阵 在 相合 之 下 的 标准 形 


[内 容 提要 3 


这 一 章 主 要 是 解决 对 称 阵 在 相合 之 下 的 标准 形 问题 。 第 一 节 指 
出 了 讨论 对 称 阵 在 相合 之 下 的 标准 形 的 缘 景 和 相合 分 类 。 第 二 节 证 
明了 对 称 阵 都 相合 于 对 角形 阵 ， 且 对 角 线 上 是 1 或 ~ 1 或 0 ， 邯 标 
准 形 。 同 时 给 出 了 两 种 求 标准 形 的 方法 ， 即 初等 变换 法 和 配方 法 ， 
接着 存 第 三 节 证 明了 对 称 陆 标 准 形 的 唯一 性 ， 第 四 节 进 一 步 讨论 了 
特殊 的 对 称 窍 阵 ， 即 正定 矩阵 及 其 性 质 。 

本 章 的 主要 概念 基 ， 

二 次 型 及 其 囊 示 违 阵 ， 对 称 阵 、 二 和 定 阵 相合 、 正 负 惯 标 太 正定 
矩阵 的 概念 等 。 

本 章 的 主要 结果 是 ， 

1) 尾 一 对 称 阵 总 相合 于 对 角形 阵 ， 进 而 相合 于 标准 形 ， 且 标 
准 形 是 唯一 的 。 

2 ) 人 尾 一 二 次 型 总 可 以 经 可 道 变数 变换 化 为 平方 和 ， 进 而 化 为 
标准 形 ， 上 且 标 准 形 是 唯一 的 。 

3) 设 44 为 s 阶 对 称 阵 ， 下 列 说 法 是 等 价 的 ， 如 

(a) 本 是 正定 揭 ; 

人 b) 有 4 相合 于 单位 阵 Ta 

(c) 对 任 一 x*x1 矩阵 了 关 0， 均 有 XXX > 

《d) 存在 可 道 阵 了 ,使 4=P'P， 

(ce) 才 的 一 切 硕 序 主子 式 均 大 于 0 。 
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本 章 欧 主要 方法 是 ， 初 等 变换 法 。 就 是 利用 成 套 的 初等 变换 化 
对 称 隆 为 标准 形 ， 还 有 了 配方 法 ， 
这 过 本 章 的 学 习 ， 朗 求 读者 
1 正确 理解 与 掌 握 本 章 的 主要 概念 ; 
2 ) 熟练 而 准确 地 将 对 称 阵 化 成 标准 形 ， 将 二 次 迎 化 成 标准 
并 会 求 出 相合 演化 阵 和 可逆 安 数 变换 ; 
3 ) 人 判别 一 个 阵 古 省 正定 ， 并 会 论证 有 关 问 题 ， 


洒 


[内 容 分 析 3 


31 二 次 型 ”对称 阵 在 相合 之 下 的 分 类 


本 区 由 解析 几何 二 次 曲线 ，、 二 次 隅 面 用 坐标 变换 化 简 间 题 ， 提 
出 二 次 型 用 可 道 变 数 变 换 化 简 问 题 。 而 二 次 和 型 与 对 称 阵 建立 了 一 对 
一 的 对 应 关系 ， 于 是 二 次 型 用 可 道 变 数 变 换 化 简 问 题 转化 为 对 称 阵 
在 相合 分 类 之 下 的 标准 形 问题 。 这 就 点 明了 本 章 的 中 心 问题 。 

通过 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读者 

1) 正确 理解 和 掌握 二 次 型 的 定义 、 二 次 型 表示 上 撮 阵 的 定义 ， 
一 次 型 与 对 称 阵 之 关系 ， 

“) 正确 理解 和 掌握 二 矩阵 相合 的 定义 、 相 合 关系 的 性 质 及 箱 
用 相合 关系 给 对 称 阵 分 类 。 

3 ) 明确 二 次 型 用 可 道 变数 变换 化 简 与 对 称 阵 在 相合 之 下 的 标 
准 形 之 关系 ， 


$2 对称 阵 站 成 赛 的 初 妾 变换 下 的 化 简 


本 主要 介绍 一 个 结 沦 ， 两 个 方法 ， 一 个 结论 是 ， 任 何 对 称 降 
都 相合 于 对 角形 阵 ， 进 而 任何 对 称 阵 都 相合 于 特殊 药 对 角形 ， 即 标 
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准 形 ;， 任何 实 二 次 型 xx，…，x) =.4X， 都 存在 可 逆 变 数 变 
换 和 = PF， 伍 fs，…，xs =E( JJ 为 平方 和 ， 进 而 存 
在 可 遂 恋 数 变换 和 =Q7， 使 xi ，…，w) = 站 (xz …， 5%m 为 标 
准 形 。 两 个 方法 ， 一 是 初等 变换 法 ， 二 是 配方 法 ， 配 方法 的 实质 也 
是 初等 变换 ， 

遂 过 这 一 节 的 学 习 ， 朗 求 读者 

1) 改 练 地 掌握 用 成 套 的 韦 等 变换 化 对 称 阵 〈 实 二 次 型 ) 为 对 
角形 〈 平 方 和 ) ， 进 而 化 为 标准 形 ， 并 求 出 其 相合 演化 阵 〈 可 赣 变 
数 变 换 ) ， 

2 ) 掌握 用 配方 法 化 对 称 阵 〈 实 二 次 型 ) 为 对 角形 (平方 和 ) 
及 标 准 形 ， 并 求 出 其 相合 的 演化 阵 (可 首 变 数 变换 ) 。 


$3 惯性 定律 


本 节 主要 讨论 实 、 复 对 称 阵 在 相合 之 下 的 标准 形 的 唯 一 性 问 
题 。 因 为 实 对 称 阵 在 相合 之 下 的 标准 形 是 对 角 线 上 为 + 1 或 0 的 对 
角形 阵 ， 由 于 秩 数 是 相合 之 下 的 不 变量 ， 所 以 非 0 元 素 的 个 数 由 阵 
唯一 次 定 ， 剩 下 的 就 是 正 1 的 个 数 和 负 1 的 个 数 各 是 多 少 ， 局 性 吓 
律 就 是 说 正 工 的 个 数 和 负 工 的 个 数 由 阵 廊 唯一 确定 。 由 于 复 对 称 阵 
的 标准 形 是 对 和 角 线 上 都 为 1 的 对 角形 ， 帮 由 阵 唯 一 确定 。 

通过 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读 者 正 确 理解 正 负 惯 标的 概念 ， 明确 
实 、 复 对 称 阵 在 相合 之 下 标准 形 赴 崔 一 的 ， 


$4 正定 矩阵 


术 节 主要 讲 两 个 问题 ， 一 是 讲 ( 半 ) 正定 和 ( 半 》 负 是 矩阵 的 
概念 ; 二 是 讲 〈 半 ) 正定 矩阵 的 性 质 和 判别 法 ， 

1) 4 是 正定 的 充分 必 融 条 件 44 相 合 于 单位 阵 1,1 

2) 4 为 ( 举 ) 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 任 -- 非 0 #x1 矩阵 
390 


基 ， 均 有 XX'AX>0 《4 和 Ze 们 | 

3 》 有 44 为 (六 ) 正定 的 充分 必要 条 件 存 在 可 道 阵 了 《存在 rz 阶 
方 阵 Q) 使 A=P'P {4=0'0)， 

4 ) .4 为 〈 半 ) 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 妇 的 顺序 (一 切 ) 主 
子 式 大 于 (大 于 等 于 ) 零 ， 

通过 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读 者 

1) 正确 理解 和 掌握 〈 半 ) 正定 、《 半 ) 负 定 和 矩 竹 的 概念 ; 

2 ) 会 判别 一 个 对 称 阵 是 否 〈 举 ) 正定 ， 会 利用 《学 ) 正定 乍 
阵 的 性 质 论 证 有 关 问 题 ， 


[例题 选 解 ] 


例 主 若 44 为 对 称 阵 ， 则 4 也 是 对 称 阵 ， 
证 明 因为 《4 05= .42= 4 页 .4 为 对 称 阵 ， 
例 2 设 4、 8 都 是 对 称 阵 ， 那 各 AB 一 定 是 对 称 阵 吗 ? 
解 ” 不 一 定 ， 比 如 
1 2 2 1 
A=(, 3 )， B=(1 | ) 
都 是 对 称 阵 ， 但 
4 3% 
4 B= (3; 5 ) 
不 是 对 称 阵 ， 
例 3 证 明 # 阶 对 称 阵 扎 与 相合 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 
证 明 必要 性 。 由 题 设 知 ， 存 在 可 道 阵 了 ,使 B=P' AP, 又 
设 A 的 标准 形 为 4,，B 区 标准 形 为 B,， 即 存在 休 逆 阵 8，R, 分 别 
有 
0'40= A,, R'BR=B,, 
于 二 
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B,= R'BR = RP'APR = RP'(OTOAQTIPR = 1 .As, 
其 中 了 =Q PR. 故 4, 与 B。 是 相合 的 . 因此 个, = B,. 
充分 性 . 若 4= B,， 即 Q'4Q = R'BR， 也 就 是 
B= (RV AVR = U'AU, 
其 中 口 =8R-'。 故 万 与 BB 相合， 
例 4 证明 ，-- 个 实 二 次 型 可 分 解 为 两 个 实 系数 一 次 齐 次 多 项 
式 之 积 的 充分 必要 条 件 是 它 的 秩 等 于 1 或 秩 等 于 2 而 符号 差 为 0， 
证 明 ”必要 性 。 设 一 次 型 (x,，'…，*%n)》 可 分 解 为 
二 
+ C1) 
其 中 ai，5(i,f =1，…，#) 均 为 实数 。 如 果 
a= (dy dy ry dn B= 6, Bs ,6b) 
线性 相关 ， 即 存在 实数 必 使 a= 娄 。 于 是 


fx ey wa) = A Xt BX tt BX 


令 可 道 变 数 变 换 
pi | 六 疡 机 y， | | 5 
2: | - 1 四 EE: 
四 1 ) 四 


代入 (1) 式 ， 则 有 
f(x, 0 = BOY 了 人 = 4 
故 六 xi，…，xm 的 秩 为 1， 
天 洒 区 = (a er Go » 所 = (， 站 四 不 线性 相关 
不 妨 设 
a lo. 
pb 
于 是 令 可 道 变数 变换 
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[7 | A dr A dn 病 
2 | 六 总 bs | | 
| y, ° 1 | [x, 


代入 (1) 式 ， 则 有 


f(x,, i Xn = ECY,, "ss a = J Pee (2) 
骨 令 可 道 变 数 变 换 
7 rl 1 | 部 | 
72 | | 1-1 | 各 
: 1 
dn | | J | ny 


代入 (2) 式 ， 则 有 
xl 
故 jx …3 “ae 的 牧 为 2 ， 而 符号 善 为 0 。 
充分 性 ， 如果 六 xy， …，， xxa 的 秩 为 1， 岂 其 标准 形 为 
站 二 


令 可 赣 变数 变换 
| a1 Geo 1 | ~ 
嘱 = ] 号 i 4 为 实数 ，a 关 0 
yn 1 | -| 

则 有 


fx ey Ka) = Fa dN A 
如 果 f(x，…, xwn》 的 著 为 2 ， 而 符号 差 为 68， 更 (六 
的 标准 形 为 
J xs yg Xe) = Ll, yy Pn) = 2 
一 《十 9 (CF, 3) o 
令 可 着 变 数 变换 
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则 有 
x, sy Na) = Ca +t Ca +t Ba) Ns + 
十 (ant be) Xl La Bx, 十 (#2 一 bx, 
十 … 才 《2 一 在 Ne]， 
例 5 求实 二 次 型 
fr Wi. Xn) = Xt Xa 
药 秩 与 符号 差 ， 
解 fs 本 xzn) 的 表示 矩阵 为 


fo 1 
到 0 
0 到 
A= 1 0 
0 亏 
zo 
由 于 
本 由 国 
1 -1 人 0 八 1-1 -1 |/ 
令 


1 1 
T= 1 一 | 
1 1| 
1 一 1 
则 有 
1 0 ' 
0 —1 ] 
1 0 
T'AT = 0 —1 | 
0 
0 一 1 


于 是 4 的 秩 为 284， 正 惯 标 为 *， 负 惯 标 为 %， 因 此 符号 差 为 0 ， 
岳 岂 ， 二 钦 型 xn | ye 的 秩 为 2 符号 其 为 0， 
例 § 上 土 取 如 全 时 ， 二 次 型 
fw Ka a) = + + Dy + LENING DX + 4 
为 正定 的 ， 
解 A(x,，xs，%3) 的 老 示 矩阵 为 


其 各 阶 着 序 主 于 式 


[1| =1， 


| "ft | =- 人 = (+ (1 -0, 


'il 
[A] = -1(5i + 4), 
而 由 
(十 六 (~ 站 汪 0 得 -1<i<l， 
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-FS+40 得 一 <0, 


元 泊 + 满足 - 计 <1<0 时 ， 了 4 为 正定 的 。 


例 7 设 4 为 正定 的 .证明 4 也 是 正定 的 。 
证 明 ”由 矶 为 正定 的 ， 必 存在 可 逆 隆 了 ， 人 使 
p'AP=I1. 
而 
(Pd4P -=T 即 P-L4-P-= 了 
说 明 4 相合 于 单位 阵 ， 故 4 也 是 正定 前 。 
例 8 若 才 4 为 正定 的 ， 了 3 为 非 8 方 阵 ， 则 B'4718 为 半 正 定 
的 ， 
证 明 出 工 例 知 ， 4 得 是 正定 的 。 于 是 存在 可 道 阵 了 ,使 
4 = 了 PP。 这 时 一 方面 ， 布 
(B'A-BY' = B'A-'BY' = B'A-'B, 
即 B'A4-'B 为 对 称 阵 ， 另 一 方面 
B' 4-IB = B'P'PB = (PB)'(PB) =0"0, 
其 中 8 = 了 PB。 故 8'47'8 为 半 正 定 的 。 
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第 十 章 ” 方 阵 在 相似 之 下 的 标准 形 


[内 容 提要 ] 


本 章 讨 论 的 中 心 问 题 是 ， 方 阵 在 相似 分 类 之 下 的 标准 形 和 不 变 
草 问 题 。 在 二 、 三 节 给 出 了 方 阵 相似 于 对 角形 阵 的 条 件 ; 五 、 六 下 
解决 了 两 种 特殊 类 型 的 方 阵 一 一 实 对 称 阵 、 正 交 阵 在 正 交 相似 之 下 
的 标准 形 问 题 ， 七 ， 八 节 解 决 了 一 般 方 阵 在 相似 之 下 的 标准 形 和 不 
变 坟 问题， 七 节 给 出 了 具体 求 一 个 方 阵 的 标准 形 移 方法 ， 八 节 给 出 
了 一 般 方 阵 的 相似 标准 形 和 不 变量 的 理论 证 明 。 第 一 节 提 出 了 本 章 
讨论 的 主要 课题 ， 而 第 四 节 与 二 、 三 节 一 起 为 五 、 六 节 解 决 实 对 称 
阵 、 正 变 阵 的 正 变 相似 标准 形 做 了 必要 的 准备 。 

本 章 的 主要 概念 是 ， 工 方 阵 相似 的 概念 ， 方 阵 的 特征 盾 阵 ，、 特 
征 多 项 式 、 最 小 多 项 式 、 特 征 根 、 特 征 辣 晤 ， 特 征 癌 量 系 的 慨 念 
正 交 窍 阵 、 二 癌 量 正 交 、 正 交 关 量 组 、 标 准 止 交 组 ， 两 个 向 莉 组 下 
交 的 慨 念 ， 不 变 因子 、 初 等 因子 ， 行列 式 因子 、 可 道 4 和 官 阵 、 若 
当 型 阵 、 有 理 洁 阵 的 概念 。 

本 登 的 主要 结果 是 

(一 ) 方 阵 万 相似 于 对 角形 阵 的 充分 必要 条 性 是 旭 有 完全 特征 
向 世系 。 洪 有 所 的 特征 向 好 系 为 a,，5:，…，&s 时 ， 令 P= (a aa 
amj， 那 么 


i 
"| 、 
\ 2 
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其 中 4，…， 如 为 扫 4 的 全 部 特征 要 ， 

1 上 从 # 阶 方 阵 人 4 有 * 个 不 司 特 征 息 ， 风 4 有 完全 特征 向 量 
系 。 在 每 个 特征 空间 34(i) 中 取出 一 个 特征 四 量 ga;， 那 么 cp 
an 崩 是 才 的 完全 和 转 征 向 量 系 ， 

2) 震 每 个 特征 空间 54(4;) 的 维 数 等 于 特征 报 2; 的 重 数 时 ， 
则 志 有 完全 特征 向 量 系 。 在 每 个 特征 空间 9.04)》 中 取出 基底 i， 
人 

和 

就 是 如 的 完全 特征 向 量 系 ， 

(二 任 一 对 称 阵 有 4， 总 存在 正 交 阵 了 ， 使 


2 
P| 、 
2 


其 中 14， 各 恰 为 蕊 的 全 部 特征 根 ， 
1) 实 对 称 阵 4 的 特征 根 均 为 实数 ， 
2 ) 属于 实 对 称 阵 4 的 相同 特征 根 的 特征 尚 晤 是正 交 的 ， 
出 1》、2》 袜 即 得 到 
3 ) 和 任 一 实 对 称 阵 所 ， 必 有 完全 特征 向 其 系 ， 并 月 有 完全 标准 
正 交 的 特征 阿 量 系 ; 
4) 在 二 的 每 一 特征 室 间 $44) 中 取出 标准 正 交 基 康 xp …， 
#rn 那么 
Why eg Rg el 
就 是 4 的 完全 标准 正 交 的 特征 向 量 系 。 若 令 
P= Cy ve Wi ee Me Mi) 


出 有 


| 了 
PP= PP=( 
1， 


(三 ) 任 一 庄 变 阵 如 .总 存在 正 交 阵 T， 便 
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TiAT= TAT = 


cos — sing, 


51n8 cosl 、 
cos8， 一 SI 
sind, cost, 
其 中 上 1 为 4 的 实 特征 根 ， 面 二 阶 所 
( cs — a1ng, ) 
sing, cost, 
由 虚 特 征 根 的 己 角 表示 式 所 决定 ， 
1) 任 一 正 交 阵 的 特征 根 的 模 为 1; 
2 ) 属于 正 交 阵 扫 的 不 同 特征 根 的 特征 向 量 是 正 交 的 ; 
3 ) 任 一 正 训 阵 本， 对 于 实 特征 根 如 ， 存 在 正 交 阵 只， 使 


0 ，… 10 
P-'4P=-1 0 
| 4 ) 
0 


其 中 4, 为 正 交 阵 ， 而 了 是 以 属于 % 的 标准 化 的 特征 向 量 做 为 第 
一 列 的 正 谈 阵 1 

14) 性 一 正 变 阵 妃 ， 对 于 虚 特 征 根 加 =#*+zi 人 天 及 ， 存 在 正 
变 阵 了 ， 使 


4 
P 2 cosp -| 


sin co , 


其 中 4, 是 正 交 阵 ， 而 4 的 属于 培 特 征 根 h =a+ 好 的 特征 向 量 分 
为 实 部 和 应 部 系数 ， 得 到 两 个 实 # 维 向 造 <，B， 然 后 标准 化 为 4， 
AB， 以 如 为 后 两 列 的 正 交 阵 就 是 演化 阵 ?， 


398 


(四 ) 在 任意 数 域 上 ， 任 一 ” 阶 方 阵 人 4 都 相似 于 一 个 有 理 型 阵 
是， 可 指定 六 的 对 和 角 线 上 诸 菊 的 次 序 ， 俩 六 是 由 妇 唯 一 决定 ; 

在 复数 域 上 ， 任 一 # 阶 方 阵 刀 都 相似 于 一 个 肴 当 型 阵 」 ， 如 不 
计 J 的 对 和 角 线 上 诸 叶 的 次 序 ， 了 本 是 由 4 唯一 次 定 ， 

1) 任 一 允 先 阵 人 (0 都 相抵 于 唯一 一 个 对 角形 林 矩 阵 ， 
d (A) 


dD 
0 


| “oo 


其 中 dD ，…，4d1(N0) 首 系 烙 为 1 量 dD| dD| 本人。 

2) 一 本 个 隆 如 (一 BD 充分 必要 条 住 是 不 变 因 子 相同 ， 

辐 秩 二 14- 和 集 陈 4D 一 >B8 09 充分 必要 条 件 是 初等 因子 组 相同 ， 

二 4 和 扼 阵 全 人 一 了 (充分 必要 条 件 是 行列 式 因 于 相同 ; 

一 4- 所 阵 4 0D -一 BO 充分 必要 条 件 是 有 相同 的 标准 形 ; 

一 本 窍 阵 肛 ( 必 一 一 7B (DD 充分 必要 条 件 ， 丰 在 可 首 宁 后 阵 P 1， 
QD ， 个 

BD =POOW AWONW, 

3 ) 二 数字 移 阵 4 一 3 的 充分 必要 条 件 是 ，47T- A- 一 >11 一 B. 

4 ) 有 与 其 有 理 弄 阵 N 有 相 辣 的 不 变 因 子 ， 于 是 A~N， 

并 与 其 阁 当 型 阵 ] 有 相间 的 初等 因子 组 ， 半 是 A~], 

(五 ) 站 阶 方 阵 在 相似 分 类 之 下 的 不 变量 ， 

同 秩 的 二 数 哇 矩阵 4~B 的 充分 必要 条 件 有 相同 的 不 变 因 半 ， 

同 秩 的 二 数学 矩阵 4~8 的 充分 必要 条 件 有 相同 的 初等 因子 组 ， 

同 秋 的 一 数字 矩阵 4 一 B 的 充分 必 早 条件 有 相同 的 行列 式 因子 。 

Cs) 再 补充 数 宇 矩阵 4 相似 对 角形 阵 的 条 件 ， 

1) 二 相似 于 对 角形 阵 的 充分 必要 条 件 妇 的 初等 因子 都 是 一 次 
式 ; 

2 ) 二 相似 于 对 角形 阵 的 充分 必要 条 件 4 的 最 小 多 项 式 无 重 
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棚 。 

本 党 的 主要 方法 是 ， 

(一 ) 求 特征 根 、 特 征 向 入 的 方法 ， 

1) 解决 一 个 阵 是 否 相 似 于 对 角形 时 ， 一 个 重要 的 方法 是 求 特 
征 根 、 特 定向 量 、 特 征 问 直系 ， 

2 ) 在 解决 实 对 称 阵 、 正 交 阵 的 标准 形 时 ， 是 通过 求 特征 根 、 
特征 铅 盘 、 标 准 正 交 特 征 向 量 系 解决 的 ， 

(二) Schmidt 让 训 化 法 ， 

Schmidt 正 交 化 法 是 一 个 重要 方法 ， 在 本 童 起 了 重要 作用 ， 

1) 在 解决 实 对 称 阵 、 正 变性 的 标准 形 问题 上 是 不 可 缺少 的 ， 

2 ) 梅 造 标准 正 交 组 ， 一 个 线性 无 关 向 共 组 化 为 标准 正 交 组 
一 个 基底 化 为 标准 正 交 基底; 一 个 含 r+ (过 办 个 向 量 的 标准 正 交 组 
0 可 找 一 gg， 使 co ea al 仍 为 标准 正 交 组 ， 

3 ) 构造 正 诡 阵 ， 一 个 可 道 阵 可 以 化 为 正 交 阵 ， 一 个 牧 为 m 的 
更 X# 征 阵 ( 坟 之 办 有 ， 可 以 先 将 行 标准 正 交 人 化， 然后 补 上 # 一 类 行 
使 之 成 为 正 交 阵 , 

(三 ) 初等 变换 方法 。 

我 们 知道 ， 初 等 变换 方法 是 高 等 代数 的 重要 方法 ， 基 本 上 是 芙 
串 高 等 代数 始终 ， 在 这 一 章 里 ， 它 也 是 一 个 重要 方法 。 在 解决 一 般 
方 阵 扫 的 有 理 标 准 形 、 若 当 标 谁 形 时 ， 一 般 说 来 先 将 其 特征 矩阵 进 
行 初等 变换 ， 求 出 不 变 因 子 ， 补 等 内 子 组 ， 从 而 求 出 4 的 标准 形 . 
当然 前 面 的 求 特 征 向 基 和 构造 正 交 阵 都 需要 解 方 程 组 ， 而 解 方程 组 
的 重要 方法 是 初等 变换 ， 可 见 初等 变换 方法 在 这 一 章 也 是 贯 捉 始终 
的 。 

通过 这 一 人 童 的 学 习 ， 和 要求 读 考 ， 

1) 正确 掌握 本 章 的 主要 概念 ; 

2 ) 会 判断 一 个 方 阵 如 是 否 相 似 子 对 角形 ， 旭 果 是 ， 能 够 多 练 
而 淮 确 地 求 出 所 相似 的 对 角形 阵 及 演化 算 阵 ; 

3 ) 对 于 实 对 称 阵 、 正 交 阵 会 求 它 的 标准 形 及 演化 矩阵 ; 

二 站 二 


4 ) 会 构 道 标准 正 交 组 、 正 交 阵 ; 
5 ) 熟练 而 准确 地 求 出 方 阵 的 有 理 标 准 形 、 若 当 标 准 形 ; 
6 ) 能 够 利用 本 章 的 有 关 慨 念 和 结果 论证 比较 基本 的 问题 。 


[内 容 分 析 2 


$1 方 阵 的 相似 及 相似 分 类 


本 节 首 先 从 总 结 两 种 类 型 的 矩阵 分 类 和 和 标准 形 问 题 - 一 相抵 、 
相合 问题 及 线性 变换 的 矩阵 表示 等 提出 了 矩阵 的 相似 分 类 和 相 拟 标 
准 形 问题 ; 

其 次 进一步 给 出 了 二 矩阵 相似 的 定义 和 利用 相似 关系 给 出 了 蝶 
阵 的 分 类 ， 

最 后 指明 了 本 章 讨 论 的 主要 课题 ，*# 踢 方 降 在 相似 分 类 之 下 的 
标准 形 问题 和 不 变 芋 ， 

通过 这 一 节 的 学 习 要 求 读者 ， 

1) 正确 掌握 矩阵 相似 的 概念 和 利用 相似 关系 给 出 矩阵 分 类 ! 

2) 明确 本 章 讨 论 的 主要 课题 ， 


$2 ”特征 矩阵 ”特征 向 是 


第 二 、 三 节 主 变 讨 论 方 阵 4 相似 于 对 龟 形 阵 的 条 件 ， 同 时 也 汐 
后 来 的 讨论 做 必要 的 准备 。 

第 一 个 首先 从 # 阶 方 阵 妈 相似 于 对 角形 阵 出 发 引进 了 = 阶 方 
阵 才 的 特征 第 阵 ， 特 征 多 项 式 、 特 征 殷 、 特 征 向 量 的 概念 ， 并 由 特 
征 向 量 的 定义 立即 得 到 一 个 重要 事实 ， 
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fe 
非 地 的 zxX 1 矩阵 r= er 
荐 妇 的 属于 特征 根 4 的 特征 向 量 必 要 而 且 只 要 
-dr = A (1) 

其 次 给 出 了 相似 阵 的 一 个 性 质 ， 相 做 的 两 个 矩阵 的 特征 多 项 
式 、 牧 征 根 均 相 同 。 说 明 特 征 多 项 式 、 特 征 恨 是 相位 不 县 量 ， 这 一 
性 奈 以 后 经 常用 到 ， 

越 后， 要 着 重 指出 的 是 : 2# 阶 方 阵 有 4 的 特征 根 、 特 征 向 量 的 定 
浆 本 身 就 给 出 了 求法 ， 并 且 已 列举 了 三 个 例子 具体 示范 了 求 一 个 阵 
的 特征 根 、 特 征 向 量 、 特 征 空间 ， 

通过 本 节 的 学 习 变 求 诸 者 ， 

1) 正确 敬 握 特征 矩阵 、 特 征 多 项 式 、 特 征 根 、 特 征 向 量 的 粮 
念 ; 

2 ) 准确 而 又 熟练 的 求 一 个 阵 的 特征 根 , 特征 向 基 ,特征 空间 

3 ) 怡 当 地 运用 有 关 概 您 和 等 式 (1) 会 论证 有 关 特 征 多 项 式 、 
特征 根 、 特 征 向 量 的 命题 

这 一 上 需要 说 朋 的 ， 

1) 一 个 方 阵 如 的 属于 特征 根 4; 的 特征 向 量 必 是 存在 的 ， 这 
是 因为 它 是 4 的 属于 特征 根 i 的 特征 方程 组 的 非 零 和解 ， 而 这 个 方 
程 组 是 齐 次 的 且 系 数 行列 式 li1- 4 |=0， 于 是 这 个 特征 方程 组 必 
有 非 零 解 ， 

2 ) 要 充分 认识 等 式 (1) ， 即 Aa= ta 的 作用 ， 它 一 方面 可 
以 做 为 万 阵 所 的 特征 根 、 特 征 向 必 的 定义 ， 就 是 说 ， 如 果 有 一 个 非 
零 的 xx1 短 阵 8， 满 足 

A = 1p, 

则 称 4 是 万 的 特征 根 ， 而 8 是 有 4 的 属于 的 特征 向 量 , 很 容易 从 
这 个 起 儿 出 发 ， 推 出 我 们 书 上 的 定义 ， 请 读音 由 己 把 它 推 导出 来 ， 
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男 一 方 何 ， 这 个 等 式 (1) 在 论证 与 特征 根 。 特 征 回 其 有 关 的 
命题 时 亚 经 常用 到 。 请 读者 参看 例题 选 解 中 的 例 2、 例 5 ， 
3 ) 本 节 命 题 的 道 命题 是 不 成 立 的 ， 即 本 与 中 的 特征 多 项 式 相 
间 ， 但 所 与 了 不 - : 定 相 似 ， 比如 
1 11 
4=( ,) 3=( 
的 特征 多 项 式 都 是 人 14- 了 5 但 人 与 孔 不 相似， 
4 ) 求 方 阵 才 的 特征 向 量 的 步骤 如 下 ， 
(#4) 求 妈 的 特征 多 项 上 由 ; 
C5) 求 如 的 特征 根 ， 
(6) 分 别 求 属于 答 特 征 根 的 特征 回 量 。 这 个 步 又 首先 需要 对 
于 和 任 一 特征 根 写 出 其 特征 方程 组 ， 然 后 解 之 即 求 出 了 特征 向 其 ， 
5 ) 万 阵 本 的 特征 根 、 特 征 向 量 与 所 讨论 的 数 域 有 关 。 天 为 ， 
矩阵 扎 的 特征 根 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 ， 询 多 项 式 的 求 根 问题 与 数 
域 是 有 关 的 ， 从 而 特征 向 组 也 就 与 数 域 有 关于 ， 上 比如 ， 设 三 阶 方 隆 


5 6 -3 
“人 :| 
1 2 -1/, 


求 才 的 特征 根 ， 特 征 空间 、 特 征 向 其 ， 
解 ” 才 的 特征 多 项 式 为 


4 一 0 -6 3 
0 =IA-.A| = 1 1 -1 
一 -2 2+1 


= (A 2) (A — 24- 2), 
《a) 如 在 有 理 数 域 中 讨论 ， 那 么 所 只 有 一 个 特征 根 2 。 经 计 
算 ， 得 
$3402) = 《23， 一 1，0)1 点 为 任意 有 理 数 }， 
才 的 属于 2 的 特征 向 量 为 
(28， 一 走 ， 中 ， 此 为 非 0 有 有 有理 数 ， 
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(b ) 如 在 实数 域 中 讨论 ， 那 么 本 除 和 特征 很 2 外 还 有 两 个 符 
征 根 1+V， 1-V5。 于 是 除 94(2) 外 还 有 34(l + 3)， 
了 4(1 -ww 3)， 经 计算 ， 得 

Sal 3) = 人 +3 3， 一 2-vV 3，])1 为 任意 实数 }， 

S43) = 人 EG6-3w 3， -2+wv 3，1)1 上 为 任意 实数 ); 

4 的 展 于 1+ V5，1 一 ww 引 的 特征 向 起 分 别 为 

((6 +3 3)E, (C-2-v 3)8,k), ((6—3v STR {—2+ 
v3) 此 ,站 )， 其 中 不 为 非 9 实数， 

请 读者 列举 一 个 阵 ， 它 在 实数 域 中 没有 特征 根 ， 没 有 特征 向 
量 ， 而 在 贷 数 城中 有 特征 根 、 特 征 向 量 ， 


85 特征 向 量 系 


本 节 在 第 二 节 讨 论 的 基础 上 ， 将 要 明确 指出 一 个 方 阵 4 相 似 于 
对 角形 阵 的 条 忻 。 汐 此 

首先 分 析 了 万 相 似 于 对 角形 阵 的 条 性， 指出 万 相 似 于 对 角形 阵 
的 充分 必要 条 件 看 其 是 耕 存 在 由 万 的 # 个 线性 元 关 的 特征 问 景 做 成 
的 演化 矩阵 。 

其 次 为 了 解决 一 个 方 阵 才 是否 丰 在 * 个 线性 无 关 的 特征 向 量 枚 
成 的 演化 矩阵 了 ， 我 们 证 明了 三 个 命题 。 这 三 个 命题 说 明了 雪 的 竺 
征 向 量 系 所 含 向 量 的 个 数 是 要 的 所 有 特征 向 量 中 线性 无 关 的 向 量 的 
最 大 个 数 。 这 个 最 大 个 数 为 # 时 (也 就 是 扫 4 的 各 特征 空间 的 维 数 均 
等 于 其 特征 根 的 重 数 ) ， 这 个 特征 向 量 系 是 完全 的 。 这 时 以 这 个 完 
全 的 特征 向 量 系 的 各 个 向 量 为 列 做 成 的 了 泗 了 ， 即 是 所 要 求 的 演化 佐 
阵 ， 于 症 得 到 了 zx 阶 阵 4 相似 于 对 角形 的 充分 必要 条 件 是 ，4 有 完 
全 的 特征 疝 量 系 . 

本 节 最 后 ， 为 了 讨论 相似 标准 形 的 需要 ， 介绍 了 了 哈 米 顿 - 凯 某 
(Hamilton-Cayley) 定理 、 最 小 多 项 式 及 其 性 质 与 求法 ， 

通过 这 一 节 的 学 习 要 求 谈 者 ， 

405 


1) 正确 掌握 特征 向 朋 系 的 和 概念， 明确 一 个 # 阶 方 阵 相 似 于 对 
前 形 阵 药 充分 必要 条 件 ， 会 求 特征 向 量 系 、 演 化 矩阵 及 阵 志 所 相似 
的 那个 对 角形 ; 

2 ) 能 够 掌握 最 小 多 项 式 的 概念 、 性 质 和 求法 ! 

3) 会 运用 特征 向 量 的 性 质 及 最 小 多 项 式 论证 有 关 问 题 ， 

1) 一 个 方 阵 妈 的 特征 向 量 系 不 是 唯一 的 ， 这 是 因为 ， 从 命题 
3 的 证 明 过 虱 已 看 到 ， 特 征 沿 量 系 是 由 4 的 各 个 特征 空间 的 基底 构 
战 欧 ， 而 特征 空间 的 基底 的 联 法 是 不 叭 一 的 ， 又 由 于 各 特征 空间 的 
维 数 是 确定 的 ， 即 基底 所 含 向 其 的 个 数 是 确定 的 ， 末 此 4 的 特征 向 
量 系 所 含 向 量 的 个 数 是 出 妇 礁 一 类 定 。， 于 是 ， 如 果 刀 有 一 个 完全 特 
征 向 盟 勾 ， 于 么 4 的 所 有 特征 向 量 系 都 是 完全 的 ， 

2 ) 一 个 方 阵 如 ， 如 罕 相 似 于 对 角形 阵 ， 那 么 它 的 演化 矩阵 了 
是 不 唯一 的 ， 这 是 因为 女 的 完全 特征 向 量 系 不 唯一 ， 

又 因为 与 4 和 相似 的 对 角形 阵 ， 对 角 线 上 的 元 素 是 4 的 全 部 征 特 
根 。 亡 以， 与 上 疙 相似 的 对 锡 形 阵 ， 如 不 计 对 角 线 上 诸 元 索 的 次 序 是 
由 才 唯 一 决定 、 

3) 求 方 阵 4 指 特征 何 量 系 、 相 似 的 对 角形 阵 和 演化 矩阵 的 步 
卫 ， 

. (1) 冰 妇 的 记 有 特征 根 ， 以 特征 根 和 作为 对 角 线 上 的 元 素 的 对 
角形 阵 就 是 与 二 相似 的 对 角形 阵 ; 

(ly 求 出 各 特征 空间 544)) 的 基底 ， 把 这 些 基 底 放 在 一 起 就 
构成 女 的 特征 侣 量 系 ; 

《iii 以 特征 向 量 系 的 各 个 特征 向 量 做 列 所 构成 的 阵 就 是 所 求 
的 演化 矩阵 了 。 值 得 注意 的 是 ， 演 化 和 矩阵 了 的 各 列 的 顺序 一 定 要 和 
矶 相似 的 那个 对 角形 阵 了 的 对 角 线 上 的 元 素 的 顺序 相 一 致 、， 即 了 的 
第 i 产 列 是 了 的 1 行 j 列 元 素 的 特征 向 量 ， 这 时 才 有 

p-'AP=D. 
4) 由 于 权 的 特征 根 、 特 征 向 量 与 所 讨论 的 数 域 有 关 ， 因 此 阵 
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4 的 特征 向 量 系 也 与 数 域 有 关 ， 进 而 有 4 是 否 有 完全 特征 向 熙 系 也 与 
数 域 有 关 ， 放 4 能 否 与 对 角形 阵 相 似 也 与 数 域 有 关 。 


$4 正 交 和 矩阵 


本 节 为 了 给 五 ， 广 节 讨 论 对 称 阵 ，、 正 交 阵 在 正 变 相似 之 十 的 标 
准 形 做 准备 ， 这 一 节 讨 论 正 交 阵 的 一 般 性质 和 立 造 正 突 阵 的 方法 ， 

本 节 前 半 段 是 给 出 正 交 阵 的 定义 和 正 交 阵 的 性 质 ， 

命题 2 的 第 二 条 ，“ 正 交 阵 万 的 特征 根 的 模 等 于 1” ， 在 讨论 
正 交 阵 的 标准 形 时 是 必 不 可 少 的 ， 命 题 3 从 阵 的 元 素 和 角度 进一步 揭 
示 了 正 变 阵 的 特性 ， 每 行 〈 列 》 元 素平 方 和 等 于 1， 任 二 不 同行 
( 列 ) 对 应 元 素 弱 各 之 和 为 0 。 ( 当 后 半 眉 给 出 标准 正 交 组 定义 
后 ， 止 交 阵 的 定义 又 可 和 投 述 为 行列) 向 量 为 标准 正 交 组 ) 。 这 
一 特性 又 可 做 为 正 交 阵 的 定义 ， 同 时 也 为 后 闪 段 构 道 正 交 和 阵 问 定 
了 起 础 . 

本 节 后 半 段 ， 首 先 给 汕 了 两 个 r 维和 启 量 正 交 的 定义 ， 进 而 给 出 
了 标准 向 量 组 、 正 交 向 景 组 、 标 推 正 交 组 的 定义 及 一 个 向 量 和 一 组 
癌 量 正 交 、 组 与 组 正 交 的 概念 ， 

其 次 出 定 理工 给 出 了 从 一 组 线性 无 关 的 向 量 组 构造 标准 正 交 组 
的 方法 ， 这 个 事实 有 以 下 的 等 价 说 法 ， 

1) 对 给 定 的 秩 为 * 的 rx# 宪 阵 4= (ai 能 够 找到 ” 阶 下 
三 角形 阵 了 上 ， 合 B= 了 A 的 行 向 最 组 为 标准 正 交 组 ! 

2 ) 对 于 给 定 的 秩 为 ”的 xr 怎 阵 4= (4i;;))， 存 在 + 阶 上 
三 角形 阵 8 ， 使 B= AQ 的 列 向 量 组 为 标准 正 交 组 ; 

3 ) 对 人 尾 一 可 道 阵 4， 弃 在 下 (上 ) 三 角形 阵 PCQ),， 使 T= 
PA (T:= AQ) 为 正 交 阵 ， 就 是 说 ， 从 一 个 可 道 阵 可 得 到 一 个 正 交 
阵 ， 这 是 构成 正 交 阵 的 一 种 方 潜 ， 

第 三 ”由 命题 4 及 定理 1 给 出 了 # 维 空间 天 存在 由 标准 正 交 组 
构成 的 基 座 ， 这 个 标准 正 交 基 座 可 出 空间 性 一 基底 ， 按 着 定理 1 的 
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办 法 构造 出 来 ， 

第 四 ， 由 命题 5 和 定理 1 给 出 了 在 一 个 标准 正 交 组 的 菇 础 工 滩 
圳 问 荆 ， 使 其 仍 是 标准 正 变 组 : 

一 在 利用 命题 5 ; 二 是 利用 定理 1， 却 设 标 准 正 交 问 氢 组 久 ， 
cea，… wxr， 再 找 一 门 其 B， 鸽 

xi og ee ry 

线性 无 关 。 然 后 按 定 理工 使 其 怀 准 正 变化， 

这 样 一 来 ， 对 于 给 定 的 标准 正 交 组 总 可 以 扩充 为 * 维 空间 的 标 
准 正 奖 基底 ， 换 一 种 说 法 ， 一 个 给 定 的 ”xz (r 之 zs) 的 长 方 年 阵 
T,， 若 其 行 _( 列 ) 向 量 组 是 标准 正 变 的， 那么 总 可 以 找到 避 - 好 x 
# 知 阵 T,， 和 使 


成 为 ? 阶 正 交 阵 ， 这 又 非得 了 从 一 个 秩 等 于 行 〈 列 ) 数 芍 长 方 窍 降 
构成 一 个 正 次 矩阵 的 方法 ， 先 把 长 方 利 阵 的 行 〈 列 ) 标准 正 交 化 使 
其 成 为 fu， 然后 再 求 Ti， 使 


为 正 交 阵 。 

通过 本 节 的 学 习 ， 要 求 读者 : 

1) 正确 掌握 正 交 阵 的 概念 及 其 性 质 ， 

2) 正确 沼 握 两 个 向 量 正 交 ， 正 交 向 并 组 ， 标 准 正 交 组 ， 二 间 
攻 组 正 交 等 概念 及 正 交 向 量 组 的 性 质 ， 

3 ) 熟练 地 掌握 Schmidt 正 交 化 法 ， 会 构造 标准 正 交 河 量 
组 、 标 准 正 交 基 内、 正 交 兽 ; 

4) 能 够 运用 正 交 阵 及 共性 质 ， 正 交 疝 量 组 及 其 性 质 以 及 Sch- 
midt 正 交 化 论证 有 关 问 题 ， 

本 节 需 要 说 明 的 ， 

1) 所 标准 正 交 向 量 组 的 定义 知 ，%,，…，a, 为 标准 正 交 组 必 
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要 而 且 只 梳 
ae ={ 7 
0, i 
而 a， a 为 标准 正 充 基 底 必 要 而 且 关 要 
ia ={ ?= 
0, si ， 
这 两 个 事实 ， 经 常用 来 论证 或 判断 一 组 向 二 是 否 是 标准 正 交 组 ( 基 
底 ) ， 
2) 两 个 向 其 组 正 交 ， 并 不 意 陈 着 每 个 组 都 是 正 交 的 ， 比 如 向 
量 组 
al = (1,0,0), 0 = (1,1,0), ,= (2,2,0) 
与 
B= (0,0,1), P= (0,0,2) 
正 变 ， 但 向量 组 wx，w， 吕 不 是 正 交 组 ，B，P 也 不 是 正 交 组 。 
3 ) 正 交 阵 必 须 是 实 方 阵 ， 且 是 可 效 阵 ， 命 题 2 的 第 一 条 ， 
“ 正 交 和 隆 的 行列 式 必 为 二 1”， 共 道 是 不 成 立 的 。 比 如 


1 1 
4 = 
的 行列 式 是 1， 但 4 不 是 正 交 阵 ， 


4) 定理 1 的 证 有 明 ， 可 对 向 量 的 个 数 用 归纳 法 ， 而 使 证 明 过 程 
会 显得 精练 些 ， 具 体 过 程 请 读者 给 出 ， 


5 ) 在 定理 2 中 ， 使 ( 7 ) 戌 为 正 交 阵 的 工 ,不 是 由 了 ,所 叭 
一 决定 的 。 换 句 话 说 ， 由 已 知 T。 可 以 构造 汕 不 止 一 个 正 交 阵 这 


起 因为 方程 组 
TX=0 


的 解 空间 的 标准 正 交 基底 不 止 一 个 ， 并 且 有 无 办 多 个 ， 故 可 拒 无 
多 个 T,， 使 ( 7 ) 为 正 交 阵 。 
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$5 实 对 称 阵 在 正 交 相合 之 下 的 标准 形 


从 本 节 开 始 ， 进 入 这 - - 章 的 中 心 课 题 ， 即 方 阵 在 相似 之 二 的 标 
准 形 问题 .本 节 是 研究 特殊 的 拨 阵 一 一 实 对 称 阵 在 正 交 相 合 《〈 相 
似 ) 之 下 的 标准 形 。 要 得 到 的 主要 结果 是 ， 任 一 实 对 称 阵 如， 总 存 
在 正 普 阵 了 ， 使 了 -AL4P=P 4dP 为 对 季 形 阵 ， 与 之 等 价 的 遍 法 融 
是 ， 和 尾 一 实 对 称 阵 ， 必 有 完全 标准 正 交 的 特征 向 最 系 ， 朋 每 个 特征 
问 量 者 是 实数 组 ， 为 此 

首先 通过 命题 1 ， 确 定 实 对 称 阵 殷 的 特征 根 均 为 实数 .这 就 保 
证 了 阵 万 的 属于 每 个 特征 根 的 特征 方程 组 的 系数 均 为 实数 ， 故 阵 4 
的 特征 向 量 均 为 实数 组 。 这样 ， 洛 阵 44 有 完全 的 标准 正 交 特征 疝 量 
系 ， 则 以 每 个 问 晤 作 列 构成 的 阵 才 是 正 交 阵 ， 

其 次 由 命题 2 保证 了 ， 当 在 4 的 各 个 特征 空间 均 取 标准 正 交 基 
秦 ， 把 这 些 基 底 放 在 一 起 就 是 标准 正 交 特征 向 景 系 ， 

第 三 由 定理 1 知 ， 实 对 称 阵 4 的 特征 向 量 系 是 完全 的 ， 因 此 立 
即 得 到 了 和 定理 2 ， 从 而 得 到 了 本 节 所 要 的 结果 ， 

第 四 坡 后 的 推论 是 重要 的 ， 推 论 1 指明 了 实 对 称 阵 所 相似 的 对 
角形 不 是 别 的 ， 它 的 对 甫 线 上 的 元 素 恰 是 扫 的 全 部 特征 根 ， 推 论 2 
说 明 ， 一 个 实 对 称 阵 是 否 是 正定 的 、 半 正定 的 可 以 看 其 特征 根 是 否 
均 为 正 ， 还 是 均 为 非 负 而 和 定 ， 这 里 又 获得 了 判断 实 对 称 阵 正 《和 负 ) 
笔 、 半 正 〈 负 ) 定 的 一 个 方法 ! 推论 3 给 出 了 化 实 二 次 型 为 平方 和 
的 一 个 方法 ， 即 正 交 变换 法 ， 

通 这 本 节 学 习 ， 要 求 读者 ， 

1) 对 于 给 定 的 实 对 称 阵 44， 能 熟练 而 准确 地 求 出 4 的 完全 标 
准 正 充 的 特征 问 量 系 ， 进 而 求 出 正 变 阵 了 ,使 PAP = PP 为 对 
角形 阵 ; 

2 ) 会 用 正 交 变换 法 化 实 二 次 型 为 平方 和 和， 并 求 出 所 用 的 可 道 
变数 变换 ; 
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3 ) 能 够 运用 实 对 称 阵 的 特征 根 、 特 征 向 量 的 性 质 论 证 有 关 问 
题 。 

这 一 节 需 要 说 明 的 问题 ， 

1) 对 给 定 的 实 对 称 阵 毛 ， 求 正 交 阵 了 ， 使 PAP=P™'AP 为 
对 角形 的 步骤 ; 

《1y 求 4 的 特征 根 ， 于 是 万 就 相似 于 这 些 特 征 根 作为 对 角 线 
上 的 元 素 的 对 角形 阵 ; 

0Gt) 求 各 特征 空间 的 基底 ， 也 就 是 求 4 的 各 个 特征 方程 组 的 
基础 解 系 ; 

《11) 将 各 特征 空间 的 基底 标准 正 交 化 ， 然 后 放 在 一 起 就 构成 
了 完全 标准 正 交 特征 向 寺 系 ; 

Gv) 把 特征 向 量 系 中 备 向 量 作 列 ， 便 构成 了 正 交 阵 ， 就 是 要 
求 的 演化 阵 了 ， 

>) 我 们 知道 ， 对 实 对 称 阵 4， 总 存在 正 交 阵 了 、 使 P'AP = 
P AP 为 对 角形 ， 称 为 4 的 标准 形 ，。 那 么 正 交 阵 了 是 否 唯一 ， 标 
形 准 是 否 唯一 ? 

首先 ， 演 化 阵 了 不 是 唯一 的 。 因 为 了 基 由 4 的 完全 标准 正 交 特 
征 问 吓 系 记 决 定 的 ， 而 4 的 完全 标准 正 交 特征 向 量 系 不 唯 --; 

其 次 ， 妈 的 标准 形 是 由 4 的 特征 根 擅 决定 ， 于 是 若 不 计 对 角 线 
上 各 元 素 的 顺序 ，4 的 标准 形 基 由 44 唯 一 确定 ， 

值得 注意 的 是 ， 扫 的 标准 形 的 对 角 线 上 元 素 的 顺序 与 正 交 阵 了 
各 列 的 顺序 有 关 ， 


$6 正 交 和 矩阵 在 正 交 相 伺 之 下 的 标准 形 


本 节 是 讨论 正 交 阵 在 正 交 相似 之 下 的 标准 形 ， 也 就 是 ， 对 任 一 
正 交 阵 和 4， 如 何 选 取 正 交 阵 TT， 可 使 TAT =T'AT 得 到 怎样 简 
单 的 形式 ? 为 此 ， 首 先 证 明了 命题 1、2 ， 然 后 得 到 了 标 准 形 定 
理 ， 至 十 命题 1、2 起 了 什么 作用 ， 书 中 已 说 得 十 分 清楚 ， 这 里 不 
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青 重 述 ， 需 要 说 明 的 : 

1) 命题 3 的 证 明 比 较 长 ， 读 者 不 易 抓 住 证 明 的 思路 ， 我 们 在 
这 咯 述 一 下 。 要 证 明 的 是 ， 当 正 交 阵 4 有 一 虚 根 时 ， 寻 找 演化 阵 
PR， 把 4 演化 为 分 抉 阵 ; 


A, . 
| cosp i) (1) 


sing cost, 
其 主要 思路 是 
DD 如 何 选取 演化 阵 了 ， 
11) 选 得 了 后 ， 验 证 了 确实 能 把 又 演化 成 〈1)》 型 。 
先 说 选取 了 。 因 特征 根 为 为 虚 根 ， 故 居于 4。 的 特征 向 量 ? 是 
复 # 数组 ， 把 问 量 y 分 成 ， 
Y=atpi, 
其 中 


| ~ 


2。 


为 两 个 实 sx1 人 矩阵. 下面， 第 一 步 证 z， 有 是 线性 无 关 交 4 第 二 
步 把 ag，8 标准 正 交 化 为 6G，B*， 第 三 步 选取 已 6 为 最 后 两 鹿 
的 正 交 阵 了 ， 

其 次 验证 


人 ) 
cosg — saing 


sing Cos /, 


第 一 步 算 出 


pap=P'AP-( ©), 
9 
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ph 


其 中 | C| =1; 第 二 步 利 用 了 ”AP 为 正 交 阵 的 性 质 ， 算 出 全 = 让 
第 三 步 由 Iel =1， 可 知 
ce =( cosg Sn ) 


3ind cosp 
故 命 题 2 得 证 ， 
2 ) 求 正 交 阵 用 的 标准 形 及 演化 佐 阵 了 的 步 驴 ， 
(a) 求 44 的 特征 模 。 若 有 实 特征 根 必 为 +1, 虚 特征 根 成 对 ， 
ly i ,Ol Ro ly 
Wr pri He DF, 
(b) 求 4 的 标准 形 。 将 每 个 庶 根 #. 一 921，…，#W, 一 vrf 表 成 
三 角形 式 : 
#1 Vi= COSO +t isSinB, oy ge— i= COs +ising. 
于 基 扫 4 的 标准 形 为 
1 


sing, cosg, 


cos 有 一 Si， 
Sng. Cos” 
(c) 求 演化 矩阵 了 。 

言 先 ， 求 几 的 属于 二 的 等 征 方程 组 的 基础 解 系 ， 然 后 标准 正 交 
化 做 为 三 的 前 抑 列 

其 次， 求 才 的 属于 -1 的 特征 方程 组 的 基 珊 解 系 ， 然 后 标准 正 
交 化 做 为 了 的 接 下 去 的 风 列 ! 

第 三 ， 求 4 的 属于 # 一 vi 药 特 征 商 量 3,， 将 %， 分 解 为 实 部 、 
庶 部 : 轧 =o 了 8D5 然后 将 a,，PB 标准 正 变化 后 做 王 的 接 下 去 欧 
列 ， 这 样 上 去 ， 求 二 的 属于 #: 一 vi 的 特征 向 量 y.， 将 9 分解 为 ， 

生 1 


?= ar 十 及 把 cr， 及 标准 正 交 化 后 做 为 了 的 最 后 两 列 ， 

由 寸 正 交 阵 女 的 属于 不 同 特征 根 的 特征 向 量 是 正 交 的 ( 综 习 六 
第 3 题 ) ， 于 是 了 为 正 变 阵 且 使 卫 化 为 标准 形 的 演化 矩阵 。 

3 )》 正 交 阵 也 标准 形 的 唯一 性 问题 ， 演 化 阵 ?的 唯一 性 问题 ， 

正 变 阵 本 的 标准 形 对 和 角 线 上 各 英 ， 帆 妈 所 唯一 决定 ， 但 对 角 线 
上 各 块 的 次 序 可 以 不 同 ， 故 如 不 计 对 角 钱 上 各 欣 的 次 序 ， 正 交 阵 要 
的 标准 形 是 唯一 的 ， 至 于 使 4 为 标准 形 的 演化 阵 了 ， 是 由 女 的 特征 
问 其 做 成 的 ，? 了 不 是 唯一 的 ， 

4) 二.、 二 有 阶 正 交 阵 的 几何 意义 ， 

从 正文 十 章 36 例 1 可知 ， 二 阶 正 交 降 的 标准 形 就 是 下 列 两 种 形 


式 ， 
人 ， ) cosp — sing ) 


aing CS 全 


今 将 〈x，J 妃 看 成 平面 上 一 点 了 上 的 坐标 ， 于 是 变换 


Iy _f cosd 一 SEE % 
()- (ine song)(») 
是 平面 上 绕 原 点 旋转 8 角 ， 把 点 了 C(x， 为 变 为 L(x'， 2 站) 的 变换 ， 


而 变换 
EE 
(人 


是 关于 x 轴 的 反射 ， 把 点 了 P(x， 力 变 为 0 (x'， 9)， 
三 阶 正 交 阵 的 标准 形式 为 下 列 六 种 ， 


1 1 
| | 2 (1 | 
1 -1 


时 


4 站 


1 一 二 
(68) | Cos — sing (6) | cosd -aa 
sin 人 Cos 有 ，， sing cost, 

《1》 基 恒 等 变换 ， 即 使 空间 的 每 个 点 部 不 动 

《3) 是 以 *oy 平面 为 对 称 平 面 的 反射 

《3) 是 以 ” 轴 为 对 称 铀 的 反射 ; 

《4) 是 以 原点 为 对 称 中 心 的 反射 

(5 ) 是 以 x 轴 为 旋转 轴 ， 旋 转 8 角 的 变换 ， 

(6) 是 以 x 轴 为 旋转 轴 ， 旋 转 8 角 ， 接 着 再 以 yx 平面 为 
对 黎平 面 的 反射 . 

但 是 ， 前 四 种 可 以 看 成 后 二 种 的 特殊 情况 。 因 为 在 〈5 ) 中 ， 
令 8=0 即 得 (t)， 令 0=zr 即 得 (3) 在 (6) 中 ， 令 0 =0， 
即 得 (2) (只 相差 对 和 角 线 上 的 次 序 ) ， 令 8=xw， 即 得 (4) ， 

总 起 米 说 ， 三 阶 正 交 阵 或 者 是 以 一 直线 为 轴 的 旋转 ， 或 者 是 以 
一 直线 为 轴 的 旋转 青 伴随 着 一 个 以 平面 为 对 称 平 而 的 反射 

这 一 节 要 求 读者 ， 能 够 掌握 正 交 德 阵 标 准 形 的 形式 ， 会 求 其 标 
准 形 各 演化 矩阵 、 


$7 有理 标准 形 ”车 当 标 准 形 


上 过 两 节 是 在 实数 域 上 讨论 特殊 的 * 阶 方 阵 在 相似 之 下 的 标 
淮 形 问题 ， 扩 用 的 工具 主要 是 特征 根 、 特 征 向 基 ， 这 一 节 和 下 一 节 
在 一 般 数 谍 和 复数 域 上 讨论 方 阵 在 相似 之 下 的 标准 形 问题 ， 廊 用 的 
工具 与 上 两 节 有 明显 的 不 同 ， 将 要 用 不 变 因 子 、 却 等 因子 来 解决 标 
准 形 问题 .这 一 节 主 要 介绍 两 个 福 念 ， 邵 不 变 因 子 、 初 等 因子 ， 两 
个 方法 ， 即 求 相似 标 准 形 的 方法 ， 一 是 求 有 理 标准 消 的 方法 ， 二 是 
求 车 当 标 准 形 的 方法 ， 这 两 种 方法 正文 写 得 比较 详细 ， 这 里 不 多 说 
了 ， 

通过 和 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读者 正确 理解 不 变 因 子 、 初 等 因子 的 
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流 念 ， 人 掌握 求 有 理 标 准 形 和 若 当 标准 形 的 方法 ， 

1》 不 管 求 有 理 标 准 形 ， 述 是 求 莽 当 标准 形 ， 都 需要 求 才 的 不 
变 因子 ， 也 就 是 必须 把 社 - 4 化 为 特殊 的 对 和 角形， 所 用 的 方法 是 
初等 变换 ， 那 各 用 初等 变换 把 和 -年 阵 4 一 4 化 为 适合 要 求 的 对 角 
形 ， 总 的 思路 和 方向 是 什么 呢 ? 和 数 阵 用 初等 变换 化 对 角形 的 思路 
方向 - : 致 。 那 就 是 ， 首 先 在 阵 的 左上 角 即 届 , 1) 位 置 找 一 个 次 数 最 
低 的 非 符 多 项 式 且 能 整除 它 记 在 的 行 、 列 其 余 元 素 ， 然 后 利用 消 法 
变换 把 所 在 的 行 、 列 共 余 元 素 化 为 0， 其 次 按照 上 述 办 法 重复 进行 
耳 到 化 成 对 角形 为 止 ， 第 三 检查 对 角 线 上 元 素 足 否 依 次 一 个 整除 一 
个 ， 如 不 然 再 进行 消 法 变换 直到 满足 这 个 条 件 为 止 ， 如 有 首 系 数 不 
是 1 的 ， 可 用 倍 法 变换 变 为 1 。 于 是 就 是 所 求 的 形式 了 。 

2 ) 我 们 知道 ， 绽 定 廊 阵 扎 ， 求 出 的 车 当 阵 了 是 上 三 角形 阵 , 
出 上 三 角形 阵 3 的 特征 根 愉 是 对 角 绥 上 的 元 素 ， 这 些 元 素 是 扫 4 的 初 
等 因子 组 决定 的 ， 每 个 初等 因子 的 一 次 式 中 那个 根 就 是 了 的 特征 
根 。 由 4A4~8， 所 以 B 的 特征 根 恰 是 有 4 的 畦 征 根 。 故 3B 的 对 角 钱 上 
的 元 素 恰 是 毛 的 全 部 特征 根 ， 也 就 是 4 的 初等 因子 中 所 有 一 次 式 的 
那个 根 都 是 本 的 等 征 根 ， 如 果 重 复 履 数 也 计算 在 内 ， 怡 好 是 4 的 全 
部 特征 根 ， 


$8 人 徐 阵 在 初等 变换 下 的 化 简 ”相似 定理 


本 节 是 本 章 最 后 一 节 ， 主 要 解决 相似 标准 形 的 理论 问题 ， 
第 一 ”证 明 尾 一 方 阵 4 的 特征 全 阵 11 - 4 可 经 若干 次 初等 变换 
化 为 


dC) . 
2 da C1) 
dN) 


其 中 dD) 都 是 首 系 数 为 1 且 dD| dC0D1…| dW ， 并 且 进 一 步 
二 也 


延明 〈1) 形式 是 唯一 的 ; 
第 二 证 明 任 一 磊 阵 4 部 相似 于 它 的 有 理 标 准 形 ， 也 相似 子 它 
的 若 当 标准 形 . 
本 节 从 解决 上 述 二 个 各 题 出 发 ， 散 了 一 系列 的 准备 工作 。 接 着 
首先 证 明了 任 一 -了 泗 4(4) 者 相抵 于 一 个 对 角形 多 虎 。 
d (02) 


dd 
4 、 
| 
其 中 dO 为 首 系 数 是 1 和 dD| dO 加 | …| 4d,(WD， 特别 是 由 此 得 
到 两 个 重要 推论 ， 即 推论 1 和 蕉 论 2 ， 龙 其 推论 2 在 论证 4- 阵 相 掀 
的 有 关 问 题 经 常用 到 ， 
为 了 解雇 相抵 之 下 标准 形 的 唯一 性 ， 引 入 了 行列 式 因 子 的 袜 念 
并 证 明了 行列 式 因 子 在 相抵 之 下 是 不 变量 ， 从 而 解决 了 标准 形 的 唯 
一 性 问题 ， 于 是 得 到 
1 ) 行列 式 因 子 与 不 变 因 子 之 关系 ， 
DO = 4 0, Do) = dN), 
Da) = dO ad ds dW = DW, 


DCD 也 -(O 
dW Dy 
2) 不 变 因子 在 宴 等 误 换 之 下 不 变 ， 就 是 说 不 变 因 子 是 相 括 之 
下 的 不 变 基 ， 


3 ) 据 初 等 因子 与 不 变 因 子 之 关系 ， 初 等 因子 在 初等 变换 之 下 
不 变 ， 即 初等 因子 也 大 相抵 之 于 的 不 变量 ， 
总 起 采 ， 得 到 了 
同 秩 4- 阵 人 4 人 -一 > 了 (人 充分 必要 条 忻 是 有 相同 的 不 变 因子 ， 
回 秋 守 阵 有 0D 一 BC 充分 必要 条 人 忻 是 有 相同 的 初等 因子 
组 ; 
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闻 牧 1 阵 本 (他 一 一 了 (人 充分 必要 条 件 是 有 相同 的 行列 式 因 
了 

辣 秩 1- 阵 4 起 一 > 充分 必要 条 件 是 在 相同 的 标准 形 ; 

同 壬 i- 阵 (DD 一 一 B (WV 充分 必 驱 和 茶 件 ， 存 在 可 遂 4- 阵 了 (加 ， 
00)， 使 

BOW = PO ACQ OD. 

其 次 有 了 定理 4， 可 以 总 结 求 不 变 因 子 和 初等 因子 组 的 方法 如 
下 : 

1) 通过 初等 变换 ， 将 4- 阵 化 为 标准 形 ， 求 不 变 因 子 ， 再 求 初 
等 因子 组 ; 

2 ) 道 过 砷 等 变换 ， 将 村 阵 化 为 对 角形 ， 先 求 对 角 线 上 各 客 项 
式 的 标准 分 解 式 ， 从 而 求 出 初等 因子 组 ， 再 求 不 变 因子 ; 

3 ) 先 求 订 阵 的 行列 式 因 子 ， 然 后 求 不 究 因 子 ， 再 求 初等 因子 
组 ， 

一 般 说 来 ，2 ) 是 比较 方便 些 ， 因 为 化 对 角形 还 是 易于 做 到 
的 。 但 4- 阵 比较 特殊 ， 行 列 式 因子 好 求 ， 那 当然 用 3) 为 宜 ， 比 如 
象 x* 阶 若 当 抉 


a Ji= | ‘Pl ™, 


一 | 
4 一 Pi —1 、 = (Dt 
A 
A— ns 
于 是 41 -J 的 #~1 阶 的 行列 式 因子 Pri)D=1， 歼 
DD =1, 也 《和 =。 Dd = CQ- pnD", 
因而 不 次 因子 为 
dD =, d= A 
其 初等 因子 组 为 4 一 p)" 

当 给 年 4- 阵 开始 不 好 求 行列 式 因 子 ， 可 先进 行 初等 变换 ， 化 到 
一 定时 候 行 列 式 因子 萄 求 了 ， 这 时 也 可 用 3 ， 即 2) 与 3) 结合 
起 采用， 

第 二 ”为 了 解决 本 节 的 第 二 个 问题 ， 先 通过 证 明 命题 3 、 命 题 
4 解 次 了 方 阵 44 与 其 有 理 型 阵 有 相同 的 不 变 因 于， 要 与 其 若 当 弄 阵 
有 相同 的 初等 因子 组 。 从 而 得 到 了 二 指 特征 矩阵 与 其 有 理 型 阵 、 闭 
尖 型 阵 的 特征 第 阵 相 抱 。 接 着 通过 命题 5 、6 的 准备 证 明了 二 数字 
上 矩阵 相似 的 充分 必要 公 件 其 特征 第 阵 相 抵 ， 从 而 得 到 了 

A~N, A~J, 
这 里 避 为 才 药 有 理 标 准 形 ， 了 为 二 的 若 当 标 准 形 。 

第 四 通过 解决 本 节 的 两 个 问题 ， 得 到 了 

两 个 数字 矩阵 4 一 了 3 的 充分 必要 条 件 不 变 因 子 相 回 ， 4~8 的 
充分 必要 条 件 初 等 因子 组 相同 ，4 一 8 的 充分 必要 条 件 行 列 式 因 子 
相同 ， 4~3 的 充分 必要 条 件 4I- 4 与 杂 -3 的 标准 形 站 同 ， 
有 1 一 B 的 充分 必要 条 人 性， 看 在 可 道 宁 阵 了 ti)，0 (VD， 使 

Al— B=P) GAT A}Q OD). 

上 述 这 些 条 人 性 是 判别 两 个 数学 矩阵 是 否 相 似 的 条 件 。 当 两 个 拖 
阵 是 具体 给 出 时 ， 要 判别 是 否 相似 ， 一 般 采 用 前 四 个 条 人 性 的 某 一 
个 ! 当 两 个 阵 都 不 是 具 剧 给 出 ， 要 证 明 两 个 阵 相 似 -- 般 用 最 后 这 个 
条 人 性， 当然 也 可 能 用 前 也 个 条 件 ， 
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第 五 ”利用 初等 因子 、 不 变 因 子 及 最 小 多 项 式 ， 得 出 了 判别 方 
阵 刀 与 对 角形 相似 的 条 件 ， 

1) 4 与 对 角形 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 为 4 的 初等 因子 都 是 一 
该 的 ; 

3 ) 有 4 与 对 角形 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 是 扫 的 最 小 多 项 式 无 重 
根 . 

通过 这 一 节 的 学 习 ， 要 求 读者 

1) 正确 琴 解 和 掌握 不 溉 因子 、 初 等 因子 、 行 列 式 因子 的 概念 
及 并 相互 关系 局 及 可 道 1- 阵 与 初等 人 - 阵 之 关系 ; 

2 ) 和 滞 握 酚 个 4- 阵 相 欣 的 条 件 ， 且 会 判断 两 个 人 阵 是 否 相抵 ; 

3 ) 掌 气 两 个 数字 矩阵 相似 的 条 件 ， 且 会 多 断 两 个 数字 符 阵 是 
否 相 似 ; 

4 ) 能 够 运用 相抵 的 条 件 、 相 似 的 条 忻 以 及 若 当 标 淮 形 论证 有 
关 问 题 . 

这 一 节 球 贰 说 明 的 ， 

1) 数字 矩阵 4 的 有 理 标准 形 ， 如 不 计 对 角 线 上 诸 块 的 次 序 是 
由 万 唯一 决定 的 ， 这 因为 不 变 因 子 由 有 4 唯一 决定 ， 每 个 不 变 因 子 的 
什 氢 陈 由 那个 不 变 因 了 于 唯一 决定 ， 剩 下 只 是 有 型 型 阵 对 角 绕 上 请 伴 
避 阵 的 次 泽 先 后 有 廊 不 同 而 已 ， 据 命题 3 和 定理 5， 各 伴侣 阵 任 一 
次 序 所 构成 的 有 理 型 阵 都 相似 于 .4 ， 

2 ) 数字 算 阵 的 车 当 标 准 形 ， 如 果 不 计 对 角 强 上 诸 块 的 次 序 ， 
基 由 刀 所 唯一 决定 的 。 这 基因 为 如 的 初等 因子 组 是 由 人 4 唯一 决定 ， 
而 每 个 初等 因子 唯一 决定 一 个 若 当 顽 ， 炙 下 的 只 是 各个 若 当 抉 在 车 
当 型 阵 的 对 和 角 线 上 先后 次 序 不 同 而 马 ， 据 命题 4 与 定理 5， 各 个 车 
当 块 性 一 次 序 所 构成 的 荐 当 型 阵 都 相似 于 44， 

3 ) # 阶 数字 矩阵 人 4 的 特征 惩 阵 的 行列 式 恒 不 为 0 ， 即 1 41, 一 
本 夺 0。 于 是 4 的 行列 式 因 子 已 (人 = Ml -A| 寺 0. 
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[例题 选 解 


例 1 若 了 =P-4DP，B=P A,P， 则 4,+ A,~B, + B,, 
AA,~BB,， 上 A 和 ~ 上 BI， 当 了 lx) 为 任 一 多 项 式 ， 且 B=P 了 AP， 
那么 了 (3B) = 了 CA}YP。 其 中 不 为 常数 。 

证 明 因为 B+B,=P iAP+P iAP=P (A+) 所 
+ 有, 一 B+ B,， 辐 理 辣 证 A,A,~BB,, &A~B,, 

及 ND) = 

FB) = AB"+aB litt dB + a,l 
= a (PiAP)* + a {PAP IT rt a,b AP+a,l 
=aP iAPtaP APT ta APtasP iP 
=P (aA ta dd" ltt a dddta DP 
= P(A)P, 

例 2 如 果 a 阶 阵 4 适合 4:= 由， 则 称 作 为 疑 等 阵 。 证 明 红 
等 阵 的 特征 根 上 只 有 1 或 9， 

证 明 假设 4 是 4 的 特征 根 ，a 是 妈 的 属于 4 的 特征 回 量 ， 
那么 必 有 有 4a = ixw。 于 是 

Aa= Aia = Ata) = A = itAdo) = Me， 
因此 ， 市 
ia= A 或 ADa=0, 
由 于 xsf0， 所 以 必 有 4 一 站 =0，402 一 了 =， 车 1=0 或 414= 了 1 

例 3 ”两 个 矩阵 有 完全 相同 的 特征 根 时 ， 那 么 它们 的 特征 向 量 
也 相同 吗 ? 

解 ”不 一 矩 ， 比 如 

0 一 了 一 2 一 二 
3 ) 6 5 ) 
的 特征 根 多 为 1，2 ,但 4 的 属于 1、2 的 特征 问 直 分别 为 
km = E(t-—2, 1) 二 【一 人 内) 
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es= 志 (一 1，1) = {上 点， 上 为 非 0 常数 ， 
而 下 的 属于 1、2 的 特征 向 基 分 别 古 
EB = 下 【一 2，3) = (-26, 3E) 
p= (一 1，2) = (一 足 ，2)， 卡 为 非 0 常数 ， 
可 见 有 4 与 的 特征 向量 者 不同， 邦 有 4,B 没有 相同 的 特征 向 下 。 
例 4 设 ”和 阶 方 阵 人 4 有 *# 个 不 同 的 特征 栋 入 ，，…，4, 求 
41 一 4 的 秩 ， 守 = 1，2， …， 罗 。 
解法 一 ”由 题 度 知 ， 每 个 4; 都 是 单 根 ， 证 5540 的 维 数 为 
1 ， 所 以 对 应 于 冯 的 特征 方程 组 
(Al— AX=0 
的 其 础 解 系 所 会 回 景 的 个 数 为 1 ， 于 是 1 一 矶 的 秩 为 #* 一 1， 
解法 二 ”由 题 设 知 ， 存 在 可 逆 阵 了 了， 使 


A 
P-iAP -= | 
3, 


的 牧 为 #1i1。 田 一 方面 ， 册 
il— PAP=P (hI AYP, 
说 明 1 一 尾 的 秩 为 #* 一 1, 
例 5 设 a、8 分 别 是 上 4 的 属于 不 同 特征 根 Xa (tt 的 特 
征 向 其 ， 证明 x+ 有 不 是 4 的 特征 向 基 ， 
证 明 反 证 法 假设 a+8 是 4 的 特征 向 量 ， 那 么 必 有 
dte+ 记 =1+ 月 ， 或 da+<48= 和 机 +iD， 
又 4a= ia 48=ip， 于 是 Aa+ AB= w+ 加， 故 有 
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Aat P=ietip, 或 AU- iNaet MA-ApP=0, C*) 
由 于 a，8 是 4 的 属于 不 同 特征 根 的 特征 向 量 ， 因 而 是 钱 性 无 关 
的 。 因 此 由 (*)， 必 有 
1- 站 =0， 4 一 训 = 人 0 或 入 = 上 与 六 宙 不 盾 ， 
从 而 可 知 ，w+P 不 是 本 的 特征 向 量 。 
例 6 说 


1 一 2 2 
2 
2 4 一 3 
计算 .44 奸 汗 中 ， 


这 个 例子 ， 直 接 计算 A 显然 不 行 ， 那 么 车 可 相似 于 一 个 对 角 
形 就 好 办 了 。 于 是 看 所 是 否 相 似 于 对 角形 ? 


解 出 
-1 2 -2 
[A-A=| yy | = Q~2):0+7) 
-2 —44+2 


知 44 的 特征 根 为 2，2， 一 7. 
而 Sat2) = {EC2,0, 1) + EC0, 1, IT &,, ,ED), 
Fat—7) = {E01,2, -2)| ED}. 
子 是 扫 4 的 完全 特征 向 量 系 为 
C2, 0,1), 00,1,1), (1,2, —2), 


2 0 1 
"| 1 :| 
1 1-? 


故 


则 
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/4.1 1 

2 0 1 AS | 9 9 9 
= | 2 5 4 
1 2 ‘ -2 5 4 

1 1 -2 (~ DH | 1 2.2 
| 3 


— trl+2C— 7 5X2k 十 和 (一 7)< 2tt2— 4(—7)* 


17 2 tT t+2C— 7 ttl a(— 7)t 
2 2 0)* SACI 5x2t+4C-7)Y, 


例 7 证 明 ， 车 4~B， 则 万 与 了 B 的 最 小 多 项 式 相 同 ， 反 之， 
铬 有 所 与 的 屋 小 多 项 式 相 问 ， 那 么 扫 与 8B 相似 吗 ? 

证 明 设 中 人， 节 ( 分 别 为 4,B 的 最 小 多 项 式 ， 由 于 它们 
首 系 数 为 1 ， 若 证 它们 相等 ， 只 须 证 互相 整除 妈 可 。 令 3 = P-L4P. 
因为 

p(B) =gtP" AP) =P"'g td)P =0, 
所 以 0] gl。 又 因为 
pA) =$ (PBP™') = Py (B)P*!= 0, 
所 以 pV) 。 因 此 pnD = 攻 人 0 。 
反之 ， 不 一 定 。 比 如 
2 2 
人 
3 1/ 3 


的 最 小 多 项 式 均 为 人 -2 -3), 但 妃 与 B 不 相似 ， 因 为 上 的 特 


生 民 


征 和 多项式 为 (4-2) (4 一 3)7 与 了 的 特征 多 项 式 Q0~2):(- 引 ) 不 亲 ， 
例 8 设 2，t:，f， 为 三 维 空间 的 标准 正 交 菇 后， 而 


t= (26 二 26 一 人， qt), 
2 
那么 my，5，& 也 是 标准 下 交 基 底 ， 
证 明 ”在 第 四 节 自 学 指导 的 说 明 1 ) 指 出 ， 一 个 向 量 组 ab aa， 
…， en 为 标准 正 变 基 底 必 要 而 且 只 要 
1， 了 一 
0， 75) ， 
于 是 下 和 面具 须 证 明 这 个 条 件 成 立即 可 ， 
事实 上 ， aol = ete) et 2 


Ci = 


= + Pes — Ps) (D6 + DF — #39) 


= der + ees — Pepy Tt ee + de es 
一 由 — Bel, 一 了 Pie t sse ) 
= 4+0-0t0+0+4-0-0-0+) 
=1, 
同盟 可 证 ca = 0， Ay = 0, Ha =0, Em =1, om =0, Aya = 
,AT7: = 0, a = 1, 故 GU 为 标准 正 交 基底 . 
例 9 ” 设 有 4 为 正 交 阵 ， 若 14| = -1 ， 则 -1 必 为 如 的 特征 根 ， 
证 明 要 证 -1 是 4 的 特征 根 ， 据 定义 ， 呈 须 证 |(- D1- 4 
= 六 即 可 。 
事实 上 ,|(- 了 DT- 4 = |- 了 -= 4 了 A -Dn 
= 4 IDA-IH=1A 1-1- A 
= [A [1-4)" = 1A: -工人 1， 
即 [ -DTI-4= 1A 1-1- .Al., 
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由 [A = 1， 基 以 有 
[I(-DI-Al=-1(-11- 4., 
鼓 
21(-11- Al =0， 从 而 |(- DI- A|l =0. 
因此 ， 一 1 是 有 的 特征 根 ， 
例 10 设 有 4 为 s 阶 实 对 称 阵 ， 且 4: = 1,。 证 明 ， 存 在 正 交 阵 
1， 使 


| 


证 明 ”因为 实 对 称 阵 ， 据 本 章 85 定 理 2 的 推论 1 ， 存 在 正 交 
阵 T,， 合 


4 
| 、 ) 
， 1) 
A 和 


其 中 i; 为 4 的 特征 根 ， 因 而 都 是 实数 ， 
又 


A 
| 、 
年 A 再 
而 
TIATITIAT, = TAAT, -TAT = 1, 


所 以 ， 有 
A ) 1 
(~ 


| 


于 莽 4 一 二 4; = 荆 或 一 1， f=， 2， 人 
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地 《1) 中 的 如 适当 的 调换 一 下 次 序 ， 使 等 本 1 的 ;都 调换 到 
左上 方 ， 等 于 -1 的 均 调 到 右 赴 方 的 人 让 置 。 这 个 调换 过 程 ， 实 
际 上 调换 了， 的 列 ， 而 二 是 正 交 阵 ， 变 换 列 后 仍 为 正 详 阵 。 令 交换 
列 后 的 正 交 阵 为 了 ， 因 此 有 


T-iAT = 1 
-1 
例 ]1 俊 fx ns xn) = ‘AX 是 一 个 实 二 次 型 ， 4 1 


"A 为 所 4 的 # 个 特征 根 ， 且 4 委 机 和 受 …… 委 4 证 明 ， 对 任 一 实 
# 维 加 其 


AX'IXENX AXNLA RE, 
证 明 由 题 傣 知 妇 为 对 称 阵 ， 均 存在 正 交 阵 工 ， 使 


A 
T'AT | 、 ) 
2 


ni" 时 


其 中 每 个 4 均 为 4 的 特征 根 ， 
在 二 次 型 了 (xX,，…，xs) =X'AX 中 ， 令 满 秩 变数 变换 为 


X=TY， 其 中 (1: 


ns 


则 雁 
fm, ey Wo) = KIAR=Y'T'ATY 


#27 


1 
= Cyn | ~ li : 
A Tn 


| 


二 A 十 二 A Yn 


于 昵 
AY IY = 和 (有 十 二 
A t=, 
其 有 
而 XR= YTTY =Y'Y, 


所 以 ARINAE N'AN A NN. 

酌 12 设 4,B 去 为 正 变 阵 。 证 了 明 ， 存 在 正 交 阵 了 ， 合 了 4T 
= 卫 的 充分 必要 条 件 是 女 与 8 的 特征 多 项 式 让 同 ， 

证 明 ”必要 性 是 贿 显 的 ,下面 只 须 证 明 充 分 性 。 因 为 肌 ,.8 汐 
为 正 变 阵 ， 那 么 44,B 的 标准 形 均 由 各 和 白 的 特征 根 叭 一 决定 ， 充 其 
量 只 差 对 角 线 上 各 块 的 顺序 。 出 题 设 知 有 4 与 了 的 特征 根 相 奖 ， 邯 要 
与 也 的 标准 形 相 同 ， 于 是 存在 正 变 阵 了 ,，T:， 使 

TAT,=T,'BT, 或 了 TTLdTT, := 了 。 
念 工 = 了 T 了 T! 则 T-4T = 了 
例 13 设 
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1 
(4 一 二 (一 2) 7. 


于 是 4 的 初等 因子 组 闵 4-23， GQ- 了 D:,， 让 


2 
人 
0 1/. 
为 了 计算 A 必须 计算 出 适合 
piAP=] 


的 可 道 阵 了 。 下面 就 这 个 例子 介绍 求 了 的 方法 ， 
假设 


4 
| P= (CX, 闪 ， 六) 
4 1 
| 


2 » 


那么 
3 
| 1 
4 7 
即 
1 
A(X, X, X») = (X, X, | 1 1 
1 
亦 即 
(AX, AX, AX) = (HX, 4X, Xi+hX) 。 
于 是 


AX = UN, ARN,= iX,, AN,= XK,+AN,, 
因此 Ul— AYXI=0, Hl AKX =0, Wl- 和 = 一 和 
放 和 ,，X: 分 别 是 4 的 属于 4 4 的 特征 向 城 ， X， 是 上 述 最 后 
一 个 方程 组 的 解 向 量 。 把 XXX ，xX 求 出 后 ， 也 就 求 得 了 我 们 所 


4 


A 1 
| 1 : P= (XX 用。 及 及。 
A 


那么 
， 2 1 
47 入 。 站) 一 CK 六 2 1 ! 
A 

于 是 

CAX, -4 区 AX,) 一 (A 碟 | 十 放 攻 。 入， 上 A 
因此 

作 有 = 轴 居 1 人 入 一 其 十 轴 基 2 X= ,+ AX,, 
即 


CA- DK 0 AT- ADK,=— KX, Ml- AYX = -KX,, 
故 < :是 亏 的 属 寺 4 的 特征 向 景 ， 解 后 两 个 线性 方程 组 就 得 到 XX，、 
X 5 从 而 就 求 得 了 所 需要 的 工 。 

因为 已 经 知道 了 是 存在 的 ， 所 以 上 面前 后 两 个 方程 组 一 定 有 
解 ， 就 是 说 和 天，X 一 证 能 求 出 来 当然 和 和 六 ， 祥 不 
是 唯一 的 ， 这 也 说 明了 不 是 唯 一 的 ， 

在 一 般 情 况 下 ， 了 也 可 以 这 样 求 得 ， 

现在 加 过 来 求 例 13 的 了 。 已 知 4 的 特征 祖 为 2,1,1。 丽 4 的 属 
于 2 的 特征 向 量 就 是 方程 组 


一 2 —6 0\ 人 0 
3 6 17\ x, 0 


的 非 堆 解 。 解 之 得 一 个 解 为 
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0 


又 4 的 属于 1 的 特征 向 量 是 方程 组 


-3 -6 0: 
em ， 
3 6 0 


1 
_1 


再 解 方 程 组 


-3 ~6 0 


(1.1~ A)yX= 久 ,或 | 6 


得 解 为 


A pip 1 0 72 -1 1 
= PP = ( 2 | 1 | 
1 -1-— 1/ -2 1 


- 


3 6 0 


~ | 
和 


W 


| 
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是 令 
于 是 


故 


-19 10 0 
-a 21 0 
~ 1003 一 1035 1024/" 
例 14 ”证 衣 ， 对 任 --4- 隆 万 (2 ， 都 有 
CD CWI Di Ca -Dirndl). 
证 明 ”因为 
Ded) = dD .dr ON 
DD = 机 (和 
Di 三 机 
dr td) = OD dd), 


所有 = dD dr CO adr de 0) 
= dD de CA dr DF) 
= Dead dd., 

Died] Di tA) Dr cA). 


例 15 设 # 阶 方 阵 所， 适合 4:+ 4 =21,， 试 问 44 能 否 与 对 角 


形 阵 相似 ? 


解 ”， 出 有 :+ 有 =21,, 得 A:+ -21,=0， 故 有 4 为 多 项 式 了 (0) = 
六 + 4 一 2 的 根 ， 而 = 可 +4-23= (4-1) (4+2), 
重 根 ， 据 本 章 83 命 题 上 4 知 ， 毛 的 最 小 多 项 式 yp (VD 必 整 除 六 六， 甘 


此 9( 无 重 根 ， 于 是 二 与 对 角形 阵 相似 . 


例 16 求 出 三 阶 宕 等 阵 扫 的 -- 切 可 能 的 若 当 标准 形 . 


解 由 于 A'= A 即 A:—A=0, 故 有 成 为 多 项 式 了 (2) = A 
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即 f(D 没有 


的 根 。 而 有 4 的 最 小 包 项 式 vt 办，yp D1fCD， 于 是 gD 可 能 为 7 
4 一 工 ， 在 一 4 世 就 是 所 的 最 后 一 个 不 变 因 子 dA) 可 能 次 Ah 由 一 
1 A,. 

1) 洲 中 (=4， 则 必 有 入 =X， 和 (WD =4。 这 时 4 的 初 
等 因子 组 为 4，4，4。 故 妈 的 营 当 标准 形 为 


2) 车 3 人 (人 =4-1， 刚 必 有 由 人 =-1， (办 =2-1，。 于 
是 有 4 的 初等 因子 组 为 1-1，4-1，4-1， 故 4 的 车 当 标 准 形 为 


人 


3) 车 中 人 = 站 -人 则 天 =1 (0) =1 或 0 =4-1， 
di =1, 

当 dt) =4 时 ， 才 的 初等 因子 组 为 可 4-1， 故 4 的 车 当 
标准 形 为 


人 


当 do =42-1 时 ， 妈 的 初等 因子 组 为 心 41-1，1- 1， 故 4 
的 若 当 标准 形 为 


和 


和 


综 上 所 述 ， 三 阶 丢 等 阵 4 的 一 切 可 能 的 车 当 标 准 形 有 且 只 有 下 
列 四 种 ， 
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0 1 f 0 
(oe( 
0 1/ ， 了， 11, 11. 
例 17 设 # 阶 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 为 (四 ， 特 征 多 项 式 为 
1 证 明了 OD| 你 人 7 
证 明 ”由 于 方 阵 妈 的 最 后 一 个 不 蛮 因 子 是 把 的 最 小 多 项 式 ， 邯 
4dr) =w (人 。 而 其 他 不 变 因子 吃 人 =1，2，…，# 一 也 都 能 整 
除 qi， 也 就 是 
dD ol), f=1, 2, 1 #1, 
从 而 有 
d OD dD ds WO) pV)", 
而 foD = A- A = dD dD dd) , 
故 fF! oD, 
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第 十 一 章 ”线性 空间 


内容 提要 


线性 空间 理论 是 以 下 三 章 的 基础 ， 也 是 高 等 代数 的 重要 组 成 部 
分 ， 

我 们 以 # 维 向 量 空 间 一 一 * 数组 空间 F™ 为 基本 模型 ， 集 中 了 分 
散 着 的 茶 些 高 等 代数 的 讨论 对 象 ， 如 5xJ，Mx(F) 等 ， 从 中 归纳 
出 它们 共同 具有 的 基本 性 质 ， 这 样 就 时 出 数 域 了 上 线性 空间 的 购 


上 


J 本 


全 章 翰 七 节 ， 前 四 节 讨 论 一 般 线性 空间 的 基本 性 质 ， 五 、 六 两 
节 介 绍 有 限 维 空间 的 特殊 的 一 些 结果 ; 大 后 一 节 给 出 线性 空间 的 同 
构 概 念 及 简单 性 质 ， 

本 章 的 主要 概念 是 ， 

线性 空间 、 子 空间 、 有 了 眼 生 成 子 空间 ; 

了 空间 的 交 、 和 、 直 和 和; 

线性 表 出 与 等 价 、 线 性 相关 与 线性 无 关 ， 极 大 线性 无 关 组 与 
秩 : 

有 限 维 线性 宅 间 、 基 原 ， 维 数 ; 

一 个 向 基 的 艇 标 、 一 组 向量 的 坐标 算 阵 ; 

问 构 映射 、 辐 攀 的 线性 空间 ， 

本 章 的 主要 结果 是 ， 

1 ) 非 空 了 集 * 构成 子 空间 的 充分 必要 条 件 ， 

3) 和 半空 间 是 直 和 的 充分 必要 条 作 ; 
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3 ) 关于 线性 宕 出 的 基本 性 质 ， 即 $4 命题 3 ; 

4 〉 极 大 线性 无 关 组 的 存在 性 ， 即 办 命题 4 ， 

5 ) ? 维 线 性 室 间 中 # 个 向 量 构成 基 亡 的 条 件 ， 即 85 命 题 1 ， 

6 ) 有 限 维 子 空间 的 和 与 交 的 维 数 关系 ， 即 35 作 题 5 

7) 在 有 限 维 空间 里 ， 关 于 线性 关系 的 向 熏 、 数 组 、 和 矩阵 的 等 
价 者 现形 式 ， 即 8 定理 及 推论 ; 

8 ) 基底 变换 公式 与 坐标 变换 公式 ; 

9 ) 同 构 的 空间 、 局 构 映 射 的 主要 意义 ， 即 外 命题 13 

10) 关于 有 限 维 室 间 的 亲 构 定理 ， 即 87 命 题 2 ; 

1l) 线性 室 间 的 同 构 关 系 是 等 价 关 系 。- 

本 章 的 主要 方法 ， 我 们 只 强调 一 点 ， 即 讨论 有 限 维 空间 的 基本 
方法 一 -坐标 法 。 这 就 是 在 * 维 空间 中 取 定 一 个 基底 之 后 ， 这 个 * 维 
空 向 就 完全 的 具体 的 转化 为 数组 空间 FF 中 ,而 且 把 F" 中 的 数组 号 成 
# xX 1 或 1 x # 和 矩阵 的 形式 都 可 以 ， 因 此 ，* 维 空间 中 一 切 与 线性 运算 
有 关 的 问题 都 归结 为 x 数组 的 情形 去 予以 讨论 ，、 和 解决， 

学 习 本 章 除了 掌握 好 以 上 三 个 基本 方面 的 内 容 之 和 外， 弥 瑟 一 批 
其 体 的 例子 也 是 非常 必要 的 。 正 文 各 节 中 提供 的 例子 已 比较 充分 ， 
首先 应 理解 这 批 例子 的 凡 容 、 方 法 和 意义 ， 


[内 容 分 析 ] 


§1 线性 空间 的 定义 与 简单 性 质 


应 当 说 ， 本 节 内 容 我 们 是 比较 熟悉 的 ， 因 为 在 第 六 章 已 经 相当 
充分 地 讨论 过 * 维 品 量 空 间 的 基本 性 质 ， 正 因为 这 样 ， 我 们 需要 明 
多 指出 的 是 ， 线 性 空间 概念 的 一 般 性 , 

首先 ， 从 名 称 上 就 有 所 不 同 ，# 维 癌 量 空间 是 专 指 # 数 组 空间 来 
说 的 ,出 线性 罕 间 的 元 素 当 然 不 一 定 龙 # 数 组 ,因此 x 维 向 其 空间 都 是 
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线性 空间 ， 查 一 个 线性 空间 不 一 定 是 4 维 向 量 空间 。 这 说 明 ，z#* 维 问 
景 空 间 是 线性 空间 的 特例 ， 而 线性 空间 则 是 * 维 向 量 空间 的 一 融 
化 。 线 性 空间 入 念 所 包含 的 范围 监 比 s 维 癌 量 空间 广泛 得 多 ， 不 过 ， 
有 的 书 上 一 律 者 用 商量 空间 这 一 名 称 ， 这 当然 是 可 以 的 ， 

其 次 ， 应 当 注 意 到 线性 空间 这 一 概念 的 抽象 性 。 这 主要 体现 在 
两 个 运算 上 ,我 们 已 经 了 解 ， 一 个 集合 上 的 运算 叫 什么 和 名称 并 不 是 
本 质 的 东西 .关键 在 于 运算 规 列 的 特性 。 内 此 一 个 运算 是 加 靶 ， 来 
必 就 是 我 们 通常 所 说 的 加 法 ， 退 一 步 说 ， 更 不 必 是 数 的 加 法 ， 因 为 
施行 运算 的 对 象 大 可 不 必 是 数 ， 同 理 ， 所 说 的 仿 数 乘法 当然 也 不 一 
定 是 通常 的 倍数 。 这 样 ， 做 为 线性 空间 的 两 个 运算 ， 如 法 与 倍数 乘 
法 ， 日 然 就 不 一 定 是 通常 意义 下 的 加 法 与 倍数 乘法 ， 之 所 以 还 这 样 
叫 法 ， 就 是 因为 还 是 用 通常 的 加 法 与 倍数 乘法 所 具有 的 性 质 来 要 求 
这 两 个 运算 ， 即 所 说 欧 八 条 运算 人 性质， 

现在 我 们 用 一 个 具体 蚀 子 来 说 明 一 下 这 个 问题 ， 

DD 起 实数 域 ，D' 是 正 实数 集 。 我 们 考虑 以 下 两 种 运算 

0 《Gy 了) [pad, Bavb=ab, a, bED:, 

0 CB, 0) I—rat, BEoa=at, WEED, aED+. 
显然 ，”" 这 个 运算 就 是 通常 数 的 乘法 ，。%: 就 是 通常 的 指数 运算 。 现 
在 我 们 描 ”% 志 做 “如 法 ”， 并 且 为 了 与 这 个 叫 靶 相 适 应 ， 把 s， 政 记 
为 二 ;把 o 叫做 倍数 乘法 ， 符 号 改 记 为 @。 于 是 我 们 可 以 验证 ， 关 
于 这 两 个 运算 ， 转 与 @®,，D'! 组 成 D 上 的 线性 空间 。 为 此 ， 必 须 验证 
八条 算 律 都 成立， 

1) ez = ta 

2 (GD) De = eB LD) 

3) afB1l = a= 1a, aE Dt 

4) YaEDr， 有 aEDt! 合 4 旬 4'= 1= 4 外 a 

5) £0 (4D) = EOD DEDD 

6) 《+ 站 加 2= (Gd 四 人 4) 

CD) a= EO a) 


人 
Wr 
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8) 1 = a, E,iED, or 
验证 方法 部 一 样 ， 主 要 基 记 清 欠 与 人 @@ 的 具体 方法 ， 上 比如 验证 5) 域 
Ys 

KO (De) = 8 (ad) = (tab), (EO BED = ers = 
atbt= Cab)t 
所 以 5 成立， 这 样 ， 正 实数 集 D'!* 就 是 实数 域 D 上 的 线性 空间 。 每 
一 个 正 冬 数 者 是 D1 中 的 向 量 ， 特 别 地 ， 正 实数 1 是 D? 中 的 零 阿 量 ， 


向 二 4 的 负 向 量 是 二 


$2 子 空间 


子 空 间 板 念 在 线性 空间 理论 中 有 着 重要 的 作用 ， 

在 子 空间 的 定义 里 ， 明 确 要 求 子 空间 的 运算 与 全 空间 的 送 算 
必须 是 一 致 的 。 这 应 当 说 是 自然 的 ， 否 则 就 失去 子 空 间 的 意义 
了, 

生成 子 空间 的 方法 其 重要 意义 在 子 它 的 普遍 性 ， 即 任 一 子 空 间 
都 可 以 用 生成 子 空间 的 方法 得 到 . 

有 限 生成 的 空间 是 一 类 特殊 而 重要 的 线性 空间 ， 在 高 等 代数 里 
主要 是 讨论 有 限 生 成 的 线性 空间 。 


$3 村 空间 的 交 与 和 ” 直 和 


子 空间 的 交 与 和 是 比较 具体 的 两 个 概念 、 值 得 注意 的 是 ， 不 要 
把 两 个 于 空 知 的 和 与 两 个 了 于 空间 的 并 混同 起 来 ， 二 者 有 很 大 的 差 
天 。 利 是 一 个 子 空间 ， 并 则 未 必 ， 并 总 是 和 的 子 集 ， 

直 和 是 个 重要 的 概念 ， 在 以 下 的 讨论 中 经 常 要 用 到 ， 就 本 节 来 
说 ， 主 要 应 当 看 到 直 和 在 分 解 化 简 线 性 空间 方 而 的 意义 (命题 1 与 
3)， 
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$4 线性 相关 性 


线性 相关 人 性 概念 是 线性 空间 理论 的 茶 太 。 由 于 这 些 概 念 与 # 数 
组 的 悄 形 完全 一 致 ， 因 此 这 时 没有 更 多 的 话 可 说 ， 
命题 3 是 个 很 重要 的 结果 ， 它 体现 了 线性 表 出 关系 的 一 个 基本 
特性 。 另 外 命题 3 的 证 明 方 法 也 是 值得 注意 的 , 它 说 明 , 对 一 般 线 性 
空间 的 线性 相关 性 问题 ， 线 性 方程 组 的 理论 仍然 起 着 重要 的 件 用 。 
命题 4 及 其 推论 的 重要 意义 在 于 它 对 解决 有 限 生 成 的 线性 空间 
的 结构 奠定 了 基础 ， 这 在 以 下 两 节 中 将 春 得 很 洁 楚 , 
命题 4 的 证 明 可 以 用 数学 归纳 法 处 理 得 清楚 些 ， 
事实 上 s=1 时 ， 命 题 显然 是 成 立 的 ， 
归纳 假借 对 :一 1 个 向 景 的 情形 命题 成 立 。 去 证 对 于 :个 向 量 的 
情形 命题 也 成 立 ， 考 虑 
Cy op ss 
的 前 一 1 个 阿 量 ao 2&0。 加 果 , 94; ya 全 者 是 零 向 量 ， 
那 双 必 有 &, 关 0。 这 时 a 就 是 a az ar 的 极 大 线性 无 关 经 。 如 果 必 ， 
az …, 9- 不 全 是 零 向 量 ， 由 归纳 假设 ， ay 0,…', 0_-: 有 极 大 线性 
无 关 组 。 页 可 仿 
Cis Cra Oy 
是 aa ar- 的 一 个 要 大 线性 无 关 组 。 下 面 考 准 
人 有 Cs "is 
如 果 它 线性 相关 ， 那 么 cp ar year 就 是 ac yay 的 概 大 续 性 泡 
关 组 ， 如 果 crp cs … Qin 0 是 线性 元 关 的 ,那么 它 就 是 2 er es 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 


$5 有 限 维 空间 


葵 原 和 维 煞 是 有 跟 维 空间 的 基本 特征 。 有 跟 维 室 间 理论 的 任 合 
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一 个 结果 部 是 通过 基 席 和 维 数 体现 的 。 因 此 了 解 有 限 维 空间 的 荡 廊 
性 质 无 疑 是 必要 的 。 对 此 ， 命 同 1 是 有 用 的 . 

命题 3 说 明 有 限 生成 前 与 有 限 维 的 这 两 个 概念 是 等 价 的 . 

命题 5 是个 重要 结果 ， 在 许多 关于 子 空间 的 问题 中 有 状 重 要 作 
用 ， 

最 后 我 们 指 册 ， 只 食 一 个 向 景 的 零 空 间 {0} ， 按 定义 ， 是 有 限 
维 空 间 ， 维 数 等 于 零 。 但 这 个 有 限 维 空间 没有 基底 ，。 当 然 ， 有 维 数 
了 而 设 有 起 谨 的 线性 空间 就 此 一 个 。 


8$6 坐标 


坐标 进一步 体现 了 有 限 维 空间 的 本 质 ， 正 因为 有 了 坐标 ， 我 们 
才 对 这 样 或 那样 的 有 限 维 空间 有 了 统一 的 ， 具 体 的 ， 本 质 的 认识 . 
正 是 利用 坐标 ， 我 们 使 得 一 般 的 向 基 转 化 为 * 数 组， 并且 发 现任 一 z 
维 空间 与 a 数组 空间 的 一 臻 性。 还 是 利用 坐标 ， 使 得 矩阵 理论 成 了 
解 奖 有 限 维 线性 空间 的 线性 相关 性 问题 的 有 效 工具 ， 

十 分 明白 ， 华 标 是 相对 于 一 个 基 席 来 说 的 因此， 自然 需要 解 
决 在 不 同 基诺 上 的 坐标 之 间 的 关系 。 命 题 1 与 命题 3 回答 了 这 个 问 
题 ， 


$7 线性 空间 的 同 构 


同 构 是 代数 学 中 重要 的 慨 念 。 通 俗 地 说 ， 同 构 就 是 结构 相同 的 
意思 。 可是， 对 于 一 个 线性 空间 来 说 ， 什 么 叫做 它 的 结构 呢 ? 通 
过 以 上 郊 世 的 讨论 ， 我 们 已 经 比较 充分 的 觉察 到 ， 对 于 线性 空间 
VC(F) 来 说 ， 次 定性 的 东西 不 是 中 的 元 素 恕 何 ， 而 是 这 些 元 素 记 
施行 的 运算 ， 加 法 与 倍数 。 因 此 ， 由 这 机 个 运算 所 决定 的 性 质 才 是 
做 为 线性 空间 的 VV (了) 的 本 质 属 性 。 序 以 我 们 可 以 这 样 说 ， 由 VY (FF) 
的 加 法 与 倍数 乘法 这 讽 个 运算 所 决定 的 性 质 就 体现 了 三 (P) 的 结 
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构 。， 本 着 这 样 的 意 转 ， 线 性 空间 的 同 构 和 同 构 跨 射 的 总 义 就 比较 岛 
于 理解 了 ， 
上 述 观 念 是 沿 握 本 凶 理 沦 并 能 用 来 解 凑 一些 上 基体 问题 的 基础 ， 


[例题 选 解 3 


例 ] 替换 定 还 假设 
1 ar Ga ar 线性 无 其 ， 
2 ay Qs" 0: 能 用 PB,B,… 线性 家 出 那么 可 用 a Qs ……， 
x 伦 席 有 有 和 中 的 > 个 向 量 使 
Gy Rey Or Bs 站 
与 ,Bb,…, 等 价 .， 
证 明令 BB,…;B: 的 秩 为 ”1 不 妨 设 
Bs Bene, Ps 
是 - -个 极 大 线 性 无 关 组 ， 孝 BB py 与 刀 ,B,"*，BB 等 价 。 因 而 
2 ca 0 能 用 BB… 8, 线性 表 出 。 下 面 做 为 一 组 向 量 来 考察 
Gy Ga Go 有 3 (* ) 
Gd year 是 (+) 中 一 组 线性 无 英和 癌 基 ， 所 以 可 以 条 充 成 4* 的 一 
个 极 大 线性 无 关 组 如 下 : 
四 人 
于 是 aas ya Po 就 是 用 a 4;，…;G 替换 
BBoPerny py 中 的 "个 疝 量 之 后 得 到 的 与 PP 等 价 的 一 
给 问 莽 ， 
例 2 于 ,U 下 := 形 ,+ 到 : 当 且 仅 当 下 三 下 :或 凡 : 人 下。 
租车 到 出 玉 ,=W+W,， 矿 , 闻 W,， 于 是 对 任意 的 ar+ 
w+ + 或 taEW,. 但 
是 zi+easE 玫 否则 @E 下 ,从 而 矿 :三 天 ,这 古 不 可 能 网。 所 以， a + 
os 开平, 因而 ce 和 全:， 即 开矿 ,. 
反之 ，WEW, 时 ,WUW,=W,=W.+W, WY, W, 时 ， 
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WUW,.=W,=W,+W,. 

例 3 和 证,+ 印 ,+ 二， .是 直 和 的 充分 必要 条 什 是 UY,+ 
+ WN MW;= 0 i= 2,3, 3, 

证 明 必要 性 是 自明 的 ,为 了 证 明 充 分 性 ， 我 们 指出 零 向 量 的 
未 示 式 是 瞧 一 的 ， 设 

tat rt CH, 
如 于 aj 不 全 为 零 ， 必 有 a: 关 0，i>r 时 Qj;=0。 于 是 
Ot 
从 而 
Gr= — tat, 
这 表明 a,&€ 0+ 二 到 人们 研 ,。 这 基 个 矛 拓 ，。 所 以 零 半 量 的 表 
示 法 古 瞧 一 的 ， 故 充分 性 得 证 ， 
例 4 在 对 .CF) 中 求 子 空间 
W = {a fa tas tt don= 0} 
的 维 数 ， 

解 令 形 ,= {Ca EW a3;= 0}, W, = {an) EW i#7 时 si= 
0; ， 于 是 =WW WW dimW = #， dimWW,=# 一 14。 所 以 
dimt = (gp —#) 十 《一 1)》 一 经 一 

例 5 线性 空间 只 有 有 有限 个 不 同 的 子 空间 充分 必要 条 件 是 
dimy” <2, 

证 明 充分 任 是 明显 的 。 于 画 证 明 必 要 性 ， 用 反 证 法 。 假设 
dimV 之 2， 从 面 有 9 PEV, 但 a, 8 是 线性 无 关 的 。 考 颖 以 下 类 型 的 
一 维 子 空间 ， 

Etae+yr 与 工人 + ， 
我 们 证 明 ， 上 内 妆 ? 关 1, 点 有 上 lat? 有 关上 Lla+ 3s 有 ,否则 可 得 &+ p= 
(a+ 5B) ,并 且 上 天 1。 于 是 则 有 
《是 一 1 人 二 人 一 开 们 月 
因为 上 天 1, .上 式 说 明 a 与 #8 是 线性 相关 的 . 这 个 矛盾 肯定 了 L (a+xB)， 
4 和 ,是 两 两 不 同 的 子 空间 ， 故 上 有 无 限 多 个 不 癌 的 子 空间 ， 
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第 十 二 章 ”线性 变换 


[内 容 提要 ] 


如 正文 所 述 ， 线 性 变换 的 概念 就 是 线性 国 数 的 发 展 和 一 般 化 ， 
遂 过 大 直 的 实 重 可 以 看 出 线性 变换 概念 的 普 过 和 性， 不仅 是 代数 学 的 
重要 讨论 对 象 ， 在 其 它 的 数学 课程 里 也 有 广泛 的 应 用 ， 

企 重 七 节 分 成 两 段 ， 和 前 四 节 讨 论 一 般 线性 空间 上 的 线性 变换 ， 
后 三 节 专 门 诗 论 有 限 维 室 间 上 的 线性 变换 。 

本 站 的 主要 概念 是 

线性 变换 、 线 性 变换 的 运算 ， 可 逆 变 换 ; 

不 杰 子 空间 、 导 出 线性 变换 ， 便 域 与 核 ; 

线性 变换 的 特征 阅读 、 特 征 值 ; 

线性 变换 的 特征 子 空间 ; 

线性 变换 的 者 示 扎 阵 、 标 准 表 示 上 矩阵; 

线性 变换 的 秩 与 亏 数 ， 

本 各 的 主要 结果 是 

1. 在 一 个 线性 变换 o 之 下 ， 子 空间 的 象 是 子 空 间 ， 子 空间 的 
原 蒙 是 了 了 空间， 

2、 不 变 子 空间 的 交 与 和 还 是 不 变 子 室 间 ， 

3 。 特 征 问 量 的 性 质 ， 即 苦命 题 2 、 命 题 3 ， 

4. # 维 空间 的 线性 变换 与 # 阶 方 阵 的 关系 , 即 35 定 理 及 命题 1 

5， 秩 与 亏 数 的 关系 ， 即 85 介 题 3、 

86， 线性 变换 的 特征 向 日 、 特 征 值 与 其 才 示 第 阵 的 特征 根 、 特 
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征 阿 鼻 的 一 至 性 ， 即 $5 命 题 4 ， 

7 线性 变换 在 各 个 基 麻 上 表示 矩阵 之 问 的 关系 ， 即 6 定理 
1 、 定 理 2， 

8、 线 性 变换 的 有 型 标准 形 的 表示 算 阵 和 车 当 标 准 形 的 表 水 什 
阵 ， 即 $7 定理 1、 定理 2， 

本 瘟 的 主要 方法 是 

1、 求 线 作 变换 的 特征 委 、 特 征 问世 和 特征 子 空间 。 这 主要 是 
对 行 限 维 空间 来 说 的 ， 此 时 间 题 完全 归结 为 求 去 示 和 给 阵 的 特征 根 、 
特征 向 法 利 特征 子 空间 . 

2， 求 标准 表示 和 矩阵。 这 相当 于 求 相 应 的 相似 标准 形 ， 

怕 上 一 章 一 样 ， 除 了 常 握 好 以 上 三 个 基本 方面 的 内 容 之 外 ， 熟 
悉 一 些 股 恢 的 例子 也 是 很 必要 的 。 正 文中 讲 到 的 例题 已 为 数 不 少 ， 
应 尽量 先 理解 好 这 些 例题 中 的 内 容 方 法 和 意义 ， 


[内 容 分 析 ] 


关于 线性 变换 的 定义 、 性 质 和 运算 都 是 容易 理解 的 ， 因 为 这 此 
事实 的 背景 是 很 具体 的 ， 也 其 我 们 比较 熟悉 的 。 有 一 点 值得 提出 的 
是 线性 污 换 的 飞 法 。 我们 知道 ， 通 常 两 个 函数 相 张 和 相 加 一 样 ， 是 
通过 函数 但 的 相 乘 、 相 加 来 实现 的 , 线性 变换 的 加 法 就 是 这 样 , 由 象 
相 吉 来 规定 的 。 但 线性 变换 的 乘法 则 不 然 ， 它 不 是 用 条 相 丧 来 规定 
的 。 这 辐 然 是 因为 ， 一 般 来 说 线性 空间 中 的 向 基 都 没 规定 乘法 ， 从 
而 无 从 说 用 象 (向 量 ) 相 乘 来 规定 变换 的 条 法 。 其 实 ， 既 使 向 量 可 
以 相 洪 ， 我 们 也 不 用 它 来 规定 线性 变换 的 乘法 。 道 理 在 于 ， 用 琢 数 
值 相 乘 定义 函数 乘法 时 ， 线 性 的 性 质 已 不 能 保持 ， 即 经 性 函数 相 乘 
得 到 的 函数 不 再 是 线性 的 。 这 当然 是 我 们 所 不 希望 的 ， 从 而 ， 我 们 
抄 复 合 函 数 的 方式 来 定义 线性 变换 的 乘法 。 当 然 这 对 我 们 也 是 很 习 
惯 的 . 

企 前 两 节 中 ， 线 性 变换 运算 所 满足 的 许多 性 质 也 是 值得 担 惧 
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的 ， 特 别 地 ， 线 性 空间 扩 CF) 上 一 切线 性 变换 组 成 的 集会 工 4) ， 关 
于 线性 变换 的 加 法 和 数 域 的 数 与 线性 变换 的 倍数 乘法 来 说 ， 完 全 
具备 了 线性 空间 所 要 求 的 -- 切 条 件 ， 即 工 () 构 城 一 个 上 的 线性 
空间 , 

二 、 四 两 节 讨 论 了 线性 变换 与 子 室 间 的 关系 ， 中 心意 思 在 于 揭 
示 一 个 子 空间 在 线性 变换 下 的 变动 状态 。 这 在 工 文中 已 有 清楚 的 叙 
述 ， 

伍 得 明确 强调 的 是 不 变 子 空间 及 导出 线性 变 换 在 分 解 化 简 线 性 
变换 方面 的 作用 和 意义 ， 正 文 有 关 这 部 分 的 文字 读者 应 当 多 加 注意 
加 深 理解 ， 

琉 后 提出 的 与 一 维 不 变 字 空间 密切 相关 的 特征 向 号 、 竺 征 值 要 
念 是 很 重要 的 两 个 概念 。 进 而 给 出 特征 子 空间 的 定义 及 重要 性 质 。 
所 有 这 些 在 化 简 线 人 性 变换 的 理论 中 起 闭 特 别 重 要 的 作用 。 

有 限 维 空间 的 钱 性 变换 理论 蚌 高 等 代数 的 家 其 重要 前 课题 ， 也 
是 相当 精彩 的 部 分 。 它 的 基本 特征 就 是 抽象 对 象 具 体 化 ， 使 用 的 手 
段 是 我 们 时 已 熟悉 的 坐标 法 ， 

这 一 节 的 主要 结果 全 都 体现 在 正 交 中 的 定理 和 四 个 命题 与 推论 
上 这 些 结果 都 基 非 常 重要 的 ， 是 讨论 有 限 维 空间 线性 变换 问题 主要 
的 基础 、 常 用 的 工具 ， 因 此 应当 深入 理解 、 牢 固 掌 握 和 灵活 运用 它 
们 去 解决 一 : 些 其 它 问 题 ， 

线性 变换 药 表 示 和 矩阵 ， 与 向 量 的 坐标 一 样 ， 是 相对 子 一 个 基底 
来 说 的 ， 因 此 ， 同 一 个 线性 变换 在 各 个 基底 上 前 一 切 表示 矩阵 是 一 
个 矩 血 的 子 集 ， 这 样 自然 提出 的 问题 是 这 村 的 拓 阵 子 集 有 何 特性 
第 六 节 的 定理 1 与 定理 2 很 好 的 回答 了 这 个 问题 。 结 论 是 ， 同 一 个 
线性 变换 在 各 个 基底 上 的 一 切 琢 示 乞 阵 组 成 的 矩阵 子 集 恰好 是 一 个 
相似 英 。 

在 此 基础 上 ， 进 而 就 提出 线性 变换 的 标准 表示 矩阵 的 问题 。 这 
个 问题 就 是 相似 和 矩阵 的 标准 形 问题 。 从 而 ， 把 我 们 在 第 十 章 得 到 的 
zx 阶 六 了 库 的 有 理 标准 形 定理 和 若 当 标准 形 定 理 转述 过 来 就 解决 了 间 
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题 。 这 就 是 第 七 节 的 定理 1 和 定理 2， 


[例题 选 解 ] 


例 ] 设 s 是 级 性 空间 的 线性 变换 。 证 盟 ， 
1) af 扩大 er 0) 当 且 公 当 o= 小 
2) qa 0 EoD 0 SE (a) 0 ESE. 

3) ol) oY So (ND, 

证 基 1》 六 og (1 站 YCo 0) ,和 任 取 aEV， 则 gata) Eo (0)， 从 而 
oe) =ototm) =0, PD oo:= 

反之 者 对 =0。 FEot), 则 有 aEV 俩 B=ota)。 于 是 otB) = 
ooo ) = ea) =0， 故 有 Ea 10, 即 o (0) So 0). 

2 ) 这 是 比较 明显 的 。 因 为 对 任意 正 整 数 忌 ， 如 果 ot (eo) = 人 
即 aE too 0 ,都 涌 ot!T (oa) = eloasta)y = 人 hh 即 geEgot Do 所 
以 对 任 一 并 GE 人， (ot) (ODE (tor) 0) 。 

3 ) 任 一 Ect , 则 有 aEV 合 B=or*'(a)， 于 是 B=o*'!(@) 
=at(e 0) Eo), Wael ) Cor), LEN, 

例 2 设 是 线性 空间 的 一 个 线性 变换 ， 并 且 呈 =c。 汪 明 ， 

1) at0) = 一 Ge | aer), 

2) VV =a (0 Qo )， 

3) 如 果 * 是 上 的 一 个 线 竹 变换 ， 那 么 rz”…0) ，a (7 是 rf 的 不 变 
子 室 间 的 充分 必要 条 人 忻 是 ar = ro， 

证 明 1) 对 尾 一 zcEF，otc-ato) =ofal 一 oa) =0， 即 ac- 
afa) Eo 1(0)。 上 反之 荐 BEa ID ， 即 cf 有 = 0, 于 是 上 =~-at8)， 这 
样 o 0) = {faato) laErY. 

3) 对 任 一 4&4EV， 由 & = ao(l9Q) + gtQ) 可知 

六 =o (0 + otl), 
我 们 指 于 ,这 是 一 个 直 和 和 ， 仿 设 PEo 0) 们 o (VV)。 于 是 oD =0, 
且 有 GEY, 使 P=otla), 从 而 
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A=g(0) = a0) =afteta))y = =0., 
所 以 c (0 Nel = 40), 即刻 =o (DDot7), 

3 ) 若 er= ro， 对 任 一 a Eo (0), 则 sz (2) = 由于 是 alrtan) 二 
orte) =ro(0) = ra (lo) =rt0 =0。 其 r(a) Eo 0)。 所 以 a 0) 
是 z 的 不 变 了 空 癌 ， 

加 果 a Eo(), 则 a=otB) .于 是 Tr(a) = Tal 站) =ra( 用 = 上 or 人 (站 
= qtr(tP)) Ea 站, 所 以 o (四 是 :的 不 变 子 空间 ， 

友之， 对 任 -…aEF, 则 有 

oro) =ortoa— ota} + om) =a ~ ot(a)) + ro (a)) 

=ao{rta— oa))}) + oirota)) 
由 于 on 0) ，a 中) 部 是 z 的 不 变 子 空间 ， 划 有 
tao Eo (0, rate) =a, BPEL, 
从 而 即行 

fr 一 Of = 0 ofrota)) = = et =o = ro (a) 

由 此 个 得 grta) =0+ trotr) = rata), 记 惧 ar = To, 


例 3 在 NM.(E) 中 ， 到 定 4=(。 小 信 


a KX! yAX, YXEM,F), 
证 明 ，z 是 型: (的 线性 变换 ， 并 求 z (0)、oa CM,(F))， 
证 明 ”对 任意 的 六 ,EMCF)，8,1EF， 则 有 
A(ERKX+IYTY = ECAX) +i(AYD, 
册 此 得 出 c 民 和 +) =&o(X)+io)。 即 是 HW,(F)〉 的 线性 变 
换 ， 
显然 ，er1(0)》 = {多 |4 和 =0) 设 


ad? 


1 人 i 0 | 
AX-0 8 | 
| al x Lo 
直面 我 们 解 齐 次 线性 万 程 组 
11 2 1fx 10 | 
2 过 | 0 


经 计算 得 基础 解 系 汶 a， = (— 2,1,0,0), a: = (0,0, — 2, 1} 从 而 怠 ， = 


一 它 0 0 一 了 2 
( )x.=( ) 是 a-'(0) 的 一 个 基底 ， 即 得 
1 0/,  \o 1 


一 此 0 0 一 号 
G (0) = | ( | ) 
, 1 O00, “0 1*! 


最 后 ， 在 c = 《一 2,1,0,0,)，as= (0,09, 一 2,1) 的 基础 上 扩充 成 
FE 的 基底 如 添上 as = (1,0,0,0)，w= 00,0,1) 就 得 PF" 的 一 个 
基底， 相应 地 ， 则 有 


一 2 D0 0 一 2 1 攻 
Xi ), X=( ) xs: ) ， 
1 0; 0 1 d 0 


是 时 :PP) 的 基底 .这 样 , 4X:， 几 区 , 便 是 a ( 计 ,《F)) 的 基底 ， 即 有 
sos{MF)) = LAR, AK, 
其 中 
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所 以 


”7 
o CM,(F)) = | 
| 2 


例 4 ”在 MM,(F) 中 ，so 如 例 3， 求 o 在 基 太 


1 六 0 1 0 OV 
| ) | | 
站 0 OF 1 


1 2y/1 0 
“Ce =( \( )= 
2 A470 申 
1 2、,0 1 
oC 
2 dv 0 
1 2\j0 0 
ee 人 
2 4 0 
t 20 0 
os 
2 4 人 0 17 


从 而 < 的 老 示 和 宛 阵 为 


0 
) = E+ E21 
9 
1 
) = Ent Depry 
2 
| 
) = 2e, t+ des,s 
0 
2 
| = Dest dess, 
4, 


9 


tt 
Lr Hi 
hh 


显然 ，rankB=2， 所 以 oe 的 秩 等 于 2， 从 而 o 的 写 数 也 等 于 2。 
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第 十 三 章 ” 欧 氏 空间 及 其 线性 变换 


[内 容 提 要 ] 


在 特殊 的 线性 空间 ， 二 、 三 维 几 和 何 空 间 里 ， 度 量 人 性 质 是 它 的 重 
要 特 瓜 ， 在 许多 问题 上 有 突出 的 作用 ，、 把 度量 性 质 推广 到 一 般 的 大 
性 空间 ， 从 而 提出 了 欧 氏 空前 的 概念 。 

本 章 分 三 节 讲 三 个 问题 ， 

让 要 概念 是 

欧 氏 空间 4 

问 最 长 、 夹 角 、 单 位 向 量 、 正 交 ; 

标准 正 交 问 量 组 

庆 三 矩阵 、 标 准 正 交 基底 ， 同 构 ! 

对 称 获 换 、 正 交 变 换 ， 

主要 绪 果 是 

1。 柯 西 不 等 式 ， 

2. 7# 维 线性 空间 构成 欧 氏 空间 的 普 遇 方法 

3， 上 度量 矩阵 的 基本 人 性质， 

4， 标 准 正 交 基 底 的 存在 人 性， 

5， 有 限 维 欧 兵 空间 的 疝 构 定理 。 

6， 对 称 变换 的 基本 性 质 及 标准 表示 怎 阵 。 

7， 正 交 变 换 的 基本 性 质 及 标准 表示 和 抢 阵 。 

主要 方法 是 

1。 对 任 一 # 维 线性 空间 这 规定 内 积 使 之 构成 菊 氏 空间 ， 用 正 
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定 矩 阵 规 定 内 积 使 产 构 成 欧 氏 空间 ， 
2、 求 标准 正 交 基底 的 两 种 方法 ， 初 等 变换 法 和 正 交 化 法 ， 
3， 有 求 对 称 变换 、 正 交 变 换 的 标准 表示 第 阵 。 


[内 容 分 析 ] 


第 一 节 的 内 容 比较 简单 ， 其 中 提 到 的 概念 都 很 具体 而 且 有 榭 当 
的 直观 性 。 我 们 强调 以 下 三 点 : 

1) 灵活 掌握 两 个 典型 的 例子 ， 即 s 数 组 空间 DD 中 和 连续 活 数 空 
间 C5a, 纹 。 

2 ) 器 记 柯 西 不 等 式 。 

3 ) 对 正 交 、 疝 量 长 既 要 了 解 它 的 直观 性 一 面 ， 又 要 大 到 它 的 
折 象 性 的 一 面 。 切 不 可 把 一 般 欧 氏 空 间 中 的 正 交 性 与 向 量 长 和 几何 
空间 的 直观 现象 混同 起 来 . 

第 二 节 颇 为 重要 。 方 法 性 强 ， 释 念 性 也 强 ， 本 节 有 两 个 核心 要 
您 : 度量 矩阵 与 标准 正 交 基底 ， 围 绕 度 量 短 阵 概念 揭示 出 线性 空间 
与 欧 氏 室 间 之 间 的 区 别 和 联系 ， 从 而 掌握 了 使 线性 空间 构成 欧 氏 空 
间 的 普遍 方法 。 通 过 标准 正 交 基底 确定 了 欧 氏 空间 的 结构 。 有 限 维 
欧 氏 空间 的 唯一 特征 就 是 它 的 维 数 ， 

本 节 例 2 值得 注意 ， 它 说 明 对 同一 个 线性 空间 用 不 同 的 岩 量 抢 
阵 可 以 得 到 大 不 一 样 的 欧 氏 空间 ， 

第 三 节 利 用 对 称 和 矩阵 与 正 交 夭 阵 定 义 了 对 称 变换 与 正 交 变换 ， 
务必 注意 的 是 ， 这 个 定义 依赖 于 标准 正 交 基底 ， 
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练习 与 习题 解答 


第 七 章 ”集合 与 映射 


练 二 一 


TI、T) 若 40= A, 对 任 一 x*EA， 广 XEA4ANB， 从 而 xEB. 
记忆 ASB， 反 之 ， 洲 ASB 则 ASANB. 又 4B 三 A， 记 以 ANMm8B 
= A, 

2 ) 同 理 可 证 ， 

2， 了 到 C= A，D=$ 即 有 BUA=A，BN$=#$， 一 般 来 说 和 
与 也 不 是 唯一 的 ， 比 如 还 可 以 取 : C=A~B,，D=A-B ,那么 也 有 
BU {A-BD=A, BN(A~B) =$. 而 当 B#$, BAN 时 HH， A-BA 
-8 了， 如 有 4= 1 人 B=(1}， 则 有 A~B= {2}， 如 果 要 
求 C= 了 PP， 即 

BUC= A, BNC=5%, 
那么 这 样 的 忆 就 是 唯一 的 ， 期 必须 是 C= 44- 3 因为 由 BUC= A 
可 知 CA， 叉 由 383NC=$, 可 得 CSA-B. 丽 4-BCC， 所 以 人 C= 
A-B. 

3。 令 A4= {1}，B=42) 即 可 ， 此 题 涪 明 ， 人 和 集合 之 间 的 包含 关 
系 呈 与 数 之 间 的 大 小 关系 性 有 类 似 的 地 方 ， 但 不 完全 一 样 ， 因 为 任 
意 两 个 数 s 与 六 对 于 小 于 关系 之 来 说 ， 以 下 三 种 情形 有 且 上 内 有 一 种 

成 立 ， 
acb, a=b, ba, 
4. 有 = {a6, 70) 共有 八 个 子 集 如 下 ， 
a}, AB}, Ac}, fas 6}, {ac}, {b,c}, {tasb,e}, $, 
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所 以 Pd = 《2 六 0}, {ce}, asd}, asc} CALAAIR 


练 习 二 


1 1) a=p(cosd+isin 六 一 (人 p+iDtcese+iaing)， 《当然 
0 i->1),， 
2) 和 =ptcosB+ in 的 当 p 守 1 时 规定 
PCO + Sin00) |—> (p — 1) (eoso + sinD), 
当 p 筷 1， 规定 
PKcos + is1n0)| -—— xp (cosB + isint) 。 


3) a=a+ bi 一 ~ 


Ay a=atbil— ya -a-bi. 
2 9: | 一 10*， 2 的 道 映 射 为 
gp * rlognx 
3. pp: #2 #0; 
# | 一 > [2#| + 1, #<D, 
PF 的 逆 上 映射 为 
J 28 | 一 一 站， #0, 
[2# |+ 1 一 > 0 
4. 4; 与 :都 是 FEx2 的 变换 是 明显 的 ， 我 们 指出 二 者 都 是 单 
满 变换 。 
满 的 ，YSCx) E FLx]， 
pir BX), 


Ps g(Ex ) [> 
单 的 ， 由 所 (x+ 间 =i(x+ 且 ,可 以 得 出 及) 与 刻 护 对 J 地 
任何 值 :时 ， 都 有 (0) =f(r)， 由 此 可 得 让 信 与 fG) 是 相同 的 
而 个 多 项 式 ， 即 用 (x) = 了 (x) ， 这 上 就 说 明 s 是 单 变 换 。 向 理 g; 也 是 
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单 变 搞 。 


练 习 三 
因为 4= {一 1，1}， 我 们 可 以 自然 的 得 到 入 的 两 个 代数 运 


pu (ab | 一 6， Wa, bEA, 
pa ab) 0 YadtAd, 
这 里 g, 就 是 通常 的 弱 法 ， 记 以 代数 运算 pt 满足 结合 律 也 满足 交换 律 ， 
而 g; 是 以 a 为 底 的 匡 的 运算 ， 具 体 写 出 来 就 是 ， 
-ect—-D=— = -1, (~-l)ol=(-1)'=- 
1gs(~1) =1-'=1, 1ws1=1!=1, 
显然 ，y, 不 满足 交换 律 ， 但 是 容易 发 现 ， 总 上 有 ays= a4 成立， 从 而 
(CKP) PE KPa% = %, 
~ Pa) = Xp = %, 
所 以 gp, 满足 结合 律 ， 
下 四 我 们 考察 这 两 个 运算 的 分 配 律 问题 
NP YP) = py XP pat XE) = py 
pF) = xp) Pa Fp) 。 
人 Ya ps = Ipx, Fp) Pe Lp) = Yip1% 
GPs) pr = (CIP) pa Ep.X), 
这 证 了 运算 p, 对 运算 pp, 适合 分 配 律 ， 
VP) pa = Jp%, Pex LPsx) = Yep,% 
Ps) pax = (CFP) PLPaX), 
Nps FPIE) = Np Pp Kp = Xp x 
当 # = 一 1 时 xp， I 3 Np pI (Ns) 
这 就 说 明 ， 运算 q: 对 运算 yp 满足 右 分 配 律 ， 但 不 满足 左 分 配 律 ， 
3. 对 44= 40,1,2) 有 说 ， 容 易 想 到 ， 仿 民 上 题 的 做 法 就 不 行 
了 、 因 些 ， 应 当 田 做 考虑 ， 对 于 了 ，1，2 这 三 个 数 来 说 还 在 万 些 
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“两 得 一 个 ”的 办 法 。 开 如 求 大 公约 、 小 公 倍 的 办 法 ， 对 0，1，2 
这 三 个 数组 成 的 集合 有 4 来 说 就 是 “两 得 一 个 ”的 办 法 , 即 Wa,5€E4 
= {0,1,2}, 规定 

apd = (a dpd = Cay, 
其 中 ta, 如 与 [4, 总 分 别 表示 a 与 5 的 大 公约 与 小 公信 。 其 体 写 量 ypi, 
的 运算 结 所 就 在 ， 
0p0= (0,0) =0, Op1= (0,1) =1，0p2= (0,9) = 2， 
lp0= (0 =1, iol= (11, =]，lp3= (1,2) =1, 
2910= (2,0) =2, p11 = (2,1) =1，2p2= (2,2) =2, 
Opa0 = 0,0]=0, fpsl = [L017 =0, O00.2= [50,2]=0, 
lg0 = C1,00 -0, 1gsl= [1,1 =1, lg,2= [1,2]=2, 
290 = [2,01=0, B01 = £2,1)=2, 2p2= [2,2]=2, 
这 两 个 运算 郁 满 足 交 换 律 是 自明 的 .它们 部 满 足 结 合 律 也 基 早 已 知 
道 的 ， 即 
(CCas Be) = (a, Ch,e)), Cla, bY, ey] = Ca Lh, el), 
下面 考虑 这 两 个 运算 的 分 配 律 问题 。 我 们 分 儿 种 情形 米 征 明 ， 
YE 都 有 有 
PP VP) = (xp I ps Xp), 
1 x*,7,% 中 内 少 有 一 个 是 0 。x = 0 时 ， 等 式 两 端 都 等 于 yp,x; 
?=0 (= 的 时 ， 等 式 两 疾 痢 等 于 x。 
2) xj% 中 只 少 有 一 个 是 1， 
C1) wx=1 时 
lp Os) =1, (Cp) yp les) = le,l1= 1 
所 以 等 式 成 广 ， 
(1 y=1 时 
xo lp%) = xp, (Xopl) ew, CXS) = 1 和 
所 以 等 式 成 立 。 
(111) 名 二 1] 时 
Sp YP) = Xp) Cp pa xP) = xgpyy 
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所 以 等 式 戌 苹 ， 
3) x = =%=3， 这 时 等 式 两 端 都 等 于 2 ， 所 以 等 式 成 立 。 
这 了 束 证 明了 运算 包 对 送 算 ?p: 适 合 分 配 律 ， 回 理 可 证 9 对 9 地 适合 分 
配 律 . 
3， 由 于 我 们 对 二 阶 方 阵 “ 两 得 一 个 ”的 背景 还 很 僻 乏 了 解 。 
所 以 我 们 只 能 给 出 以 下 的 两 个 平凡 的 代数 运算 ， 
(Cai) di) = (ani 67), 
(Ca) pa Bi) = Ca bn), 
显然 ， 这 两 个 运算 都 和 芷 阵 的 元 素 直 接 粗 加 与 直接 相 乘 ， 因 而 它们 都 
自然 满足 结合 律 及 交换 律 。 还 有 ，#: 对 gp 适合 分 配 律 ， 
4 ,yp 古 入 的 代数 运算 是 明显 的 ， 这 个 运算 wp 不 满足 交 挤 律 ， 也 
不 满足 结合 律 ， 比 如 
192= 1=1, 2p1=2 =3， 1122 和 2p1。 
(3p12p32=302=32=9， 
30 (192) = 3p12=3o1=3=3 
(3 9230 102). 
5 .4 与 po 于 是 了 的 代数 运算 是 明显 的 。 二 者 都 满足 交换 律 也 
是 显然 的 。 但 它们 都 不 满足 结合 律 。 因 为 


1+1 1 3 
(lp,D) p12 = 7 912 = lp2 = 一 二 -3 
3 
了 + 一 - 
十 十 交 3 5 3 
1 = en 二 一 - 一 一 一 
工作 2 PP lo, 3 5 1 


所 以 gy 不 满足 结合 
(p20) B= 4 pd = p= 16=4, 
Dp CoB) = Dp B=209d= 8 =2 DD, 
所 以 rv. 不 满足 结合 律 ， 
d57 


练 习 四 


1， 游 违 复 数 集 上 的 如 下 的 于 集 ， 
性 《2 十 有 | 4 为 -- 回 十 实 数 》， 
这 里 子 集 os 就 是 典 部 系数 为 5 的 一 霓 复 数组 成 的 。 十 是 
2={u 2 ED 
是 忆 的 -个 分 类 ， 在 2 之 下 ， 两 个 复数 a 与 8 分 在 一 类 里 当 且 瓜 当 它 
们 的 进 部 相同 ， 
如 求 令 规 则 
vo: 如 |—>t 
那么 yg 显然 就 古 2 与 之 加 的 一 个 一 一 对 应 ， 
按 术 节 定 理 中 指出 的 一 般 原 则 ， 这 个 分 类 2 记 岂 定 的 等 价 关系 
一 为 ， 
a 一 8 当 且 仅 当 a 与 B 分 在 一 类 童 。 换血 话说 就 是 ， 
2z~ -有 当 且 仅 当 gx -8 为 实数 ， 
2. 考虑 DD 的 如 下 的 子 集 ， 
= {xED ax<atlaE 7 
这 里子 集 4 就 是 左 阔 厂 升 的 区 间 [as，2 + 1 内 一 切实 数组 成 的 ， 于 
是 
EZ={4| a€E2} 
是 D 的 一 个 分 类 。 在 2 之 下 ， 两 个 实数 #，sv 分 在 一 类 里 当 且 仅 当 # 与 ? 
的 整数 部 分 相等 。 
如 果 令 规则 
Pp; 由 | 一 一 > 
那么 p 就 是 3 与 2 之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 
这 个 分 类 > 所 决定 的 等 价 关 系 ~ 为 
#~4 当 且 仅 当 # 与 v 分 在 一 业 里 ， 
换 柯 话说 克 是 ; 
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x 一 J 当 且 仅 当 # 与 ?的 整数 部 分 相等 。 
3。 考 虚 Z 的 如 下 的 子 集 ， 
$2n= {28 27+ 1}, 
这 里 $8.x 就 是 相 邻 二 整数 2# 与 2z + 1 组 成 的 ， 于 是 
3={5d # EZ}. 
是 的 一 个 分 类 ， 
如 果 令 规则 
p: $2 — 2 
那么 gp 就 是 2 与 偶数 集 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ， 
这 个 分 类 2 所 决定 的 等 价 关系 ~ 为 
4~ 必 当 生 仪 当 4 与 5 分 在 一 类 里 。 换 个 说 法 就 是 ， 
4 2 当 且 仅 当 z = 5 或 者 a,，6 是 24，2#+ 1 这样 两 个 相 邹 整数 。 
4， 
1) 令 
~ 4 当 且 仅 当 2 与 4 的 奇偶 性 相同 。 明 显 地 ，~, 是 等 价 关 
系 ， 于 是 由 ~ 所 决定 的 分 类 为 
4 与 8 分 在 一 类 当 生 仪 当 a~15， 
换 句 话说 就 是 ， 
4 与 ;分 在 一 类 当 且 仅 当 a,5 的 奇偶 性 相同 ， 
这 样 ，4={1,2,3,4,5,6} 中 的 1，3，5 分 在 一 类 里 ，2 ，4 ， 
6 分 在 一 类 里 。 所 以 
2={{1,3,5}, {2,4,6}} 
就 是 ~ 所 决定 的 分 类 ， 它 含有 两 个 子 集 ， 
2) 设想 ， 根 据 本 节 定 理 的 一 般 原理 ， 我 们 可 以 首先 把 集合 
用 = {1,2,3,4,5,6} 做 成 一 个 分 类 3， 使 了 抬 好 含有 三 个 子 集 就 行 
了 ， 这 当然 是 很 容易 办 到 的 ， 比 如 令 4 = {1,2}，A,= {3,4}, A,= 
5，6}， 那 名 五 = {4 A,, 肌 上 就 其 忆 4 的 分 成 三 个 子 集 的 一 个 分 类 ， 于 
是 按 此 分 类 3 决定 一 个 等 价 关系 ， 设 为 ~,. 从 而 由 一 :所 决定 的 分 类 
恰好 就 是 2。 把 以 上 想法 写 出 来 就 是 ， 
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首先 做 成 4 的 一 个 含有 三 个 子 集 的 分 类 。 上 比如 是 五 = {41,2}， 
43;4}，45,6}}。 令 2 所 决定 的 等 价 关系 为 
一 3 4 于 当 且 仪 当 4 与 5 在 3 之 下 分 在 一 类 里 ， 
从 而 由 一 :所 决定 的 分 类 就 是 当初 的 这样， 等 价 关 系 一 :所 决定 
的 分 类 就 含有 三 个 元 素 、 
3) 既然 要 求 分 类 中 只 有 一 个 子 集 ， 因 而 就 是 任 二 元 素 都 在 一 
个 类 里 。 所 以 ， 这 厌 相 当 于 和 任 汪 元 素 都 应 有 关系 ， 于 是 可 令 
~ Ad, Ed 
当然 ， 等 价 关 系 ~; 所 决定 的 分 类 ZZ 具有 一 个 类 ， 即 2 = {{1,2,3,4， 
5, 6}}. 
.4) 六 个 元 素 分 成 六 类 ， 就 是 每 一 个 元 素 各 成 一 类 ， 于 是 令 
i 4 下 当 且 仅 当 5=2 
这 桩 ， 等 价 关 系 一 所 决定 的 分 类 3 就 含有 六 个 子 集 , 即 卫 = {1,2, 3， 
4,5,6}, 


习 题 七 


1,. ALUB={0,1,2,3,4}, ANB={2,4}Y, /4- B={1,3), 
BA=10), 

Bx A= {4{0,1), (0,2), (0,3), (0, 4), (2,1), (2,2), (2,3), 
{2, 4), C4, 1), (4 2), Cd,3), (4, 4)} 

PP) = 04, 2}, 14}, {0,2), (0, 4), {2,4}, {0,2,4},@}, 


2. 设 
fl lL fin 
A=|l M2 Ga 2 
rt fig rn J 


rt (yy Nas I » 


二 A st rt 


TE A 《<*) 


1 
| 
1 GX aa 
显然 ， 磺 则 9 是 2 ”的 一 个 芭 搞 ， 和 使 

Pp: 【站 0 一 

我 们 指出 ，9 是 章 满 变换 。 

事实 上 上， 对 于 给 定 的 # 个 数 DAT FAT ME ET 依据 克 菜 姆 法 出， 有 
县 只 存 一 组 数 x,, x % 使 (11) 式 成 立 ， 这 喜 才 明 由 5 ) 式 所 规 
定 的 变换 op 是 单 满 溉 换 ， 

再 有 ， 由 克 莱 姆 法 网， 可 以 从 LC*) 式 解 出 各 个 x 的 数 人 入、 即 用 


Pr Pz …, Fo 把 A 表达 峡 米 ， 


i 二 了 d = det4, & 是 用 A AT 民 蔡 条 列 式 4 中 第 i 训 


得 骆 的 * 阶 行列 式 。 也 耳 


及 名 Je -一 二 守 ， 2 


就 是 变换 y 的 道 变换 ， 
3， 此 题 有 些 不 回 的 解法 ， 关 键 在 于 我 们 想 吉 说明 = 阶 方 阵 与 
2? 维 久 县 的 什么 联系 。 具 前 大 体 上 可 以 考 姑 以 下 三 种 问答 方法 。 
1 gi 的 第 个 行 回 量 ， 
2) va A Li ss) 十 丰 2Gz 二 和 十 
二 en 志 ; 丰 了 7， 比 趟 工人 ae ya 就 是 aa ca 生成 的 子 空间 . 
3} 的 近 | 一 一 二 4， 
此 处 世事 孙 以 4 为 系 散 阵 的 济 次 线性 方程 组 的 解 空 阅 ， 
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显然 ，g1，ps， 者 是 再 ,(D) 到 了 CD) 的 映射 。 其 中 yp， 就 是 把 
44 的 行 看 做 是 一 组 ? 维 向 量 ; 9。 则 认为 其 好 的 行 身 量 生 成 一 个 唯一 
的 子 空间 ; yg, 考 由 的 是 把 A 看 做 一 个 齐 次 线性 方程 纸 ， 从 而 它 衫 定 
崔 一 的 一 个 子 空间 一 解 空 间 。 

a， 首先 ，y 与 9: 都 是 刘 .(F) 的 变换 是 明显 的 ， 

其 次 ， 包 与 p: 都 不 是 单 的 也 都 不 是 满 的 。 对 些 我们 可 以 做 如 下 
解释 。 对 于 任 一 (ep E 时 (FE) ,在 四 之 下 ， 它 的 象 为 
Hii tt i 


B= (4)), gi = 


Gi 十 Aii Hii dj 


于 是 8 的 转 暂 阵 B' 一 CB) » 而 ，， 一 六 ~ bii, 


i 


这 就 说 明 B 是 对 称 了 泗 ， 即 gp, 把 任何 一 个 # 阶 方 阵 都 射 成 为 对 称 阵 ， 
而 且 明 显 可 见 , 对 称 阵 (4;;) 在 g, 之 下 的 象 就 是 cas) 本身 ; 即 pCa3)) 
= (C40) ， 但 是 责 ,{ 让 中 不 全 是 对 区 省 ， 据 此 可 以 肯定 包 既 不 是 满 的 
也 不 是 单 的 ， 


类 僻 地 ， (40) 在 ;之 下 的 象 为 C= (ep)， 此 处 ci =- 由 


此 容易 得 出 5 是 反对 称 阵 ， C'= -~C。 进而 便 可 得 出 w。 既 不 是 满 
的 ， 也 不 是 单 的 ， 

最 后 ， 我 们 已 经 看 到 ， 老 4 是 对 称 阵 ， 那 么 4 在 ep, 之 下 的 象 就 
是 4 本 身 ， 即 pg, (4) = 4。 所 以 一 切 对 称 阵 都 在 子 集 册 中 。 另 一 方 
面 ， 如 果 bf = A。 则 有 


pm 


ds; = Adi aj 
2 


9 SA = G4 A di = ji 
所 以 4 为 对 称 阵 。 由 此 得 知 子 集 4: 恰 好 由 一 切 对 称 阵 所 组 成 ， 
癌 还 可 得 ， 子 集 包 从 好 由 一 切 反 对 称 阵 所 组 成 . 
5. 这 里 如 果 不 做 任何 要 求 ， 便 可 随意 给 4 = {e， 弛 规定 两 
个 “两 得 一 个 ”的 办 法 ， 如 
ly xopy=a, Yr ye A, 
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2) >xoiy =6, xy EA, 
显然 ， 如 此 筷 单 安排 的 两 个 代数 运算 满足 结合 律 与 交换 律 。 有 党 轧 
的 是 ， 不 难 想 到 ， 分 配 律 是 不 成 立 的 。 事 实 上 
XP ED) = rp Cx KP) = qd = 六 
Xp YIP) FE FPP XP , 
Caw ON = Bp = a CP Pe CTP) = ap 
Pes) pr SP 2 (EX), 
完全 类 似 昌 ， 可 敌 
x PE) FE Cw) PCN) 
GP PAF OP) pr La)» 

如 果 我 们 把 有 4= ta, 引 的 元 素 4 与 $ 当做 代数 学 的 对 象 来 看 的 语 . 
那么 就 可 以 任 借 我 们 关于 两 个 元 素 的 集合 的 全 部 经 验 ， 赋予 有 4= 
4a,5} 以 这 样 或 那 祥 的 背景 ， 比 如 ， 我 们 把 有 4= {4, 旨 中 的 与 5 想象 
成 是 -~ 1 与 1 的 代表 ， 那 么 就 可 以 彰 练 习 三 第 一 题 那样 来 安 神 A = 
《ay 引 的 运算 ， 双 如， 我 们 认为 as 代表 1 工 与 2 两 个 数 ， 那么 入 然 
可 以 象 练习 三 第 二 题 那样 来 安排 4 = {a, 寻 的 代 凑 运算 。 总 而 音 之 ， 
我 们 对 两 个 元 素 组 成 的 集合 有 什么 样 的 认识 ， 都 可 以 通过 A= {a， 
引 把 它 表 法 出 来 ， 从 而 及 = te 的 运算 方法 也 谣 具 有 了 基 种 具体 
的 含义 。 

下 实 ， 一 般 地 ， 帮 = 《ay 好 共有 16 穆 可 能 的 远 算 方法 。 这 些 运 
算 方 法 可 以 用 一 定 的 玲 格 形式 具体 的 列举 春来 ， 即 


DVT 一 


TT 


P| rr 


03 


此 表 把 友人 铀 坚 行 元 未 与 上 方 横行 元 素 运 算 的 结 来 写 在 二 将 的 次 之 

处 ， 即 

:其 中 xpy =%， 

比如 第 6 个 运算 @ 就 是 
dOa = #4, LB = 4, 
Ge = 3, BOL = 5. 


如 洒 令 a,8 分 别 民 表 1 与 9， 运算 方法 一 个 是 求 天 公约 ， 一 个 
是 求 小 公 人 入， 那么 这 两 个 运算 就 是 上 面 列 出 的 运算 多 与 多 ， 而 把 4， 
当做 - 1 与 1 来 看 时 ， 练 习 三 第 一 题 给 出 的 两 个 运算 由 与 8: 就 分 别 
是 这 里 的 亿 与 后 ， 

6. 9 是 代数 运算 征明 显 的 ，9 满 足 交 换 律 也 是 容易 知道 的 。 因 
为 
io = #8 4p, 
Bna= +a— a 
a = dpa 
下 下 验证 9 也 满足 结合 律 。 
apd) ee = (q+ro—aboe =atb-abt+e- (gtd ade 
=atb+e— (abt detea) +abe, 
ap be) =aptb te~ be) =at (H+e- bere) -abi+e-ébr) 
-atéte— (abtbetrea) + abe, 
《tp pe = ap {bar), 
即 p 满 足 结 合 律 ， 
7.， 规则 一 无 法 判断 零 多 项 式 0 与 其 它 任 何 一 个 多 项 式 h(x) 
十 有 关系 还 是 没有 关系 ,这 是 因为 当 /wm) = 0 时 ,臣子 -CC 
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没有 意义 ， 因 而 无 法 衡 迁 0 与 # ix) 是 普 有 关系 。 这 样 ， 上 磺 则 ~, 不 
是 CCxwj 和 的 关系 ， 当 然 更 谈 不 上 臣 等 价 关 系 或 者 不 臣 等 价 关 系 ， 
规则 一 :对 于 菲 9 多 项 式 来 说 与 ~ 同 效 ， 和 而 当 0 与 8 4X) 之 包 
有 丸和 才 项 式 时 ， 等 式 
Fw) (EERIE Cw)) = Ex) CF Cn) fx)) 
总 是 成 立 和 的， 这样, 规则 一 ;对 DCxI 中 任意 两 个 多 项 式 (x) 与 & (x)， 
痢 能 使 得 
OB), Fx) Fg CX) 
答 查 一 种 情形 成 立 ， 雍 以 一 ,里 DEj 的 一 个 关系 。 但 是 ~ 上 不 吓 等 价 
关系 。 这 和 是 四 为 一 : 不 具有 有 传递 性 、 纪 如 ,对 任意 的 (x) ，& G0， 
一 0 
但 不 会 总 有 Fe 人 0 事实 上 上 1 
一 :是 等 价 关 系 。 由 它 记 开 定 的 分 类 为 
5= {{0), D, Cp C0), Cp) pst2) Ys ees Ch CY ee 
Prew) le}, 
其 中 [00 pC) = (ep) ep (Cn) Im CEN, a€D), pilx) 
不 可 的 ， 
383. 给 定 一 个 规则 
F#， 困 量 集 合 5. 与 ;分 在 一 类 里 当 上 生 仪 当 4 .与 3, 的 秩 相 等 。 
显然 ， 规 则 yy 是 POD )} 的 一 个 分 类 ， 记 作 2, 于 是 
B= {rr 
其 中 rr, = EPDMY| 5 的 我 为 m)， 
下 分 荣 了 所 奖 定 的 等 价 关 系 一 为 
9 全 当 昌 促 当 与 J 分 在 一 类 里 ， 换 全 话说 底 是 
了 一 4 妆 且 人 避 当 34 与 3: 的 著 相 等 。 
2) 给 定 一 个 现 典 一 ， 
9 一 了, 当 且 公 当 4 与 5; 的 极 太 匹 美 组 等 价 《简称 与 3 等 价 ) 。 
显然 ， 更 则 一 是 了 人 六 的 一 个 等 从 关系 。 几 一 所 并 证 的 分 类 宇 为 
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5 与 3; 分 在 一 类 里 当 且 仅 当 5,~4;。 换 名 请 说 就 是 

与 4; 分 在 一 类 里 当 且 仅 当 5 与 ,等 价 ， 

应 该 想到 : 如 时 4 与 3: 等 价 ， 那 么 9 与 5, 的 秋 相 等 。 反 之 则 未 
必 ， 因 开 ，1) 与 2) 中 的 分 类 (等 价 关 系 ) 并 不 一 样 。 明 显 地 ， 
2 ) 中 的 分 类 比 1) 中 的 分 类 要 细 得 多 ， 分 成 的 子 集 远 不 止 x+1 
个 。 我 们 可 以 大 体 上 把 2 ) 中 的 分 类 圳 达 如 下 : 

B= 0, ,Ty es G2 Te es bo Te), 
其 中 53%, 了，… 表 示 秩 为 w 的 等 价 了 集 做 成 的 类 ,而 1 = {455s To …*})， 
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第 八 章 ”矩阵 的 运算 


练 习 一 
解 
1) 5 22 2) /4 10-1 
(4-1 3 ) (3 0 0 6 ) 
-4 3 07, 3 一 33 2 
解 
1 42 
x-=(0 4 3 
0 -22/., 
解 
1) (8), 2) Cab,+ gd, ; 
8 A 
3) AGE ad, abs 
Tab) tabs «a 2 4) 《ex2 + Dbxy +t ey: t+ dwt+ 
1 2ey tf). 
2 8 andn ， / 
1 /2 2-—2 
og 0 0) 
4 一 4 一 3 


Bar qthitred cab att Dac — De 
eo— pe Par 一 oF 
3 24— ce— pe gar 


十 让 + ea 


a87 
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5 解 


? (97), ® (share 


5 1 3 
1) An 8 0 3 ) 
1 一 ?2 


8 解 将 4，B 分 块 ， 


3) 站 
一 Sinzb] 
COSHO, , 


: : or 20 0 
4= (4) 0) 28 


AB4= (4 )( Bl 


9p B+ l,i; 


4) 


+a Sa+l1 0 
一 (A ) 一 和 ri | 
/A,B,A, 0 B+238 282+] 


3 让 


5 B: ,0 0 0 
B= (sp) = 2 中 | 


38: BB/., 


9 证 明 显然 x= -A+B 是 方程 的 解 ， 如 方程 还 有 解 ， 令 
次 C， 忆 A+ 万 = B, 则 
C= -A+b, 
这 就 证 明了 方程 
A+X=B 
有 且 有 具有 一 解 ， 
10 证 明 充分 性 是 明显 的 。 现 在 来 证 必要 性 。 若 上 = 0， 问题 
得 证 。 否 则 ， 若 上 天 0, 出 


去 (4) = 了 0， 即 4=0. 


)，5，: 为 任意 数 ， 


n) a ¢ dad 
(0 5。 ]， ce 为 任意 数 ， 


12 解 不 总 成 立 、 例 如 ， 当 


则 


Vy 
A+3=( 0 ) 
B67. 


于 二 detCA+BY=0, 但 detA + detB = 12, 
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】 解 ~ 


六 Pr 


1) 可 道 ， 其 40=( 9) 


2) 不 可 逆 ; 


1 3 ~ 2 
2 -1 0 0 
-一 了 1 站 站 
4) 可 族 ， x |- 1 9 
1 -2 -1 2 


号 1 
5) 可 道 ， 其 “| * | 
Aas 


上] 


2 解 
2 9 -5 
1} X=( 7 人 2 X=(-3 -及 6 ) 
-4 -14 7， 
-13 ~ 75 30 : a bs : 
3) x=( 9 52 -21) 4) Xe 5-5 | 
21 120 -47’, “24+1 25+4’, 


?3 任意 ， 
4 1) 证 明 本 为 


(0 3) 2 )= (fpy) = (7) ) = 1, 
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0 人 (FP) 
mu (st (3) 


同 理 可 证 ，{( 8 oh (4) =(2, 0). 


2) 解 
3-200- /-323 0 0 
5-3001 1 -53 0 0 
0 034|1 = 00-1 4d 
0 011 00 1-3/, 
00012 0 01-1 1) 
00023| 0 00 -| 
11000|=i 0 00 0 1 
(101100] |-: 20 0 0 
o00100) 2-10 0 0， 

4 解 


= A-21, 


-3 0 0 
CA+21) (4 a1) = 4 一 3 0 
.0 了 -37 
5 ”证明 因为 
(Ta— AY Tt A+ A+ + A ) 
= At A +t At A A A A 
一 了 ~ .At 
= 1 


同 理 
(Tat A A tA) C1, A = 了 工 


《Ts 一 人 ) = 二 十 
6 解 ” 有。 比如 


则 


7 证 明 因为 
(一 -5 一 = 了 {(— A CC- A)=1,, 
故 - 4 为 可 道 阵 ， 且 (- -= -4 


8 证 明 
二 了 = dd449 二 本 -有 
9 ”证明 因为 
ds 4 = 丰 二 一 一 
[可 全 4- [可 L4 1, = 1,, 
A A = 本 ] 二 一 
Ti Cd AT A = 


于 是 ， 有 4* 为 可 道 阵 ， 其 道 阵 


| 
CA*) pi 


10 证 明 由 和 =4, 得 4:-A=0,， 即 4(4-1,)=0. 


可 闭 ， 则 四 4 一 堪 乘 两 庙 ， 得 

二 一 Te=， 印 刀 = 了。 

这 与 4 和 关 J 岂 矛盾 ， 毅 4 不 可 道 
472 


= A-'ABA-! = BA- 


老 -4 


1 解 
LD EC | ) 


3 


D,(- LT)ps DC- DP C0) CsAPs td) Pald) CaPn (~ 2) 


1 
2) | | 
0/， 


PCD Pi(3) Di 到)PuCDPas(-2Ce4 


Pa -3)Ps (F)P -DCsPa -3)D, ( 动 ) 


2 
1 
1 
= 1 
0 , 
2 解 
一 1 -1 
-3 23 22 -4 2 ,7 
1 ， 1 4-10 7 一 
1) | 6-32 一 37 2) 3 ‘2-2 2 
21\ 3—-2-1 6 
* 一 2 4—1 1/. 
3 解 


(0 LED raed! 1) 


dd3 


于 是 
Ga 
(et 1). 


4 证 明 令 rank44=y 那么 存在 可 道 阵 了 ，9， 使 得 


0 、 
0 
ff 
0 1 | 1 
= 中 ~ 十 ~、 十 "+| 0 | 
| 0 0 | AN 
j 0 ) 
‘0 
1 0 | ~、 
= 下 、 Q+P l、 Qi+ +P 0 0 
0 0 ~、 
j 0 


=Bt+B,++ Br, 
其 中 rankB,=1, 72=1,2,'',r 
5 证 明 由 于 rank4 = r， 所 以 只 对 4 施行 行 的 初等 变换 可 


Ee 


化 为 


『 #， Bs 
| B21 b,, FP 
| pg, LE " b, 
| 0 0 
“8 0 0 


[和 


b, b,, pin 
a Bas bon | 


从 而 ?4P ”的 后 * 一 * 行 全 为 0 。 
6 证 明 出 于 14| =1l， 据 本 节 定 理 2 的 推论 可 知 


1 
A= | 1、 ) 
1 


= 了 了 PP， 
其 中 忆 为 消 法 和 矩阵， ?= 二 2， 
7 证 明 由 于 44-=Jr， 所 以 有 
detAA™'= detI,= 1., 
据 本 节 定 理 4 ， 有 
detA:detA™'=1, 
故 
det4-:= (det4) 
8 解 由 于 48= 了 ,所 以 有 
detAB= detI,= 1, 
据 本 首 定 理 4， 有 


二?5 


detA.detB = 1, 
因此 
detA=0, derBd, 
守 是 ， 41， 8 都 是 可 逆 的 ， 日 A™= 8B, 了 = .4 即 A 与 8B 特首。 
9 证明 因为 由 题 设 闫 
fr 一 一 EL4 一 4 
区 


肥 了 = -4-4=-A(-44-2) 


据 上 题 可 知 ，A 为 可 逆 矩 阵 ， 其 4 = -分 4 -上 


10 证 明 由 本 节 定 理 §6， 有 
rankC < min(trank A, rankB), 
由 于 区 旋 志 所以 有 
rank .An, TS 区 六 < 
于 基 
rankC<r, 
又 因为 C = .AB 是 为 阶 方 阵 ，# < 如 ， 故 
ranke <y, 
1] 解 不 一 是。 比如 


4=(?0) 3=(01), C=(o 


12 证 明 
1》 因 rankA=5 所 以 如 六 ?不妨 设 4 的 前 # 行 线性 无 关 ， 且 
夜 成 ? 阶 研 道 阵 设 为 4。， 妇 的 后 扯 - 4 行 攀 成 的 定 阵 说 为 4 。 出 


43= (如 ) 3= (48). 
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于 是 
Tank AB=rank .AB = rankB, 


胆 据 本 节 定 理 #$， 帮 
rank .4B< rankB., 


故 
rank AB = rankB, 


2) 同 理 可 证 、 


习 题 八 
1 证明 设 


WI NI In 
Yel Ne Wee Wan 


nl Xr 中 日 自 nn 


与 扫 可 交换 ， 于 是 


EN HN 
rb dal A fan 


nm nm 0 nn 


INL aris "" driIn 
A= Mas GaXzm 


二 和 本 


由 AX= 苹 A， 得 

dw = vis Cyf = 1 
亦 即 

dN am = 0 Car— a w= 0, 
由 于 当 i 隆 j 时 ，4; 隆 4;、 训 由 上 式 便 有 

x = 0, C1, Fs f= 1 2 A), 
于 是 XX 内 能 是 对 角形 阵 . 

了 


六 | 用 lz 人 六 Lr 
# 
Nr Nr "" 人 


与 4 可 交换 (其 中 Xj 是 # x 加 和 从 阵 ) ， 则 由 4X = 关 有 4, 可 得 
(Cal) X= RT), {i,j = 1,2,., 7), 

亦 期 
aKij=aKi, (ai— a X=0, 

出 于 当 i5 生 时 ，ai 尖 zj;， 上 敦 由 上 式 便 有 
Ki =0, GF fj = ,9,7), 


于 是 区 只 能 是 准 对 角形 阵 . 
3 证 明 
1) 因为 


0 斌 1 0 i 0 
AE,, = |! a, ?| 


0 gn VV 0 
ol dan Hay ” Ha 


且 AEB,= EE,;4 可 憩 ， 当下 和 天 工 时 ， sr1= 0, 当天 天 2 时 ak = 人 0 
2) 因为 


0 .0 a 0 .0 
0 rr 0 rr 0 机 0 


Cj 列 》 
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00 
0 0 … mn 
Bi =| a et ein 人 和) 
0 0 0 
[oo0..0,， 
日 44E;; = Ej;A 可 知 ， 当 大 1 时 qt = 0, 当 关 iar = 0, Bar ii 
3) 因为 4 与 所 有 # 阶 窍 阵 襄 交换 。， 所 以 A 必 与 Ei; 可 交换 ， 
敢 .4Ej; = 由 2) 知 
2 一 上， GF a a Cf = i,2, ,Ae 
故 妇 4 为 纯 量 阵 ， 即 也 = al, 
4 证 明 
dBi+B) = AB + AB,= BA+B.A= (Bt B,)A; 
4(BB) = (AB)B,= BtAB,) = (BB,) A} 
AB:= (AB) B= B (ABt') = .= B.A. 
5 证 明 黄 
FD = A" +t aad tt did yy 
刚 
二 古本 
矶 妈 当 上 可 变换 ， 便 有 
(4 有 = (+ 十 Er 
=aA"B+r aA™ 有 + 二 
= 和 了 4 二 ADBL4 二 二 
= BlaAr tad + 二 Gd 
= BCd4) ， 
6 解 当 4B3=84 时 ， 成 立 ， 
7 证 明 设 


#1 吓人 Hi 
A= 1 2 Fm 
A Sp nn , 
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人 人 个 从 -人 人 


可 若 ，a = 0 = Tv 人， 故 4=0， 

8 解 

1) 瑚 个 上 三 角形 阵 之 积 仍 为 上 三 角形 阵 ， 事实 上 ， 议 = 
《2 六， 卫 = (82;) 且 当 i >j 时 4 ;i = 0 bi= 0 令 AB=C = (en, 内 
须 证 ， 当 ?> 时 tj;= 0 即 可 。 由 于 

CH = Gb t dsb t et ssbis +t ea dirs tt Anbnis 

当 训 >j ,有 时， 上 式 的 及 了 项 的 4 =0， 信 = 1,83,，…,j)， 价 后 # 一 项 
的 54 一 0， 过 =j 二 1 ;7)。 于 是 当 i0>1 时 ，si, = 人 0 

3 ) 避 赣 的 上 三 角形 阵 妈 的 道 阵 4 一 仿 为 上 二 前 形 。 

事实 上 ， 令 4 = mn， 则 


1 
bpa 一 TA ae 


由 于 4 是 上 三 角形 阵 ， 所 流 Ai =0 (< 让， 于 是 当 b 之 4 时 


1 1 
此 二 一 -一 一 pp 二 一 一 一 * 灶 二 
Pq LA| -4 [4A| 0 0, 
故 .4 = (0) 为 上 三 角形 阵 , 
9 证 明 


1) 由 于 ftankd= 1， 所 以 4 的 任意 两 行 、 两 列 都 成 比例 ， 于 
是 不 奶 设 其 余 各 行 的 元 素 孝 是 第 一 行 的 元 素 的 倍数 ， 即 


ad 加 站， A 
4= 网 a = Be 
dnb dash, rr a A 
| dl 
2) «(9 CB Bb) 昌 Ch By 
ds a, 


| 
一 BZ ) CB ba B) 


- t=] 


| 
= I 
4a 


= 走 4， 其 中 不 = yp 


一 | 


10 证 明 据 本 章 例题 选 解 中 例 7 知 ， 14*| = |41":。 于 是 

1)》 当 frank4=# 时 ， 则 14 天 0, 所 以 14 站 去 0, 教 rankA*= 
站 

2) 当 rank4=as-1I 时 ， 则 4 中 至 少 有 一 个 *- 1 阶 子 式 不 为 
0 » 时 此 rank.A*->1, 

驻 因 


7 [4 
A4+=( ~ )=°. 
| 4A| 


据 本 章 例题 选 解 中 的 例题 6 知 
rankA 上 + 了 3 和 长 4 本 < 站。 
于 是 
rankA*< ~ fankAdA= 1, 
战 
rank.A* = 1, 
3 ) 当 rankA<# 一 1 时 ， 则 A; =0, (= 1 有， 所 以 4 = 
0, 帮 fank .A* = 他 
11 证 明 当 14| =0 时 ， 由 上 题 知 rankA*<1 所 以 (4A*)*= 
0, 这 时 当然 有 
CA *=| A A 
成 立 ， 
当 | .4 夭 0 时 ， 由 于 
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A EAD = 14 La= id 
两 边 邦 左 乘 以 二 4, 得 


1 囊 定 率 一 寻 一 2 
A AA (AY "= 14 "4, 
即 
CAD *= | :4。 
12 证 明 
1》 由 于 BC=0， 所 以 C'B'=0 。 圾 可 以 把 8B 的 省 行 (B8' 的 各 
列 ) 看 作 是 以 C! 汐 系数 阵 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 。 该 方程 组 是 + 个 
未 知 数 # 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 。 因 rankCc' = rankC =”， 所 以 该 
齐 次 线性 方程 组 只 有 堆 解 ， 从 而 了 的 各 行 都 为 0 ， 故 3= 中 
2) 尖 BC=C， 则 BC-C=0, 即 (383-1 了 7C=0， 由 1) 项 ，B 一 
J =0， 故 了 = 了 
13 证 明 由 于 A:=1， 所 以 rank-1=w。 因为 两 个 矩阵 和 的 秩 
不 大 于 各 个 矩阵 的 秩 之 和 (第 六 章 $4 习 题 ) ， 于 是 有 
rank (A+ +A- 1) AranktAr I) +ranktd — 1), 


而 

rank (At+l+ A 1 =rank‘®?.1) 二 下。 
起 

rank (d+ +rankctd -1 六 

又 由 于 A =1s， 有 有 

CA+ID CGA- = Ai1,=0, 
所 本 章 例 题 选 解 中 例 5 可 知 

rank (A+ I + ranktd- 1) Er, 
从 而 ， 有 


rank (A + 1,) + rank (A-1)=#, 
14 证 明 由 rank (4 一 了 = rank(i, 一 ,所 以 
rankA+ rank (tA -1) =rankA+rank il,— .A), 
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fank 44+TrankrT -4 rank CA+t+ I, A) = ranki,=», 


了 和 Ed + rank Cd — 1) 2»#, 
叉 由 于 = A， 所 以 有 
AtA-I) = .AA=0, 
据 本 童 例题 选 解 中 例 6 可 全 


rankA+t+ranktA— I) <iw, 


因此 
rank A+ rank tA—{,) =#, 


#83 


和 84 


第 九 章 ”对 称 阵 在 相合 之 下 的 标准 形 


练 习 一 


| 
1 解 f(x, ys XI = Grey 4) 


~ 


一 十 dx 3 + 一 3 


2] 
fb, Ws Ky 二 二 《3 B 日 


A 


= EX dy — KN BXaNy 十 了 和 和 ~— XN 


2 解 
™| 
1 fwixw, Ky = (rv) Ad 
Ni 
2 -3 :| 
2 
马 5 
“| -可 
5 
1 -一 
2 ( 


NL 
2) f Cx, Noy Ky KO = KIX 人 


| 


3 5 
-一 | 二 
0 3 3 
SS 0 -1 -1 
A=| “ 3 
2 -1 2 
1 
12 1 -二 
| 2 0 
3 证 明 因为 


(A+B)'=A'+B=A+B, (kA)'= EA!=- EA, 
所 以 A+ B， 上 4 为 对 称 阵 。 


4 解 
1 1 
1 
1 3 | 1 
1 | 
Ji 
2 67, 0 Ih 
? 0 
0 A, 
练 习 二 
1， 和解 中 
世人 
lo Li 0 Pu(-1) Pp(-b 
|? 1 2 0D 2 91 2/, 
1 3 1 一 一 一 一 一 
一 二 0 1 一 0 
2 2 P01) 2 1 
1 0 0| 1 0 0 二 Ps 
0 LT 1 1 6] 
0 0 1 0 0 1| 


也 该 题 只 络 山 用 初等 变换 法 作 揭 希 答 ， 配 方法 略 ， 以 下 汐 如 此 ， 
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oem 
| | | 


Ds 


克 把 1》 化 为 对 角形 ， 


其 演化 阵 


Le 
| 


Fe 
t 


人 
| 


和 
| 


rT 


”一 
本 
| 


=-e-oo- 
| 


I 


md 
! | 


Le 
个 
| 


i 
| 


fo 
| 


人 
t | 


Le 
Te 
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ve A 


OOO 


Cm 


Dom 于 人] 女 > 


TT 
| | 


Le 
~ 


A 


故 化 2) 为 对 角形 ， 
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一 一 一 -一 -一 一 


一 | 加 | 


| | 于 


-一 -一 一 一 一 


> 


- 


> 


pd| 


长 1) 的 标准 形 为 


Em 
Tl le 
| ~ 一 
= | a 
| 


Ps ( - 


wo 一 一 一 -- -一 -人 


be 
1 1 


人 
| | 


人 
| | 


-i 区 冶 


| | 
i 
wm 
| 


一 本 


saC— ,PP.(- 3) 
#(— 3), Pot — 3) 


- TT 

ci Deli blll | 
] 

om 
| 

mam | | 
| | | | 


人 心 全 < 四 十 
re 
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一 一 一 一 一 一、 
人 让 
| 


Li | SIneo 4 
| 


SH 己 Sm 


EE 
COC -- 

~ 个、 

Tt 

| | 

Me ee 

P= = 

™ [Lac 

总 


乙 一 过 一 站 一 安定 
| | 


Fi I 


和 


Lm 


1 


< bm = rd 


| 


| be 
~» 


[Ne [al 


2 > 7 
| 


ww 
0 
0 


| 一 1 
0 生 
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其 演化 阵 ，1 2 v 互 1 
,v2 ww5 2 
| 3 _ 
1 eT Ww 0 
P=i | A 2 
1 
| i 9 -1 
5 
0 0 0 1 
3 解 
1 二 次 型 wi, x%;, x;) 的 表示 算 阵 为 
1 1 0 
4a=11 2 2 | 
0 2 tt/., 
而 
“1 1 0 "1 0 0 ) 
1 2 2 1 OD 1 2 
0 2 4 Ful~ 0 2 1 P,,(~2) 
1 让 放 1 -1 0 
1 1 OH-Dlo 1 eo 
0 0 1) 0 0o1 
于 是 
fx a wy) = {Ys Ys Fs) = + ye 
其 变数 变换 为 
XL 1 -1 2 bE 
(3)-(9 1 -2 ) 
x 0 ih li、 yy /, 


2) 二 次 型 J (x Ny Hay 轩 刘 的 洗 示 着 阵 


0 Li:il1 
| 豆 豆 六 
1 0 11 
4=| 7 EE 
1 1 工 
| 吉本” 瑟 
:1 11 0 
‘2 2 。 
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I 


-一 -- 
-dR oo ooom 
To Aocomo 


Th 安 TT 有 OT 


A oo Toodm 


心 HT 


及 


局 pt 
| | + | 


< 


ey TT 蕊 由 中 | 


TO 


Tl 
| 


"RA oo 


| 
门 ”全 心 < m= Dy 刁 心 
- ， mm 
~ 
| P| 
| | 
Mm 
er = 
ey A 
一 ~ 
二 | 
| 】 
er” a 
六 己 -， 
可 和 
、 
-| -| 
| | 
ee Te 
ps A 


Pi ka 一 mm 


nl "Feo 
| | 
一 下 
Or 
-| | 
| | 
和 ne 
A 二 


类 
一 


于 是 


#91 


| ,3 
(es Xe Xs 让 = EO Yes Ya Fa = 一 pea 


其 变数 变换 为 
1 1 
人 
只 1 ] i 
国 上 | I 加 
Xs T 2 
xi 0 1 | , 
0 0 0 1 
4 解 
1) 二 次 型 的 表示 引 阵 为 
jd 1 2 
A=(1 0 ; ) 
2 3 0/. 
而 肌 的 标准 形 为 


(i ) 


其 相 台 演化 阵 |- 二 -之 2 -3 
A wb 
| ww2 __l 
wD 2 vv 
区 
9 0 iB 
于 是 二 次 型 的 标准 形 为 
ba — ye es 
其 变数 亚 驻 
1 vi_3 
2 2 6 
| 1 A 1 (2 
Xi 
人 2 v6 I , 
1 |! 
”0 
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“) 二 饮 型 的 表示 算 阵 为 


1 100 
ff1110 
4 | 1 1 ?] 

0011/ 


而 4 的 标准 形 为 


1 
1 
OO 
~ i 
相合 演化 阵 


1 1 
0 -1 
lt 
0 1 


于 是 二 次 型 的 标 淮 形 为 y+ ye+ 和 -70 其 变数 变换 为 


| 1 1 0 -1 1 

Xs 0 一 2 1 1 3 

4 和 1 64 0 bp 

3 证明 设 对 称 阵 有 4 的 秩 为 "-， 则 存在 可 逆 阵 了 ， 使 


~ 


2 


Ln 呈 3 
a 
Te 
本 


P'4P = 


于 是 
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Ci ~、 
0 
一 了 | 十 … 十 人 
， 0 
和 ' 
0 
| 
| 0 
如 | | 本 
| 9 pr 电 
0 0 
~ 
= + :+ 
其 中 
0 
~ 
Ai= P| as PP- (i= 1,2, ,7) 
| ~ 
\ 0 


下 A 是 秩 为 1 的 对 称 阵 ， 


1 解 
秩 为 0， 只 有 1 类 ， 
铁 为 1 ， 正 惯 标 为 1 或 负 民 标 为 1， 共 2 类 ; 
秩 为 2， 正 惯 标 为 2 ， 负 惯 标 为 

; 。 正 惯 标 为 1， 负 惯 标 为 11 共 3 类 ， 

: 。 正 惯 标 为 0， 负 惯 棕 为 2 
秩 为 ， 正 惯 标 为 2， 。 负 惯 标 为 

正 惯 标 为 z- 1， 负 钨 标 为 1 jy + 1 类 ， 


正 惯 标 为 0， 负 惯 怀 为 # 


二 9 前 


于 是 共 分 1+ 32+ ttt 于 人类， 


2 证明 因为 r=p+g, 而 +-s=p+9~ 人 -和 =24。， 故 
”与 1 的 奇偶 性 相同 ， 

艾 国 为 ”0 委 站 委 六 0 委 Y 委 六 所 以 0 Ip-o 才 r; 即 0 之 上 安 
下 

3 证 明 因 实 对 称 阵 4， 必 存 在 可 道 阵 P， 使 P'AP 为 标准 
形 ， 又 由 1.4| <0， 必 有 

PAP| = |P' |A| |Pl = |Pl ?lA| <i0, 

故 P'AP 对 角 线 上 只 能 是 1 或 ~-1， 而且- 1 的 个 数 必 为 癌 数 ， 于 
是 4 的 负 民 和 标 为 正 数 ， 

4 证 明 由 题 设 知 ， 对 实 二 次 型 六 Xx,,…, wx) 的 表示 算 阵 4， 
存在 可 道 阵 8& ， 使 


1 ~ 个 
™、 ~ 
1 
1. 
QA 一 AAA 个 
0 
~ 
0 
当今 ‘Var 
“、 
Var 
R= ww 一 让 
AAA 
Se 
1 
~ 


9 


时 ， 1 和 4 、 | 


于 赴 经 可 道 变 数 变 搁 


™ J 
人 

jn 

使 二 次 型 fx ey 亚 为 


f {xs "sy Xn) = 4 十 "十 ap yp + 六 十 二 Day pr 


练 习 四 
1 解 
1》 是 2) 不 是 ; 3) 不 是 ，4) 臣 ， 
2 解 


1) 基 ; 2) 是; 3) 不 是 ， 
3 解 不 一 定 。 比 如 


这 时 ， 对 x=(x) 其 中 必 , 才 9， x; 0， wy 玫 0, 均 有 


XX'AX 一 十 XxX > 
是 正定 的 ， 而 是 半 正 定 的 ， 
和 因为 MCM'AM) M-'= 4， 故 A5M'AM 相合 ， 
于 是 对 '4M 也 是 对 称 的 。 据 例题 选 解 中 例 3 ， 机 合 两 对 称 阵 标准 形 


1 各 


相同 ， 即 蕴 '44 闻 与 4 的 标准 形 相 同 ， 故 对 4 好 与 44 的 正定 性 一 致 ， 
5 证 明 蝇 然 4'4 为 对 称 阵 。 迫 本 章 $4 命 题 3 项 ， 寻 4 为 正 
定 的 . 
6 证 明 因为 对 任 一 非 零 的 sx 类 阵 


"(© 


痢 X 4 区 0，XIB 和 0， 所 以 必 有 
X'(A+ BX= X'AX+ XBXS>0, 
放 A44+ 3 为 正定 的 ， 
7 证 明 由 dd 过 人 4 可知，4 为 可 赣 的 ，4 的 负 惯 标 为 正 数 . 
于 是 存在 可 首 阵 了 ， 使 


:1 


P'AP = 


变数 变换 


所 得 到 的 非 零 X， 
1 
| ) 
x 
有 
X'AX <O. 
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习 题 九 


1 证 明 必要 性 ， (A 有 D'= B'A'= BA， 同 时 取 有 (4A4B)'= 
AB， 故 /4B = 3.A4,， 
充分 性 ， 因 (CABY'=B'A'=BA=AB, 故 A8B 为 对 称 阵 ， 
2 证 明 设 (0) = ax tox i+ 十 4s-1% 十 4， 而 (4) = 
de +w1， 因 
(fA = Ca A tad 二 
= a A a tt d+ a 
二 
=f 04). 
故 .六 44) 为 对 称 阵 ， 


3 证 明 因为 A 由 于 A4 为 正定 的 ， 故 14 1>0， 


且 有 4 也 是 正定 的 。 于 是 A4*= 44 A ', 因 此 ，A* 也 为 正定 的 ， 

4 ”证明 反 证 ， 假 设 对 某 个 i，aj: 所 9。 于 是 对 4 施行 成 硅 的 
初等 变换 变 为 B, 使 ?中 (1,1) 位 置 为 a1;。 故 B 中 有 一 阶 子 式 a 所 
0, 所 以 3 不 是 正定 的 。， 由 4 与 83 相合， 因此，4 也 不 是 正定 的 . 

5 证 明 因 A= (ss) 为 正定 的 ， 所 以 A 的 卡 阶 顺序 主子 式 


4| ” lk 
[A | 一 下 有 下， = 1,2, “ 
FL 
而 
aubi, ad bi | [an "i 
| 号 | = | 一 部 人 
ardiedl 全 让 AR 


二 = 11,3,…#。， 歧 8 的 一 若 晓 序 主子 式 均 大 汗 0 ， 因 此 B 为 正定 的 ， 
6 证明 ,+ A 的 阶 硕 内 主子 式 
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+a + i 
| = 站 十 十 | -44 


| 
是 首 系 数 为 1 的 & 次 密 项 式 ， 当 ! 充 分 大 后 ， 上 水 必 大 于 零 ， 于 是 对 加 
阶 硕 序 主 子 式 4, 4 …, ds 都 有 一 个 充分 大 的 为 合 该 阶 顺 序 主子 式 
大 于 零 ， 因 此 ， 可 议 找 到 一 个 共同 的 充分 大 的 hh， 使 1s+ 4 的 各 阶 
顺 耕 主子 式 均 大 于 零 ， 从 而 ， 对 任何 f 沪 hh，i?1st+ 有 4 为 正定 的 . 
7 证 明 因为 
KAX = nox — (Dx) = HE (Sw:+ 2P XiXi) 
-Da Jor 


和 


一 之 CX 一 和 
| ， 


于 是 对 任 一 非 零 的 xx 1 矩阵 
党 
x=( : | 
mn, 


AX 守 0 
页 本 为 半 正 定 的 ， 
8 和 二 次 型 的 表示 上 讶 阵 
1 1 5 
4={ 4 3 ) 
5 3 1 
的 顺序 主子 式 为 
[1|=J, | =4—1= (+0) 2h), 1A = -+30t- 105, 
车 (2+ 六 但 -及 220， 风 -2<3<2， (1) 
条 II4d>0 则 1565-230<i<15 +2w30, 《2) 
因此 ， 没 有 共 局 的 上 同时 满足 (1 与 (2 ) ， 故 不 管 ! 取 任 何 值 ， 
-二 攀 型 fx, i a 都 不 是 正定 的 ， 
9 证 明 慨 4 的 秩 为 r+， 中 绩 证 r+ =0 助 可 ， 亲 A 为 对 称 阵 ， 


恒 有 


#99 


必 存 在 可 北 阵 R， 和 使 


1 
R'AR = -了 ) 
. 0 7 。 


于 是 令 


则 有 


J 
fi rs wo) = XK AX = 41g) RIARE ) 


= 二 ‘4) 
由 (4) 可 知 ， 车 + =p+g 隆 0， 不 芒 设 p>0。 于 是 取 y= 1 y= 
0,…ys=0, 由 (3) 必 有 一 个 非 零 的 x*x1 奸 阵 天 ， 使 站 0 于 关 0。 
与 题 设 予 居 ， 故 +=p+y=0, 即 4=0， 

10 证 明 山上 题 可 知 ， 若 ? =pr gg 之 #B 时 ， 取 y=0,……, yn-1= 
0 y=1， 由 (3) 必 有 一 个 非 零 的 xx1 炬 阵 沈 ， 梧 党 /A 沈 =0。 这 
与 虞 从 六 和 丘 ， 故 r =x*， 妈 A 为 潢 秩 的 ， 

11 证明 由 9 题 篆 ， 二 次 型 Fe yx = 六 'AX 经 变数 变 
挽 (3 ) 可 化 为 〈4) 。 这 时 由 题 设 知 ， (4 ) 中 的 p,q 都 不 为 0， 
于 是 取 y=1， Pa = Oo yp = 0 Yor= 1, pt 
由 《3) 可 取 到 菲 零 的 x x 1 矩阵 XX,, 全 XX,'AX, = 0。 
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第 十 章 ” 方 阵 在 相似 之 下 的 标准 形 


练 习 一 


1 证明 因 4~ 一 所 以 存在 可 道 阵 忆 ,使 B= 了 47, 于 是 3 = 
情人 (4 ， 故 4 一 了 
2 证明 (PTAP) cP*'BPY = P-!APP“IBP - PI'ABP = 
PIBAP = (P™'BPY tp™' AP). 
3 证 明 BA= (C47 A) (B.A) = A"'(AB}) A, 邦 AB~BA, 
4 证明 由 题 设 知 ， 存 在 可 首 性 P,P 了 ,， 和 使 CC =P, "AP,,D = 
了 了 PP,， 于 是 


(~( pp) 

5 证 明 由 题 设 知 ，a1 ds year 经 过 车 于 次 对 换 后 变 为 xp 
hi 0 县 = = 2 和 5 这 种 对 换 用 在 对 角形 阵 上 就 
是 成 讲 的 护法 变换 ， 即 

B=T tT AT Ts = 了 4T， 
其 中 工 ;为 换 法 阵 ， 工 = 了 Is。 旗 4 一 8, 
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6 证 明 鞠 证 必要 性 。 册 题 设 ， 对 任意 可 北 阵 P, 丰 ?PAP= 
必 4， 即 d4P= 了 4， 故 必 = al，, 

再 证 充分 性 ， 由 于 4 = a1,， 对 任意 可 道 阵 P,P 4P=P- (em 了 
= 41s= 要 。 旅 A4 所 在 的 相似 类 上 内存 和 4 本身. 

7 解 1》 不 一 定 ， 比如 本 练习 的 第 3 题 A48B 与 B44 相抵 ， 而 
4 与 4BI 匠 相合 上当 -= 4 时 )》， 也 相似 ， 六 如 


4=( 83-( 1) 
县 然 所 与 相抵， 但 4 与 了 既 不 相合 ， 世 不 相似 ， 


2 ) 此 4A~B， 则 存在 可 北 阵 P， 使 B= 了 -'4P， 而 了 可 以 写成 


4=(_1 0), 3-(0 1), 


并 与 BB 相似 ,但 4 与 了 8 不 相合 


练 习 二 


1 解 

1 ) 特征 根 为 1,1, -1 af ={E(t 0 下 0 1, 0)}， 
Sac = 人 El0 一 上》 属于 1 的 特征 疗 量 为 (6 ,不 ,, 上) ,上 | 或 上 , 关 
0, 属于 一 1 的 特征 向 景 为 (&,0, -上 ， 开 天 0。 

2 ) 特征 根 为 1, 1, —2; $401) = {E03, — 6， 20) }， $4 一 2) 
= {4100,0, 了); 属于 1 的 特征 向 量 为 (3， 一 6&，20) ,有 天 0， 属 于 
-2 的 特征 问 量 为 〈0,0, 门 ，! 天 0。 

3 ) 特征 报 为 -1, -1l -1 34( 一 了 = 人 (1,1, 一 ]}， 属 于 
~1 的 特征 向 量 为 {&，， 一 下 关 0, 

4 ) 特征 根 为 3,1+vw 3,1-w 3: 9 人 2) = {2 一 1, 0)}. 
Sotl+s 33) ={i6+3 3, -2-4 838, D)}, Sn(ll-v 3)= 
{tt6 一 3 3， -2+ 3 卫生 属于 :的 特征 网 量 为 (2 有 一点，0)， 
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天 0, 属 直 1+ 本 的 特征 疝 昌 为 ((6+3w 了) (-2-v 3)1,D)， 
7 天 0, 属于 1 -vv 本 的 特征 向 征 为 《〈(6 -3w 3)f,(-23Tv 3)f,， DD， 
7 天 0。 

5 ) 特征 根 为 2,2,2，- 2 54,02) = {1(1,1,0,0) 十 下 《1 01， 
0) + 让, 1,0,0,1))，54. (一 2) ={ 人 Et -1 一 二 一), 属于 2 的 特征 
河 基 为 (直下 十 下， 下 下， 人 人 为 9， 属 于 一 2 的 特征 
向 丑 流 (大 ， 一 下， 一 此 一 此 。 下 过, 

2 和解 ”特征 根 全 为 0 的 阵 不 一 定 避 为 零 隆 ， 比 如 


0 ... 1 
0 ， 

| ~ 
0 


药 特 征 慨 全 为 0 ,但 A=0, 
特征 根 全 为 1 的 阵 不 一 年 作为 单位 了 泗 ， 引 如 


1 .1 
1 . 

| i 
1 


的 特征 根 全 为 1， 查寻 不 是 单位 阵 ， 
3 解 除 零 渐 、 单 位 阵 外 ， 还 有 纯 量 隆 a1， 因 为 任 一 非 零 # 
维 回 量 z ( 瑟 为 到 向量 的 形式 ; ， 有 
(al)a= atla) = ac, 


4 解 都 不 一 定 ， 比 如 


4-( 1 B= (1 2) 


是 相抵 的 ,但 4 的 特征 多 项 式 2 1:，B8 的 特征 多 项 式 尺 - 34 一 3， 
即 汪 2B 的 特征 多 项 式 不 同 ; 
有 比如 
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即 有 4 与 BB 相合， 但 有 4 与 8 的 特征 多 项 式 不 同 ， 
5 解 1) 可 能 有 ， 比 如 


的 特征 根 分 别 为 ，1, 3; 2,6, 让 特征 根 不 同 ， 但 容易 求 得 4 的 属于 1 
的 兰 征 向 量 与 也 的 属 上 2 的 特征 向 量 均 为 (8, 0)， 趟 声 0， 

2 ) 不 能 ， 因 为 若 e 是 怒 的 分 别 属于 .2 的 特征 和 击 弄 且 XL. 关 
4 那么 财 

Aa=Aia, Aa=ha, 有 Lr = da 

而 < 和 关 0， 必 有 = 14 了 矛盾， 

6 解 -让 有 。 只 要 令 8=41 即 可 ， 

7 证 明 设 


A la + fn 
A -人 doe ' on 
jl Hn Li 本 


nn 


由 于 任 一 * 维 向 量 都 是 又 的 特征 向 量 ， 故 可 取 


有 数 X., 使 A = Zi 低 计 算得 
dl 221=0 za 二 人 


同 理 可 证 ， ys = A ds = 0, ‘An 二 由 


fan = 站。 n= 台 ， “一 0, 


为 甩 的 特征 向 量 ， 有 2， 使 A = ia， 经 计算 得 


A = = = on 


S04 


2 
‘| 4 、 
i114, 


8 证 明 (P™'AP) (Pia) =PLdOPP ae= 了 (dan = 
4 (Po 。 
9 证 明 由 题 设 知 ， 存 在 a， 使 dz = x, 


了 
ER 


Ama = A Aa = A A = A = 下 (4 a) = 
= A 夏 让 为 A7 的 特征 和 根 ， 
10 证 阴 
1) 设 4 为 4A 的 任 一 特征 根 ， 于 是 存在 向 芷 a， 使 Aa = ha。 那 
么 。， 一 方面 
Aa = Da, 
郁 一 方面 
Ara= AIAa) = CA" a) = = Na 
部 X= 04= 人 0 ， 而 a 关 9， 于 十 相 = 必 因此 4=0, 
3 ) 设 : 为 .A 的 特征 根 ， 存 在 向量 xs， 使 A& = Ma， 那 么 ， 一 方面 
Aia = /Ar = da 
互 一 方面 
Aia = ACAe) = ACa) = ALA0) = 4 
圳 = 或 -w=0， 而 & 关 0 因此 4 一 六 = 从 而 4= 人 0 或 
4A=1, 
3) 、4) 局 理 可 证 ， 
11 解 设 4 的 特征 根 为 4, 特 征 向 基 为 ;于 是 -Aa = a, 这 里 :4 关 
0, 否则 若 1= 0， 可 推 得 a = 0 与 < 是 特征 向 最 下 屠 。 面 由 A4= 各， 有 


deal = A 即 2=idTe0 ,或 AT'a = je. 于 是 4 的 特征 


根 为 二 的 特征 根 的 倒数 ， 特 征 向 量 不 变 . 
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13 证 了 明 令 (0) =@drtTalv ttardtas Wy f(A = 
A A+ 4， 扯 题 设 ， 存 在 数 如 使 A4 = a 
于 是 

fda = (ad 4 a A tt da dd + al)e 
= (a ADet (a AT Yat as dot talpa 
= A) ta tA a) + +t ar Ara) + atlo) 
= a At a nd 
= (ads + Ado (tt ndy t Hn) 
= 了 (ie 
其 zx 为 8 的 属于 特征 根 六 it) 的 特征 向 量 ， 
13 证 朋 ”由 题 淡 ，Ae;= Azjy，7==1,2,*:… ;办 ， 而 
A et Est ref Ed) = A a) 十 由 (as + et A om) 
二 上 《da 十 此 (da + + Bo (CA) = Ao + ,AQ, + 
+ 二 A 
=A(k a +t Edt rt En 
14 证 明 Gf- 4)'=A-A， 有 -1 = 本 -4 如。 而 
| al- A = A= Mi- A , 
15 证 明 由 


Al\— 4 
Als— ls 


ls— A = Ai- A [al A IAs -| 
16 证 明 设 54) 34) 且 久 和 ,任职 x E50) 站 $140)， 
由 xEES4(4);， 有 x=x, 由 xES4th)， 有 x = Xx。 于 是 
A = 二 
车 Y 天 0 必 有 和 = 在 下 盾 ， 剖 x=0， 即 
Sata) (factas) = 0}, 


所 琉 
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练 习 三 
1 解 
1) 4 的 特征 向 量 系 为 (1,0,，，(0，1，0)，(1,0， 一 1， 


me 


2 ) 本, 的 特征 沿 量 系 为 {ds 一 昌 ， 20)， 《0 0， 1):; 
3 ) 才 , 的 特征 向 量 系 为 人 11 -人 
4 ) 4d4 的 时 征 疝 量 系 为 (2 -了 人， (6+ 3 了 -2 人 1， 


2 
人 -3VH -21VTD， A~( 1+V 了 了。 】 演化 


1 -yw 3’, 


2 6+3w3 6~-3w 3 
阵 P=(-1 一 2 一 3 -2+v | 
0 1 1 
5)》 4, 的 特征 向 量 系 为 (1,1,0, 人 0), (1,0,1,0), (1,0,0, DD; (1， 
P22 1 1 1 1 
_1 
一 于， 一 工 ， oa 2 D J me 1 0 一 | 
_ 2/, 00 1 -1/. 


2 解 ”结论 是 正确 的 ， 因 为 一 个 # 输 方 阵 半 有 # 个 线性 无 关 的 
特征 何 昌 ， 必 有 完全 的 特征 向 量 系 ， 

3 证明 必要 手 ， 设 4 , 宙 是 有 4 的 全 部 不 同 的 特征 概 ， 
而 $4 和 的 维 数 为 sy，j=1,2,…;r。 则 由 题 设 ， 有 


i: = 8, 
于 是 所 有 x+ 个 线性 无 关 的 特 证 向 量 . 
充分 性 ， 由 题 设 知 ， 每 个 4 的 维 数 都 等 于 2 的 重 数 ， 因 此 
4 是 非 亏 损 的 ， 


4 证 明 上山 题 设 知 ，4 的 每 个 特征 空间 的 维 数 都 等 于 其 特征 
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报 的 重 数 ， 据 上 题 ， 刀 相似 于 对 角形; 反之， 不 一 是， 期 


2 
{ 2 
2 7/ ， 


当 拓 妈 与 对 角 上 形 相 做 ， 伍 双 的 特征 根 2 是 * 重 的 
5 证 明 充分 性 ， 目 题 迷 
4 和 的 维 数 =r-( 杂 - 4 的 秩 =#- (一 涪 = 站 
即 J2 4 的 维 数 等 于 1 的 重 数 ， 于 是 刀 与 对 前 形 相 似 ， 
必 寓 性 。 妖 与 对 角形 阵 相 亿 ， 那 么 奉 任 何 ; 重 的 特征 要 4 ， 
Ja( 必 的 维 数 等 于 /的 重 数 等 于 ，* 。 于 是 
(条 -4 的 秩 =z -xD 的 维 数 =#- 


5 解 
1 /CDi2tot 《一 和 MI 二 5 
At 本 (全 区 f 一 1)t:2+5t (Dnt 
SADEitBr (Cli (1)t.n+5t 


7 证 明 设 Ao=Xa，AB=i,6，i 关 4,。 若 
Atka+ 1A) = A(ka + IB) 
那么 ， 一 方面 
Alka+t lB) = A + AUB = 上 (da + 并且 
= Eka) TB) 
= (Ea + Ad, 
田 一 方面 . 
lta ti) = Atke) + 408), 
于 是 (Ea) + 和 tiB) = Aka) + 4B) 
即 CA A Ea) + hm) OP) =0 
或 (ho- Deat -dp=0. 
由 于 a，B 蚌 线性 无 关 的 ， 有 
(A DE=0, -Ni=0 
如 尼 0 即 趟 关 0，i1 关 0， 那 如 必 有 
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册 -=0D，4 一 =0 或 赂 =4= 4 
与 4 - 产 包 于 持 ， 春 如 + 站 不 是 4 的 特征 向 基 。. 
8 证明 1) 由 题 设 知 ，. 寻 有 * 个 不 同 的 特征 根 ， 故 拉 相 朴 
也 对 角形 中 
2 ) 由 题 设 知 ， 志 的 特征 根 只 有 一 个 4= ea 马 因 至 少 有 一 个 
42100710， 所 以 


如 1 颁 
Ga- A (:)=(:) 
Xn | 


的 解 空间 的 维 数 志 # ~ 41， 说明 有 4 的 特征 向 甚么 所 合 向 量 个 数 不 超过 
# 一 1 个 ， 厂 妈 不 与 对 前 形 阵 相似 。 

9 解 (1-3)5 0 一 3)2 (4 一 22 人 14 一 3)， 

10 证 明 设 六 与 gj 分 别 为 4 与 4' 的 最 小 多 项 式 .。 由 于 
fA = FA = oD DetAD) =0 
(4) =0, 所 以 又 有 DI pVD。 帮 0 =y 0， 

11 解 不 一 定 ， 比 如 


4=( 1)， 5 人 ( 1) 


的 特征 多 项 式 均 为 (0 一 了):, 而 4 的 最 小 内 项 式 为 1- 了,B 的 最 小 多 
项 式 为 (1-3*， 

12 证 明 设 诸 抉 4 有 4,,…', ,的 最 小 少 项 式 分 别 为 办， 
(和) 和 。 又 设 站 0D 为 一 和 多项式， 如 f(A) =0， 则 f(A = 
0, Fd) =0, f(D =0， 而 当 (DD =0 时 ， 晤 的 1 获 
下 访 为 1D， 让， 四 的 公 售 式 ， 慷 之 ; 如 了) 为 pg1()， 
pz 的 任 一 公 倍 式 ， 必 有 f(D =0， 内 此 ，A4 的 最 小 多 
项 式 为 gD， ，9s() 的 公 倍 式 中 之 次 数 最 小 者 〈 首 系数 
汐 1) ， 即 是 其 最 小 全 倍 式 〈 取 首 系 数 为 1) ， 
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练 习 四 
1 解 略 
2 证 朋 必要 性 ， 由 于 


1 8 a 
4 人 、 \( ~、 )-( 、 j =- 
a a -| 


三 入 天 


所 以 ， 吕 土工 t= 1,2,.-,#, 
完 分 性 ， 若 


A'= A 
3 证 了 明 站 为 
(P-L4P) (PTiAP)! = (PIAPY Pd4IP-O = P-L4PPr A'Pp'1 
= PCAAN Po PP 了 
故 P 'AP 泳 正 交 矩阵 ， 
首 杂 为 正 交 乍 阵 ， 王 不是 正 交 矩阵 ，? 了 "AP 仍 可 以 是 正 交 算 
阵 。 价 如 ， 


1 
1 1 
. 一 _ 2 - 
4=-( 1 ) | P-L4P=(L 1 
2 1/ ， 
这 里 才 为 正 变 的 ， 卫 不 是 正 交 的 ， 但 2 .4P 为 正 交 的 。 
4 证 明 因为 
(PAP)' = PP = P-L4(PD = P-Ld4P， 


bi0 


入 以 PP 为 对 称 阵 。 
5 证 明 设 
Hl Hl A 
AA= (a fr 如 2 


Hy yz Hy 


曙 


因为 4-1= A'， 即 
A /1,, 1,, A a fr 
A ss ys | = [a ys 2 
A -2 A, A Hg fg 
| 
诊 得 
d= A = a dln 
#2 = A, = a 03s — 2803 


| 一 A = A Hl 


6 证 明 将 原 方 程 组 写成 矩阵 形式 为 
b, 
AX = B， wot (4 ] 
5 
用 4' 左 采 方 程 两 端 ， 得 
和 二 -4 


b, 
wi 二 《GE "i) 站 
F 


[i 


即 


一 auib 十 dd 二 :十 danibs, f= 1,， 2， * 


7 证 明 设 


A I 
.由 = 日 各 中 
Qn 


到 | 站 类 。 归 


因为 4 是 正 交 矩阵， 所 以 


6511 


1l, 21=} 


[J 
> 要 半生 站 = 人 


:二 1 0, i 
由 于 用 -1 陛 第 ; 行 各 元 素 ， 那 么 第 ; 行 各 元 素平 方 和 为 


重 


by 8 = Dei = . 
+ 一 | 


了 之 | 
第 在 与 第 j 行 ( 关 站 各 对 应 元 素 相 乘 之 和 为 


2, 《一 dg) Aajs) = — Panait = 0, 
i=! :=1 
所 以 ，4 的 第 行 GG=1,2,…,#) 滋 以 -1 后 ， 奶 为 正 交 矩阵 。 同 理 
可 证 .4 的 第 / 列 和 =1,2,…, 信 乘 以 - 工 后 ， 仍 为 正 交 邱 阵 。 
8 证明 由 1》、2) 可 知 4=A，A'=A™' 于 是 A=A” 
即 人 = 由 1) 、3) 可 知 4=A'， 污 =1, 即 4=47 ,于 是 4'= 
人 4 故 4A 为 正 交 嫩 阵 ; 由 2》、3) 可 知 A'= A A=1]， = 
本 记 以 有 = .4, 因 此 有 4 为 对 称 阵 ， 
9 证 明 因为 
(CA++DCA- HOLA+TD CA- DY 
= CA A- HA- ITA tH) 
= (CADECA SN CCA- I A + 4 
= (A+DLCA+ HA- DIA 4) 
= CA+HOCCA- CA+ HI CA- S) 
= (4+ 们 (4+914- A) 


=1 
故 (4+ 人 (04=- 另 -为 正 变 矩阵 ， 
10 解 
1) 此 一 tl, Li 0) 时 | 一 C0 i, 0)，, £3 二 C0, 0, D., 
人工 人 1 -1 2 
2) #| 二 (z= wD? 0 和 让 ， ?9 (ji ow’ 中 
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个 


n= (人 


il 解 [{ XY2 0 0 
， 7 

p 0 20 

i.li il 

\T 4 3) 


12 解 以 &,，&; 为 行 的 矩阵 为 系数 阵 的 齐 次 方程 组 


的 基础 解 系 为 : 
A 二 【一 1],2, 1, 0,07, 立 , 一 《 一 1, 1, 09, 1,0),， ;二 ‘5, 一 了 
于 是 casw 即 为 所 求 。 
13 解 基础 解 系 为 
ac=t100 -5 — 1),a,= (0,1,0, -4,- 1), c= (0,0, 
9 


1 一 1 0,0, ~5, C—1, )， 
3 3 
一 一 7， 9, 0， 一 1， — 2), 
| we 
td 证 明 因为 


gE = CFB does tt nt Frnta) Cet tts tt rt fen)! 


一 (hin + tif, TT fidny Ce + 站 十 “十 tut ny 
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章 
上 
三 > Hidetk 


点 :上 二 1 
~ |， i=j 
一 六 = 1 , 
了 =| 0，+! 天 ) 。 


所 以 ， Ely Eas "sg sn 为 标准 正 交 基底 ， 
15 证 明 Ela zy Cr 汶 行 ， 做 成 一 个 + x# 秆 阵 T, 据 本 节 
定理 2 ， 存 在 一 个 (zr) xz 揭 拭 阵 Tu， 使 《了 ) 为 正 交 短 阵 ， 那 么 


CE 一 + 个 行 令 为 &ri1s "yn, 故 &, ,1， 如 为 所 求 。 
练 习 五 
1 解 


] 1 1 
1» 和 (2 1 )， 1, 2, 
2 ). 


0) uc=( 1 -1 
8 wbB w6 2 3 2 3 
1 +. ) 
2 3 2 3.， 
2 解 
] » 2 ] -1 1 1 1 
-二 -一 -一 i 3 全 
号 V5 dw 5 4 4 1 1 
2 1 4 23 3 3 
P= 一 一 一 一 一 一 一 Q = 
3 ww 3w5 | 工 - 工 1 1 
2 2 2 
2 1 | 1 I IY 1 
3 5 5 | 3 Di 
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而 4 为 正定 的 ，8B 不 是 正果 的 ， 
3 解 


2 2 1 
1) 正 交 阵 工 = 直人 - > 1- 2 )， 全 方 和 为 339 下 一 十 5 
-2 1 2 
1 -1 -1 1 
、 。 _ 11 工 i 一 -1 和 
2) ear LT 1 :| ;下方 和 为 7 守 772~ 
1 1 1 1 
Tp — 372, 


4 证 明 必要 性 基 然 成 立 , 现在 来 证 充分 性 ， 设 1， i, “ ”和 
包 .为 才 的 夭 征 根 ， 也 是 了 的 特征 根 。 那 么 存在 让 变 阵 工 ，T:, 使 


i 
rear * jr 
i 


部 
Tid4T= 了 ,了 BT, 或 了 TiLdT TI= 了 或 
(TT DACTT,-1) =B， 也 就 是 T"1AT = 了 
其 中 工 = 了 工 芽 ,~ 
5 证 明 由 于 苦 零 阵 4 的 特征 根 均 为 0 ， 故 存在 瑟 交 阵 了 ， 
使 
TAT=0, 或 A=TOT-'=0 
6 证 明 由 于 对 称 阵 肌 的 特征 根 均 为 实数 ， 而 寺 又 是 正 交 
阵 ， 帮 这 些 特征 根 的 模 为 1， 于 是 妈 的 特征 根 均 为 模 等 于 1 的 实 
数 ， 故 必 为 1 或 - 1， 
7 证 朋 由 于 G1- .40X=0 和 (=- A)X=0 的 非 零 解 «和 
8B 愉 分 别 为 毛 的 属 陡 4， 的 特征 向 量 ， 央 i/ 才 p, 故 a 与 8 正 交 ， 
8 证明 因 B 为 还 定 阵 ， 窑 在 可 道 阵 忆 ,使 
CBC =1, 
这 所， “444 仍 为 对 称 阵 。 于 是 存在 正 交 阵 了 , 使 
$15 


Pec'sAC)P 
为 对 和 角形。 而 

PC'BCJP= 了 PITP=PP= 了 
令 T=CP, 那 么 

Tr'ATST’'BT 
间 时 为 对 角形 ， 

9 证 明 由 题 设 知 ， 存 在 可 道 阵 P,Q, 鸽 A=PP'，B= Qu', 

于 是 

AB= (PP') (QQ = QC CP'O) (PO) IOT 
其 中 PO0)'tP'9) 是 正定 的 ， 特 征 根 全 大 十 9090， 那么 4B 的 特定 根 出 
全 大 上 0 ， 


练 习 六 
1 解 ”四 阶 正 交 孟 的 一 切 可 能 的 标准 形式 为 : 


站 
| 


4 


1 
CoOst ~ sing UU sg Sin 如 


sing cosp sin8 cosg 


sing cosd sind, cost, 


志 的 特征 根 为 二 ,一 工 ， 2 十 i 2 se 


—1 Cos 由 - sing 
sin8, cost 
os8 — Sing cosd, — sing, 
解 


2 
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其 标准 形 为 


1 


cos(- 三 ) - SI (一 三 ) 
cs 
而 演化 年 阵 
0 0 1 
[1 0o0 0 0 
| 1 0 1 
0 1 0 
3 证 上 明 黄 
-da = 4 -4 二 A ss 
于 是 ， 有 


oA = A od AB= GD 有 = 
A Dep=0, 
但 4- 外 = 一 入 = 和 一 计 夺 0， 玻 XL-~1 夺 0， 央 之 必 有 
aP=0， 从 而 & 与 8 正 交 ， 


练 习 七 
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一 工 11 
» | -1 | 人 
一 工 /， 0 1/ . 
3 证 昌 

1) 由 于 杯葛 不 变 因子 为 (有 = 二 (和 =1， 员 (0 三 下 一 3 让 二 

34- [， 所 以 非 零 次 的 不 变 因子 愉 为 必 - 3+34 一 1， 
2) 由 于 B 的 不 变 因 子 为 下 人 =1 ,dD =1， 4 = 
A + Am 丽 非 零 次 的 不 变 因 子 只 有 如 (0 = 各 + 


Mr Ft + 

4 证 明 

1) 才 的 不 变 因 子 为 & (0 =1，d,() =1， 恩人 = (4-2，， 故 
才 的 初等 因子 组 俗 为 人 14- 3273 

2 ) 了 的 不 变 因 子 为 由 (人 = 了 = = 人 
故 卫 的 初等 因子 组 从 为 人 -网 王 

5 解 


1 0 5 一 二 
站 上 为 偶数 时 ， 4 人 0 5 0 
0 0 BtA, 


1 45 ~1+3.6t"! 
到 上 为 奇数 时 ， 4 ~ 3°5t! 本 5t1 
0 45 1 3.54 1 


练 习 从 


1 解 

1) 因为 A 与 B00) 的 不 变 因子 均 为 1，4- 1 (一 12 所 以 
它们 相抵 。 

2 ) 将 4 人 经 列 的 交换 ， 可 得 
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一 工 0 0 A-# 0 如 
' 0 -1 0 0 i-a 1 
_ | h 让 一 工 | 0 0 外 一 和 
人 0 让 1 0 
| 9 di-4 0.0 让 1 
~、 0 0 i-# 0 0 PB 


将 4.(2) 的 第 1,2,3 列 的 人 -办 倍 分 别 加 到 第 4,5,6 列 上 ， 再 将 第 
1,2,3 行 的 2-2 稿 ， 分 别 加 到 第 4,5,6, 行 上 |.， 便 得 到 了 3 人， 攻 
A -> 了 (办 
2 解 因为 4( 必 的 行列 式 因子 为 
Dd =1,, Ds =1, DN = -a 
所 以 ， 不 变 因 子 为 
dD = = dD = 
故 初 等 因子 组 为 (4 们 ” 
3 证 明 由 69,g00)=1， 这 三 个 ,一 矩阵 各 阶 行销 式 因 
子 均 为 


DV =1, DW=. 


= 一 了 (D8(D， 其 中 令 f (D8 () 的 首 项 系数 
为 4。 豆 它们 相抵 ， 
4 解 本 (的 不 变 因 耶 为 
dD El, dd=a, d= ATDA- DE d= 
(+1TD30-1TDt ak =0， 所 以 
全 
人 -| + 人 -了 天 | 


At 1 A 1) A | 
0 


5 证 明 
1 ) 充分 性 是 显然 的 ， 下 面 来 证 必要 性 。 
财 村 可 道 ， 有 4 人 = 叫 ( 人 Ps 人， 其 中 情人 为 
阵 , 对 = dy 由。 于 是 
人 (和 = POD WT 或 Pe (WD PA = 1,. 
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这 说 明 A( 办 可 经 行 的 初等 变换 化 为 1 
2 ) 证 明 与 1) 类 做. 
6 解 


2) 可 道 ， 六 二 


LAR /10 oR 0 Cy 2 
[: < 站 0 1 1 I 1 "ls 2 
vo0.L 

了 \g 0 1/\0 0 1/l\0 0 


1 0 0,/1 
9 9 3/\0 


Lr | 


BA 25 1 5 1 :1 一 1 
3) 可 省,( )-( 
Fy 5#z— 1 姓 工 1 自 1 站 -ii., 


oe (0) 


7 解 * 阶 满 秩 一 矩阵 不 一 定 可 道 ， 比 如 ，4 才 是 满 秩 的 ， 


但 不 可 道 ， 了 ( 必 既 满 铂 又 可 道 。 


8 证 明 让 于 4 的 与 下 人 相抵 ， 则 存在 可 道 1 一 矩阵 了 (从 ， 


4GD， 使 
BCD=PODLCDQCD， 
于 是 


| 了 (| = |POT | OW| =a | AWIE=at |AW|, 


这 里 s，! 为 非 零 常数 ， 
9 证 明 因为 
忆 , 的 初等 因子 组 为 ,4 一 A 一 ?4 -+ 
A 的 梓 等 因子 组 为 4 一 ft， GA 一 了?) 
1 的 官 等 因子 组 为 ，G 一 +)， 
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故 4，4.，44 任 两 个 都 不 相似 。 

10 解 ”因为 4 与 了 的 初等 因子 组 均 为 2-D:，Q- 了 0"， 所 
以 ，A4 一 3B, 

11 证 上 明 因为 CT- .40= 杂 -4 所 以 -A 的 行列 式 因 
子 与 和- 才 的 行列 式 因 子 相同 ， 玫 4 一 44， 

12 证 明 因为 


d (a) 
外 [一 4 人 ~、 ) 
da) 


所 上边 第 8 题 知 ， 有 
| A — Al = ad ed 
又 因 |X -Al 是 首 系 数 为 1 的 多 项 式 ， 而 dy， 以 ，d {9 也 是 首 
系数 为 1 的 ， 故 a = i， 因此， 有 
A- Al = 机 (de 人， 
13 解 若 当 据 可 换 为 


po a 
| ~, ) 有 
p 1, 
因为 它 的 初等 因子 组 为 人 4- 让 "， 
习 题 十 
1 ， 证明 
1) 因为 4 一 B， 即 3=P-4P， 才 4 与 了 都 可 首 或 都 不 可 道 ， 
2 ) 因为 4~3B， 即 B=P 4P， 那么 BO=Pd-P 故 4 
B-' 
2 证明 
1) 设 有 4 为 释 零 阵 ， 且 有 ~B， 那么 存在 可 逆 阵 了 P， 使 B= 
P 4dP. 出 于 存在 自然 数 #， 使 A”= 1 歼 
B*= (PpP-'APy"= pA"P=0, 
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即 耻 为 款 零 阵 。 
2) 设 4 为 么 寞 的 ， 且 2 那么 存在 可 逆 阵 了 ， 使 B= 
P :4P， 由 于 有 自然 数 吕 使 4 = ， 放 
B"= (PiAP)"= P-L pop- ‘P=1, 
邯 8B 为 么 征 的 ， 
3 ) 且 4~B, 那 么 存在 可 北 阵 了 ,使 B= P 4 
由 于 =A， 放 
B:= (PAP):= P-'A:P= PAP=3, 
即 了 也 是 居 等 的 ， 
3 ”证 明 存在 可 赣 阵 PJ，P,.,…, Ps， 使 
B= PiAP, B,= P, id,P,,., Bs= PP 


可 国 J 


和 Je 各 ) 
~“ 
P, 电 
4 证 明 因为 


lA- A = tA A a 
用 4=0 代入 ,得 -如 =a ， 即 so=(- 了 "4 ， 
叉 据 根 与 系数 之 关系 知 ，(- 31" 4 为 44 的 全 部 特 待 根 之 积 ， 
5 证 明 因为 


5 


A Al=| 一 ea zs 4zn 
一 本 一 上 mt A— fn 
1- Ya 一 | Fi 
j=1 
将 第 32，…,# 列 都 A— Pas; A— dos 1 — Mn 
加 公 第 一 列 上 | 
A Yas 一 如 4 一 好 on 
f=| 
0 一 Hl ln 
= 
0 1 A 


所 以 ,是 本 的 特征 根 ， 叉 因为 


Hi ly 1 1 | 1 
dn ns Him ] 1 1 


故 (1,1,…,1) 为 4 的 局 于 4 的 特征 向 量 ， 
6 证明 设 ? 为 4 的 任 一 特征 根 ， 存 在 非 零 的 rx 1 矩阵 z， 有 
Aa= Ma 或 Ma =a'A'= -ad4 
于 是 
aa = -a Aa= -oa (dN -Aia ea, 
因此 ， 
{a+iOaa=0. 
由 于 cs 关 0， 即 ae' a 二 0， 必 有 2 +4=0， 故 4= 0 或 1 为 纯 虚 数 ， 
7 证 明 设 4 为 女 的 任 一 特征 根 ， 特 征 空间 542) 的 基底 为 
ch | 


‘ia; = hi (f= 1 2 °°, k) 
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因为 48= BA, 所 以 
AtBasy = CABya= (BAYa; = BC(Aa,) = Bg) = 4(Boi) ， 
于 基 Ba， Esatd) » (f= 1y 2 点 。 因而 有 tr; EC 使 


上 


Ba,; = Derion (f= 1,2,.， &}, 


现在 令 

站 三 六 可 十 省 [家 ;十 十 六 kGk， 玉 j 所 Cs 《= 1， 2, "a E), 
Ba CG (i, 妇 果 能 够 适当 选取 mm 六 2 使 a0B Ba = pi 
EC， 则 a 就 是 记 求 的 有 4 与 8 的 公共 特征 向 鄙 。 为 此 ， 应 有 


点 上 + 让 
Ba=B (Bee ) = > mi(tBr) = Dm Bee ) 
i 二 1] r=E f 一 | 


T『 二 | 


点 此 


: 
= (Zoom ) te = Ha = a We | = Dn, 
1 - + 三 ] 


1 二 1 一 1 上 一 


于 是 必 有 


De = 1， {i= 1,2, ee 由 


+ 三 | 


二 ， 
on 人 -人 
放大 时 


这 里 P= (cw) 是 卡 阶 方 了 省 ， 由 于 在 复数 域 C 中 ， 阵 了 = (cn) 的 特征 
根 & 是 存在 和 的， 因而 阵 了 属于 pp 的 特征 向量 


(2 
时 
是 存在 的 ， 从 而 用 与 了 有 公共 的 特征 问 量 ， 
8 证 明 度 4 (9)， gd 和 汶 有 的 不 这 因子 ， 于 是 据 


练习 八 的 第 12 题 ， 有 
下 = 有 02 ds (td), 


即 
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灵 由 二 C0 | 本 (人 国人 所 以 机 人， 玫 ，…， 和 人 的 根 都 是 
4d.( 必 的 根 ， 因 而 21 ~- A| 的 根 必 是 za 的 的 根 。 而 和 (是 怒 的 最 小 
多 项 式 ， 故 本 的 特征 根 必 是 过 的 最 小 多 项 式 的 报 ， 

9 证 明 设 有 4 的 xz 个 不 加 特征 根 为 1 …， 4。， 则 存在 可 道 阵 
了 ,使 


4 
a -| 、 
A 。 


下 


又 AB=BA 所 以 P-iAPP-'BP =P-'BPP-'AP， 即 


A 二 | 
( ~ | 《 卫 一 万 吕 ) = PiBP “~、 | 
| An’ ， 


苹 


由 于 4 五 不 人 相同， 故居 2 为 对 角形 。 也 就 是 了 与 对 角形 阵 相 
似 . 
10 证 明 由于 
8 = (li et aria) (AE + e+ den)! 


一 CA El 十 时 十 din) CAE, 十 tr 十 dn'En ) 


国 
二 | + 
= DD) daveks, 


点 。 ?二 | 
= D, 他 和 
向 二 1 
而 
. 1 i= 
Diauat = eef = | 
b= 0, ii, 


所 以 及 = (Cayy) 为 正 交 阵 ， 
i1 证 明 因为 4' 仍 为 正 交 阵 ， 且 
iABT| = [A| 1B7'1=- IB 1B7| = -1, 
所 以 ，AB ' 必 有 特征 根 为 - 1， 基 
-41414381=0 或 +4B =0 或 1BB+4B 1 =0 
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或 B+ A| 1B =0 因 招 省 六 总 若 必 | 人 + 下 =。 
]2 证 明 
1) 十 于 并 ,8B 玫 是 正定 的 ， 则 奉 在 林道 陈 P， 使 PAP=1 而 
P'BP 仍 为 正定 的 ， 于 是 
PAA- BYP=AP'AP- PBP= 1 PBP., 
故 
XA-Bl =05 1 PBP| =0 
有 相同 的 根 、 便 因 P'8P 为 正定 的 ， [ 杂 ~ 了 3BPI =0 的 根 均 为 正 的 ， 
从 而 114- 下 =0 的 根 均 为 正 的 ， 
2) 当 4=B 时 ，M4-a 了 = I-Al = G0)"|A| =0。 
这 时 必 有 妈 一 才 * = 0 即 4= 1。 故 方程 Mn4- 8 引 = 0 的 根 全 为 二。 
及 之 ， 内 1 的 证 明 过 程 惹 ，I44- 下 =0 与 lii -了 P'BP| = 有 
炸 辣 的 极 ， 而 1414- 起 = 0 欧 根 均 为 1， 吉 | 民 一 P'BP| = 0 的 根 也 均 
为 1。 即 P'BP 的 特征 根 均 为 1。 因此 ， 存 在 正 交 阵 了 ,使 
TP'BP)T=I 或 PBP=I, 
叉 知 P'AP= 了 ,所以 有 P'AP=P'BP, 故 A=B. 
13 证 有 明 由 于 ?是 44 的 特征 根 ， 存 在 非 鹤 向 重 


A = ha, 
把 了 上 式 两 边 堪 乘 g'， 得 
q'sAa = Ar 
Bh 
FE 
14 证 明 
1) 因为 5 的 特征 根 具 能 是 零 或 纯 碟 数 ， 所 以 + 工 不 是 3 的 特 
征 撒 ， 上 艇 开 土 引 亏 0 即 1+3， 工 -了 部 是 可 道 的 ， 
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2 ) 六 为 
4= (T+ = 0 i+). 


(T+ = + OF- +r d=) -S++) 
= (5) T+), 
于 是 
A A= -+o TI) + dT 
= TY $+ 4) C+)! 
= 工 
故 4= 条 ~ 人员 + 让 为 正 交 用 ， 
15 证 明 因 怒 为 实 对 称 阵 ， 记 以 存在 正 交 阵 T， 使 547T 为 
对 和 角形， 对 角 线 上 恰 为 全 部 特征 根 ， 叉 因 A: = 4， 那么 4 的 特征 根 
只 能 是 0 或 1， 故 


T-1AT = 1 


16 证 明 由 题 设 知 ， 才 的 标准 形 必 为 


cosp 一 sing ) 
sin cosB/, 

其 特征 多 项 式 为 
(4 一 [人 -Cos 的 :+Sift = 0- A- 2icosg+ 1) 
= 下 一 人 1+2eos 扩 下 二 人 十 2cos 的 -1 

据 了 Hamiltorn-Cayley 定 理 ， 有 
A (lt+t2cosD At+ (1l+2cost) A- T=0, 

取 # = 1+ 2cosa 则 -1<tS3。 这 就 证 明了 本 题 ， 

17 解 .48 的 洲 当 上 阵 分 别 为 
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于 是 与 二， B 相似 的 阵 分 别 为 


-1 1 .100 1 100 
pe -| ) 
0 0 
1 1 100 1 100 
J i108 一 心 1 二 站 1 
3 1 1 1 100 
0 1 0 114, 


18 证 明 必要 性 ， 有 4 与 对 角形 和 阵 相 似 ， 那 么 妇 的 最 小 多 项 式 
2{ 疙 无 重 报 。 故 取 上 (因为 最 小 多 项 式 2 人 即 可 ; 
充分 性 ， 设 妈 的 最 小 多 项 式 为 g(t 加 ， 出 了 有 无 重 根 的 多 项 式 
OD ， 使 了 (=0, 赐 pV 了 0) ， 从 而 yp (9 也 光 重 根 ， 故 有 4 相似 
于 对 角形 ， 
19 证 明 
1) 设 4 为 宪 零 阵 ， 即 存在 正 整 数 xr( 守 29)， 有 A"=0， 于 
是 可 令 ( 之 四 是 使 A*= 0 的 最 小 正 数 ， 那 么 ,p(D = 验 为 攻 的 最 小 多 
项 式 。 而 由 有 2, 故 p ( = 六 有 重 根 ， 因 此 4 不 与 对 角形 阵 相 似 . 
2) 由 1) 知 ， 妇 的 特征 根 全 为 0 ， 于 是 妈 的 若 当 阵 的 对 角 
线 上 的 元 素 全 为 0 ， 妈 
0 1 
7 = ~\o 1 
NA 
也 就 是 让 在 可 道 阵 P， 人 和 便 4A4=P*'JP, 而 
\A+ = PIP+H = IP "YO+tDP = PH 加 
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= |P™| |P} +1| ={lJ+i| =1, 
20 证 明 ”出 题 设 知 ， 了 9D = 如 -1 以 4 为 根 ， 而 AD = "~1 
恰 为 mw 个 不 同 的 w 次 单位 根 ， 故 没 重 根 ， 据 上 边 第 18 题 可 知 有 4 与 对 
角形 阵 相 似 ， 
21 解 设 4 为 三 阶 对 合 阵 ， 那 么 4 的 一 个 化 等 多项式 为 由 - 
1， 而 有 4 的 最 小 多 项 式 py (2 有 以 下 三 种 可 能 ; 
oN) = 1, vO) =At 1 pd) = 1, 
即 甩 的 最 后 一 个 不 变 因子 有 以 下 三 种 可 能 ; 
dd = 4 1, dd =A+1, dd = 1, 
平 是 标的 不 变 因 子 有 以 下 四 种 可 能 ， 
1) dD) = A i, did) =A-1, 页 (= 和 一 了 
2) dM) = atl, dd) = Ar1, dlad) = 14+1 
3) dd =1, dh =A+t+1, dd = R11 
4》 dD = dd =A4-1, dd =2-1, 
喜 44 的 款 准 形 可 能 有 
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23 证明 设 有 4 的 不 变 因 子 为 
da, dD ,es HA) 
则 
PO =Ad 0D Dold) = dD dW dd), 
由 于 Do = 4- 4 是 关于 1 的 ?次 多 项 式 ， 而 题 设 D。 (办 是 3- 1 
次 的 多 项 式 ， 故 
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了 4) 
了 


是 关于 i 的 一 次 式 ， 叉 因为 4] 2 人， 人 =12， 4 一， 所 以 
degditd) < degd, th) 一 站， C= 1 2 一 1), 


pO = do = 


又 因 
Ds (和 = dD dD ds 
是 *- 1 次 的 ， 故 di{4 的 次 数 不 能 小 于 1 于 是 degd; (0) = 了 
(f=1,2,-…,#~ 1)。 胃 由 于 下 的 首 系数 为 1 昌 dj| dD|… 
104 dtd)。 从 面 ， 有 
dN) = 人 (= = dN . 
因此 
Did = dD dd = Cp, 
24 证 明 必要 性 。 由 于 4 与 对 角形 阵 相似 ， 所 以 A 的 枉 一 特 
征 根 均 是 有 4 的 最 小 多 项 式 y (D 的 单 根 ， 
aA- ap GQ-A):te Cy, 
于 是 -4 :与 (人心 的 最 大 公 因 式 为 1- 1,、 因 此 存在 多 项 式 # (bb ， 
Pt 合 
4 和 (人 CD 人 7。 
故 
A-Ail=x DCA- aD (dp tA) = CA-iD? 
于 是 ， 有 
rank (CAT — A} = rank (A— Al) = rankta(tAdy tA — 41) 
= Tank (CA) GQ- A rank Cl — 4 


但 由 于 

QA = QT A) i A), 
所 以 ， 叉 有 

rank CAT — Aierank tl A). 
从 而 ， 有 
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rank (Cal ~ 4) =Tankda - A). 
充分 性 ， 设 是 4 的 任 一 特征 根 ， 市 于 G14): 的 秩 与 (A — 
妇 4) 的 页 相同 ， 去 证 是 最 小 多 项 式 yp () 的 单 根 即 可 ， 
因为 是 4 的 特征 根 ， 必 有 4 一 放 (D， 如 车 和 不 是 yD 的 单 
根 ， 则 -- 定 存 -Dy 罗 ， 即 pO = -和 和 (DD 于 是 (1 一 
ADa (二, 因此 必 有 非 零 的 xx1 阵 了 ， 使 
(4147Ts0 或 (4 一 81 二 0 


但 

OT Ayig DY = oY =0, 
这 各 是 说 线性 方程 组 

CT AYXK=0 (1) 
的 解 X=g (AA)Y 不 是 线性 方程 组 

人 一) 二 站 (2) 
的 解 。 


订 男 一 方面 ， 由 rank 人 AT 一 A) =rank tT- 4 知 ，《1) 与 
‘2 ) 解 空间 的 维 数 相 间 ， 又 (2 ) 的 解 必 是 (1) 的 解 ， 记 以 
(1) 上 与 (2) 同 解 ， 这 就 产生 了 了 矛 恒 ， 故 站 必 是 w (办 的 单 根 ， 

25 ”证明 必要 人 性。 因 本 与 对 角形 阵 相 似 ， 几 上 题 知 ，1T- 44 
的 秩 等 于 Cf 一 4 的 秩 ， 其 中 心 为 4 的 任 一 特征 根 。 故 方程 组 

Al AYX=0 (1) 
与 
(了 -= (2) 
的 解 空 间 维 数 相 等 ， 而 1》 的 解 必 是 (2 ) 的 解 ， 所 以 (1) 与 
(2 ) 同 解 . 
充分 人 性， 由 于 方程 组 (1) 与 ‘2 ) 同 解 ， 故 解 空间 的 维 数 相 
同 因此 ， 必 大 
rank (一 A) = rank al - ad) 
据 上 题 知 ， 刀 与 对 角形 阵 相 似 ， 
26 证 明 人 设 二 阶 实 方 阵 为 
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那么 
(47 A = 的 A | = A (tant a dt Ca — 
Hr 

由 
A = we 一 ae 

所 以 


A=[C— (ata — dtand ~ dd > 0, 
从 而 | 杂 - 有 | 有 两 个 不 襄 实 概 寂 ，4; 攻 所 相 似 于 实 对 角形 阵 ，; 


(2) 
世 就 是 ， 存 在 实 浦 秩 阵 了 ， 售 
PAP=(" 2.) 


27 证 明 设 A= (a)，B= 0)， C= (让 ， |C| 志 ， 且 有 关 
系 式 ; 
B=C AC, WCB= AC. 
二 站 十 站 下 十 十 二 二 
(Cf, f= 1,2, ,7) (1) 

(1) 可 看 作 是 关于 入 的 齐 次 线性 方程 组 ， 由 题 设 知 (1 ) 在 复数 域 
里 有 非 零 解 ， 因 而 这 个 齐 次 线性 方程 组 的 系数 阵 的 秩 ”一 后。 于 是 
有 #- ?+ 个 自由 未 知 量 ， 给 自由 未 知 量 一 组 值 的 方法 ， 

设 + 个 独立 未 知 量 为 &,…,$,， 而 自由 未 知 量 为 和 fs， 故 
一 般 解 为 
Si= 人 十 二 (2) 
这 里 di 是 经 4iy、61; 吉 诚 乘 得 到 的 ， 所 以 是 实数 ， 
用 (8) 式 民 蔡 C 的 元 素 ， 则 有 
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[CI 站 人 
为 字数 域 上 的 开 - ”个 未 知 量 的 和 多项式， 由 《1) 在 党 数 域 里 有 非 零 
解 ， 可 知 op(E 86， m2) 为 非 零 多 项 式 。 从 而 一 定 可 以 在 实 
数 域 中 取 到 一 组 什 #, ，… 56， 使 

[Co = pC, 0 £0, 
就 是 说 ， 在 实数 域 中 存在 实 可 首 阵 C5,， 使 

CB=AC, 或 BCLdC， 
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第 十 一 章 ”线性 空间 


练习 一 - 


1. 解 ， 出 一 个 替身 重 可 以 构成 线性 空间 。 此 外 再 不可 能 由 一 
个 同盟 和 和 二 个 启 量 以 及 有 限 个 向 量 构成 线性 空间 

带 实 上 ， 若 线性 空间 这 中 有 一 非 零 问 量 a; 则 对 于 数 域 中 任意 
两 个 不 同 的 数 ,/ 都 必 有 ka 六 ta。 因 此 中 车 有 一 个 非 零 河 量 就 
必 有 无 限 多 个 疝 量 ， 所 以 除 由 一 个 零 疝 量 构成 的 线性 空 条 外 再 没有 
由 有 限 个 向 量 构 成 的 线性 空间 ， 

2. 解 ，1》 不 是 。 因 为 两 个 # 欣 多 项 式 相 加 不 一 定 还 起 s 次 
多 项 式 ， 故 不 是 线性 空间 . 

2 ) 易 验 证 该 集合 满足 线性 空间 的 定义 的 条 件 ， 故 基线 福 空 
间 ， 

3. 解 ， 不 是 。 因 为 第 一 象限 中 的 非 零 加 县 c， 乘 以 -1 就 属于 
第 三 象限 ， 故 不 是 线性 空间 ， 

4， 解 ， 1 按 线性 空间 的 定义 ， 易 验证 起 线性 空间 ， 

2 ) 接线 性 空间 定义 ， 易 验证 是 线性 空间 . 

3》 按 线性 空间 定义 ， 易 验证 是 线 性 空间 ， 

4 ) 不 有 是。 因为 两 个 可 省 帘 阵 的 和 不 一 定 是 林道 甜 阵 ， 故 不 十 
线性 空间 ， 

5 ) 同上 可 以 说 明 不 是 绕 性 空间 。 

5， 解 。 不 是。 因为 当 4 志 0 时 ， 

1.x = De 


故 不 满足 线性 空间 定义 中 算 律 的 第 8 条， 因此 不 是 线性 空间 。 

6, 解 ，1) 不 是 。 如 1€2Z，w 2 ED, 但 

lx i= EEZ 

鼓 Z 不 是 实数 域 D 上 的 线性 空间 . 

2) 同上 可 以 说 明 0 不 是 实数 域 卫 工 的 线性 空间 ， 

3) 按 线性 空间 定义 ， 易 验证 了 是 实数 域 D 上 的 线性 空间 ， 

7. 解 ， 在 第 5 是 中 ， 技 其 规定 的 集合 和 运算 ， 除 不 满足 线性 
空间 定义 中 关于 运算 的 第 8 条 之 外 的 一 切 条 件 都 成 立 ， 因 而 可 以 说 
明 运 算 的 第 8 条 是 独立 的 ， 即 它 不 能 由 前 七 条 推出 来 。 


> 
mm 一 ds 


1 证， 可 以 验证 3, 丰 PF 的 子 空间 ， 
2 ) $,; 不 是 F" 的 子 空间 ， 因 为 (1,0,…, 0)E5,，~14€F, 但 
—-1x(1,0,.,0) = (—1,0,.,0) ES, 
故 ? 不 是 PF“* 的 子 空间 ， 
2. 人 饰 ， 不 是 。 因 为 D+ 虽然 是 也 的 子 集 ， 了 + 与 忆 又 都 是 实 
数 域 D 上 的 线性 空间 ， 但 它们 雇 规 定 的 运算 不 ~- 致 ， 即 D+ 的 运算 
不 是 了 DD 的 运算 ， 故 D “不 是 了 的 子 空间 ，, 
3， 人 解 ， 不 可 以 。 因 为 它们 不 蚌 同 一 数 域 上 的 线性 空间 ， 不 满 
丰 二 空间 的 定 头 ， 帮 不是， 
4， 解 ， 不是。 因为 非 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 的 和 不 一 定 是 
非 齐 次 线性 方程 组 的 解 ， 故 不 是 Fo 的 子 空间 ， 
8， 证 ， 显然 CCA》 非 空 ， 因 为 TECCtA)。 对 任意 的 B， 
B,ECCAY, EEF, NM 
(BI+B)A=B A+B,A=AB,+.AB,= ACB,+B,) 
(EB)A=EBA=EAB, = ACB,) 
扰 B + B，&B，EC(47， 因 此 Cd) 是 Ma(F} 的 子 空间 ， 
86. 证， 显然 0EL.， 故 L4 非 空 ， 对 任意 B,, B, E Ls， 卡 EF， 
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则 
(BI+B)A=BA+B.A=-O+0=0 
(EB YA=E(B A)=E:0=0 

故 B,+ B,.，k&B,EL4, 因 此 Li 是 计 ,(F) 的 子 空间 。 


练 习 三 


1， 解 ， 在 22 中 ， 令 
W ,= {ta,0) ls EDY 
W,= {(0,8) ls ED} 
显然 所 ,WY ,已 D'3 的 子 空间 ， 可 是 邢 ,U 研 ,并 不 是 PD 的 子 空间 ， 如 
{1,0) EW (C0,1) EW, 但 
(1,0) + (0,1) = (1,1) EW,UW, 
鼓 玉 ,WW, 不 是 D3 前 子 空 间 . 
2, 证，1) 显然 了 + 人 DY 三, 下面 证 了 明 沁 三 9 + 六 了 
对 任意 a 马 5 二 (5, 介 53,), 即 
说 三立 | 十 羔 ; 
其 中 E55，a; 5 门 了 故 a, E51 于 是 
a=at+ oa, 
因 北 
$s + 门 7 
所 以 
?= 了 + 75,) 
2) 显然 3 三 外用 (3 + 更 证 明 上 人 科 (5 +5) 二 
对 任意 ea 和 了 ,显然 有 ceE3+7， 即 waEdne+3) 
因此 
$ ,NN (5 十 本 
所 以 
9 = 了 n+ 


536 


3、 证 ，1》 对 酝 意 a EWNCAWNWD)+WD, 则 <E 开 县 
actw, 人 NT +,, 于 是 有 
Ca i+, 
EW 让 由 2EW,， a,EWN Wy 
d=a—& EW, 
即 a; 马 形 , 几 本 ,于 基 
oe NW, + Cr NH,) 
所 以 
WN NW +r WICHW NW + (WN WW,) 
又 对 任意 a EC, 站 本 二 CT 和 作 研 ), 则 
2 At 
oeEW NM,, aEWw NW pea, EHW,, 从 而 
a=a ta,E NW,) + HW, 


即 
aEW NWN + Wy 
于 是 
WV NW)+rOW NW)EW NCW NW +I 
所 以 
WNWOY+r OV NW =W NOW NH, +H 
2 ) 对 任意 EW + CW 十) 全 记 网 
=Adt+i 
aEeWw, eer rw i NW actHW,+rHy,, oeEW,, 王 令 
a = f+, 


BEW,, HEW,, a EW,, ot€W,, 则 有 
a=a0 + EW + HW, 
令 
a=uta moat 二 站) = (十 月 ) 古话 
国 &, BEW, 喜 atBEW,, BEW,, Wate, ry, 
本 此 
53 了 


SE + (+H, 
所 以 
W+eW +Ww NW +t Hw) NA,+W,) 
又 对 尾 意 a EW +WD NOV +W), Me EW + MM, oEW,+ 
HW, 
故 
a=a t=a,+h, 
其 中 aya EW BRC， BEW,AM 而 
B= Co — a,) +B EW,+HW, 
让 PCW +W) NM,, 
a=a,+P,EW + + ) NW 
因此 
VF rm rt WYOEW ti,+W Nm 
所 以 
WWIONOH + WY) = WW, + +W,) NW 
4。 证 ，1) 对 任意 a EE (WWW, + 扩 ,， 贡 
二 +i, 
其 中 (Wi 介 斌 ,)，a EW 于 是 有 wE 玫 omE 环 : 故 
a=ata EW,+H, 
a= +o EW,+H, 
acwWw twWy Nn, +I,) 
因此 
CW NNW) + EW + HW) NN, + HW,) 
2 ) 对 任意 2 € ON + (NV), 即 
A= 十 a, 
aEW Nm, at, Nm, ewW,, ge, 是 有 
a=a ta, CEH, 
E+,, 因此 
acEtwWw th, liW, 
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所 以 
《 开 NW) tO NMOS tr) Nm, 
5. 证 ， 事实 上 ， 只 要 证 册 包 ,不 可 能 说 扩 , 碳 包含 即 可 ， 
假 娩 天 它 订 ,, 攻 有 & 世 太 ,，& 所, 亿 由 
Wrm,=W+W, 
可 有 
家 十 加 = t+, (1) 
其 中 EW EW 出 (1)》 可 得 
可 一 人 一 一 
及 由 到 CW,, 有 a1EW, 因 此 a -a'E， a 一 a EH, 
从 而 
a-a=a- atHWN Wm, 
叉 因 为 
WN = WH 
因此 a -aEWNWH, Me- a EW oeEHW,, 了 oe EW,Sa, EW, 
逆 盾 ， 因 此 W, 不 能 被 W, 真 包 售 。 即 
WW =W,, 
6. 证 ， 设 
WwW=N WW 
其 中 多 .是 皮包 含 R 又 包含 I 的 子 空间 ,对 任意 a + BER+L, a€R， 
AEL, 是 然 有 &+BE 玫 因此 z+pEh 开 。 即 "+PE 开 ,因此 
R+LEW . 
及 RR, 工 综 在 是 + 工 中 ， 即 及 + 工 也 基 包 含 R, 荆 的 子 空间 ， 因 此 有 
WOR+L 
所 以 
R+L=W 
到 共 + 工 是 包 合 上 只 ,二 的 最 小 了 空间 。 
?7. 解 : 砂 威 立 ， 如 平面 上 过 原点 的 于 条 不 同 育 线 L, 工 :了 分 
别 组 成 三 个 一 维 子 空间 不 ,， 玫 :， 环 :,， 显 然 太 ;下 ;= {0} siej， 
b39 


tj = 1, 2, $6 但 下 ++ 开 :+ 证 : 术 是 家 和 和 。 


练 习 四 


1， 解 ; 当 丰 ,Ap 中 有 为 0 的 数 时 , 显然 a Rsasy 
站 a 中 有 零 向 量 ， 则 一 定 席 性 相关 ， 
反之， 苛 皮 ,有 下 全 不 为 0 时 ， 由 等 式 
{CBo) + i a) te tl (ba) =0 
(Cf Ra + CR a t+ CE)a=0 
由 于 a, 82;…, 90; 线性 无 关 ， 冤 必 有 有 
lk;=0 1=1,2,.",+ 
因为 有 二 0 故 疡 必 为 0 ， 因 此 有 cry 有 ar ,上 :a 线性 无 关 ， 
2. 证 ， 由 三 角 公 式 可 知 
coOs2t = 2c03:t~ 1 
即 
1+cos2t— 2co0st=0 
丰 1，cos1，cos2 线性 相关 ， 
3。 由 等 式 
El+R, lt x} tt (lt+x+t + x1) = 人 0 
有 . 
{十 直 , 十 :十 直 ) 十 人 下 十 十 起 十 十 此 ,X11 二 作 
因 1 ,x,…，x*! 是 线性 无 关 的 ， 故 有 
kr +t += 人 0 
+ {1Yy 


k=0 
显然 方程 组 (1) 有 且 仅 有 和 零 解 ， 故 11 + x 1 
是 线性 无 关 的 ， 
4。 证， 《上 友 证 法 》 设 /sh 六 (0)， 及 (>) 是 线性 相关 的 ， 则 
540 


有 不 全 为 0 的 数 上 ,下 陆 等 式 
Ef Cx) tk, fx) + ky ftx) =0 
成 立 ， 不 芒 设 志和 于 是 有 


f(x) = 生 六 (0 -a fx) 1) 
点 上 
L 1 


叉 因 f(x)，f(x) 不 互 质 ， 则 必 有 非 零 次 多 项 式 4 (Cx) 整除 f(x)， 
Ai(x), 由 《1) 式 立 即 可 得 
d (x) f(x) 
即 d(x) 是 fitx), 六 fx) 的 公园 式 ， 这 与 f(x), f(x), 
(xs) 王 质 相 矛 盾 ， 因 此 ， f(x)，f(x)， (x) 是 线 柱 无 关 的 。 
5， 证 :考查 等 式 
i +r, + + iB,= 0 
即 
十 六 十 十 二 《二 
由 ca ar 钱 性 无 关 有 六 六 
+ 站 必 为 0 ， 共 而 有 避 py yr 全 等 于 0 、 邦 有 ,有 ,,…，B. 是 辆 
性 无 关 的 ， 
6， 证 ;事实 上 ， 着 证 ao et year 与 各 rp 等 信 ， 
只 须 证 ar 可 被 cas …， ar jp 线性 表 出 即 林 。 
因 8B 可 被 a,a;,…, a 线性 家 出 ， 于 是 有 
B=Eka 十 是 人 + + + ka 
显然 有 天 0 若 有 = 0, 则 8 可 被 cba -线性 表 出 ， 这 与 题 设 
才 慎 ， 于 是 


oi Bk ky 一 fe 
P Fa 有 1 上 站， r=l 


Bha, 被 cy 0,， "ny rs 线性 表 出 ， 因此 可 得 au 与 Cry dy - 


“Hr a, 是 等 价 的 。 
7， 证 ;考查 向 量 组 


Gy 0 «i) 
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Gt Or, (2) 
车 (1) 与 (2) 中 圣 少 有 一 组 是 线性 相关 时 ， 由 cc yyGr 
线性 无 关 则 立即 可 有 B,，? 中 至 少 有 一 个 被 co G0,…;Gr 线 性 天 出 ， 
车 (1) 与 人 2) 都 线性 无 关 ， 由 aas yar ,7 线性 相关 
可 知 B 可 被 (2 ) 线性 表 出 ，7 可 被 (1) 线性 表 出 ， 故 (1) 与 
《2) 等 价 ， 


练 避 五 
1， 解 ，1》 考 在 等 式 


站 Ja + Rms tT E+ c= 0 
Ex + 1 + ,Cx +1) + RX: +r) + (x + x + or+2) =0 
《下 +E, + oR) (CE +E + OR YN + CE tt EN + CE + RO) 
= 人 0 
由 1, x, xx 线性 无 关 有 
E+ 8, +2,=0 
,+ 让 + 28, 二 心 C1) 
此; 十 下 二 站 
天 十 下,= 站 
由 (1) 布 非 零 解 ， 故 ay ez cas，c 线 性 相关 。 因 此 不 是 Fikx3 的 基 
捕 ， 
2 ) 考查 等 式 品 由 土 丰 应 十 下 十 下 二 0 
ET — wx) t+ Rx - 1 tt ECX: + Ox— 0)+ 志 ,Xx! = 
CR 一 是, 一 Dk) + (CR, + DE) wt CE mE w+ x! = 人 0 
由 于 1, x，x95 ”9 是 线性 无 关 ， 则 有 
下 | 一 天 一 2 下 一 从 
,+ 2E,=0 
上 ;一 卡 | 二 站 (C2) 
下 ,二 站 
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因 (2 ) 只 有 零 解 ， 故 记 , Be, 启 ,8 是 线性 无 关 的 ， 因 此 是 Lx2 的 
基底 。 

2. 解 ， 显 然 

DDO= Lm, A, Es Fos Ess 4) 
其 中 b = {1,0,0,0), 8 = (0,1,0,0),e;= (0,0,1,0),8,= (0,0,0,1), 
问 量 组 

Gy Coy Bls Sry Ba Eiy (C1) 
是 Dw 的 尘 成 组 ,在 1) 中 依次 由 诺 往 右 挑选 4 个 不 能 由 前 而 的 
加 景 线性 表 出 的 向 是 ， 即 是 尼 ” 的 基 谨 ， 易 验证 Ql，42， 记 ;5 为 所 
求 ， 印 是 由 ao 9; 扩充 成 为 D” 的 基底 ， 

3。 解 ， 令 Fi 过 示 i 行 了 列 位 置 的 元 素 和 了 行列 位 置 上 
的 元 素 为 1 ， 而 其 余 位 置 上 的 元 素 全 为 0 的 * 阶 方 隆 ， 易 验证 Fi 
人 12 和) 基 4 的 基底 ， 故 2 芍 维 数 是 

Et lt 

4、 证 ， 因 为 1,i 是 的 基 席 ， 因 此 C 在 实数 域 上 构成 的 线性 
空间 的 维 数 是 2 。 

当世 看 做 自身 上 线性 空间 ， 则 1 是 它 的 大 床 ， 冤 维 数 是 1， 

5. 证 ， 因 为 上 中 的 每 个 辣 重 都 可 被 a1, ae， …x。 唯一 地 的 线 
性 表 出 ， 则 aa aas 是 的 生成 组 ， 而 0 向 最 表 法 唯一 ， 故 a， 
Gz,"…，Qs 是 线性 无 关 的 ， 从 而 是 FF 的 基 座 ， 所 以 

ditmr =#. 

6. 证 ， 若 证 ga …，caa 是 扩 的 基底 ， 只 须 证 cba an 线性 
无 关 即 可 

由 有 可 被 ce， an 唯一 地 线性 表 出 ， 则 有 

B=ia ti tr t+ dan (1) 

假如 a co …，an 线 性 相关 ， 风 有 不 全 为 0 的 数 , 上,, …， 此 ,使 

得 下 式 成 立 
0 = aT + 二 {2) 
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将 (1，， (2 两 式 宁 如 得 
B= (CE tha t Ck, tH) t+ (CR, + do) es 《3》 

由 于 下 , 夺 ，… 开 。 不 全 为 0 到 (3) 与 1》 式 中 的 系数 不 全 相 问 ， 
这 与 8 的 表 法 唯一 政 盾 ， 故 &， an 线性 无 关 , 因此 cy ea am 
是 FF 的 其 席 ， 

7. 证 ， 在 砂 中 任 取 a = {a a0) 4n) 半 0, 而 令 B= (5 6， 
sw) 是 研 中 任意 向 量 ， 

当 B = 0 时， 显然 i 可 被 < 线性 表 出 。 

当 B 六 0 时 ， 假 如 8 不 能 被 < 线性 表 出 ， 

县 对 任何 都 有 PEAczy 即 B -a 寺 0, 

因为 es<0， 所 以 至 少 有 一 个 外 量 厅 为 0 ， 不 妨 设 A 下 0, 于 是 取 


_ 
k= 有 
Bg, _ 
8- oa = (0,*,., *) 0 
因 8B，aEW, 故 B- ruE 卫 ,与 题 设 矛盾 ， 故 有 B = te， 又 ass0 则 
9 是 上 的 基 ， 则 dim 形 =1 


练 习 六 


t+. 解 ， 同一 向 其 在 不 同 基 底 上 的 坐标 有 时 是 可 以 相同 的 ， 如 
堆 向 量 在 任何 基底 上 的 坐标 都 相同 、 再 如 ,= (1,0,0)，e, = (90,1， 
0), es = (0,0,1) 是 FE 的 一 个 基底 ， 从 而 上 ，2e:，36i1 sy Es， 也是 
Fe 的 其 弃 ， 于 是 向 章 x = (1,0,0) = 在 这 三 个 基底 上 的 坐标 都 是 
1, 0，0， 

当 基 底 选 定之 后 ， 每 一 铅 量 的 坐标 是 唯一 确定 的 ， 所 以 不 间 向 
蔓 在 回 一 蔡 底 上 的 蔡 标 一 定 不 同 ， 

2， 解 ， 和 验证 癌 量 组 
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与 
1, w+tasr, Cx + a}™ (x+a)” 
是 F, [Cx] 的 两 组 占 底 ， 显 然 8 (x) = (x + 4a)" 在 这 两 组 基 丫 上 的 誉 标 
绽 汶 9 ，0 ， 1 。 故 相 问 。 旭 这 二 基底 为 所 求 ， 
3. 证 ， 欲 证 x:+ xX，x*: 一 x，%*+1 是 F,[x] 的 基底 只 须 证 明 它 
们 是 线性 无 关 即 可 ， 
下 《Xe 十 % + Eri x) +(x +1)=0 
CE 十 EE) x? + {Eo ,+ ) x + 上 ,~ 人 0 
由 于 x*，x，1 是 线性 无 关 的 ， 于 十 有 
ki 十 ,=0 
Ri- k,+k,=0 (C1) 
,= 人 0 
解 (1) 知 具有 零 解 ， 故 x*+x，x: ~x，x +1 是 线 往 无 关 ， 效 是 
F,[ 必 的 基底 ， 
下 面 示 2x + ?7%x+3 的 坐标 ， 即 
Ex:+ ww) +h tx x) + hx t+1) = 9x t+7%+3 
于 是 在 
Ei + 上 ,= 2 
下 一 中 ,二 天 一 了 
天 = 3 
解 得 让 =3，k,= 一 1，&=3。 族 向 量 2x:+7x+3 在 基底 x+ x， 
xs- x，x2?+T 上 的 坐标 是 3、-- 1、3 . 
4。 解 : 


显然 {fai} 与 {B;) 是 村 ,(F》 的 两 组 基底 ， 而 且 4 在 如 上 的 化 标 为 
一 414，3,0,2, 有 4 在 {pi} 上 的 华 标 为 一 4,3, 一 2,2 
5. 解 ， 由 于 
=a i tO tt +o a 
a = torat lot + 和 
a= Oa tO tOrm+t + 1a, 
w=:ot+Om tout :+O a, 


因此 山 盐 虑 &, easy es 到 基底 casas 9 的 过 小 阵 沟 


00...0 1 
| .0 0 

才 = 1...0 ] 
0 0...10 

6. 解 ，1) 易 得 由 {ej} 到 {y,} 的 过 渡 阵 为 

i111 

3=(0 1 1 ) 
0 Di 


2 ) 俊 所 求 的 基底 为 &,，a.，&a, 于 是 有 
《ay ty 人 = C9) 
即 
= 7 = (1,0,0) 
=n n= 11,0)— 1,0,0) = {0,1,0) 
Qs = pa n= l,l, 二 ) {1,1,0) = (0,0,1) 
故 所 得 的 新 基底 为 
ci = 1,0,0), := {0,1,0), a,= (0,0,1) 
7 人 解 ，1) 易 求 得 由 基底 《1) 到 基底 “2 ) 的 过 滤 阵 为 


111i1 
0111 
4 (3211 
0001 
2) 易 求 得 由 基底 (2 ) 到 基底 《Tt) 的 过 滤 阵 为 


Sd6 


1-1 0 0 
.1 fo 1-1 0 
4 0 1- | 
0 0 0 1 


出 gz) 在 基底 (1) 的 党 标 为 1,0, -2,5 可 求 得 8 (x) 在 上 早 订 (2) 
的 坐标 为 


1 1 
-1 昌 2 
5 5 
歼 #8(*) 在 (2) 上 的 坐标 为 1,2, -7,5。 再 由 1X*) 在 (2) 上 上 的 坐 
标 汐 7， 0,8, 一 2 可 得 /xy + gtx) 在 C2) 于 的 坐标 为 8, 2, 1,3. 


由 于 /xz 在 基底 〈2 ) 上 的 坐标 为 7, 0, 8, ~ 2 可 求 得 1x) 在 基 
原 《1) 上 的 华 标 为 


了 13 
0 1 6 
— 2 一 这 


故 (x) 在 (1) 上 的 坐标 为 13,6,6, -2, 而 g(x) 在 《1) 上 的 坐标 
为 1， 0, — 2, 8, 可 得 tx) +g xs) 在 基底 {1 ) 上 的 坐标 为 14,8， 4 ,3s 


练 习 七 
1. 证 ， 因 为 容易 验证 疝 量 组 
(0 0), (00), (10), (01 
(oh (00). (10), (05) 


是 MC) 的 基底 ， 故 间 ,(C) 是 8 维 线性 空间 ， 而 D" 也 是 8 维 线性 空 
沿 ， 即 划 ,(C) 与 DM 它们 的 维 数 相 同 ， 因 此 它们 间 构 ， 
2. 证 : 显然 0D 是 1 维 线性 空间 ， 下 面具 人 须 证 明 D*+ 也 是 一 维 
线性 空间 即 可 
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志 实 上 设 4 夺 1ED', 显 然 线性 无 关 ， 对 任意 i ED', 都 有 i08,b 
已, 使 得 
1]o 多 oa = elogsp 一 起 
Bie 是 了 + 的 生成 组 ， 故 z 是 D* 的 基底 ， 因 此 D* 是 1 维 的 ， 所 
以 必 与 忆 ” 同 构 。 
3. 证 ， 令 Fr 是 数 域 眶 上 常数 项 等 于 的 多 项 式 全 体 所 多 
成 的 线性 空间 、 显 热 F [xj] 是 Fixj) 的 真子 空间 ， 下 面 可 以 证 明 
Fix] 2 FLX) 
事实 上 ， 令 
pf x) I—3 x (x) 
显然 当 .ssE 时， 地 (3) 守 xECx) 艳史 是 单 射 ， 而 且 
对 任意 2(x) E 下 [xz 都 
hx) = wh Cx) 
其 中 (x) EFCxJ, 故 pgp 是 满 射 。 即 为 单 湾 射 。 对 任意 1 (x)，& (Xx) 
EFtxT 都 有 
中 OFCx) t EN)) = (fx) + g(x)) 
二 xf (x) + xwECXY 
=p(f x)) + ple (x)) 
plET ONY) = x fCx)) 
= k(txf (x)) 
= Ew lf (x)) 
因此 
PrxI FC, 


习 题 十 一 

1. 证， 由 规定 易 验 证 加 法 满足 交换 律 ， 结 合 律 . 

而 (0,0) GE 型, 它 是 型 的 零 元 ， 

对 任意 (a;2) ENM, 则 (一 aa， a 下) EMNM, 它 是 (z, 引 的 负 元 ， 
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对 任 奉 点, 7 E 吕 (ee 生 训 
(+) ta,b) = CE+)) a, (k +i(E+ti- 1)a:+(k + 6) 


ko(a, PDs a, 6) = (a, kk -1)a: +k£)OD 
Ca, 3 attib) 
= (kat Ha, elk-1)a th 
tl at + + kavla) 
= (+i)a, (+ 
《点 十 一 17z2 上 + 上 《上 十 门 十 》 
【是 十 站 fa 下 ) = ko{a, WD tea, 6) 


对 任 意 吉 所 也 ， Ca $1), 《aa $2) MH 
koC tm, b Da,, b,)) = Cal + as $ + 2 十 Aaas) 


= (k (a + 4a,), 人 — 1) (a + aa) 
+ ECB + 8, 十 全 
ke (as SODh (a 6) = (kas kb + Th Da 


Cha,, EB, + (k -1)a:) 


= (hart kaw kb + hk Lal + hb tk 1) a 
十 Eaka,) 

= (kta +t a) E(B + b+ aa) + hk —1)ta?t+a} 
+ 241485)) 


= (Ela tar), (CB +é, t ad) + (一 (4 + cz) ) 
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kata, 6) D(a, po)) = ke (a, 1) CDE. Ca, 6b)) 
对 任意 ,ED, (a, $) MM 


bollo la, b)) = ko (ha, Fi- 1)a:+ 7) 
= Chia, EB + 40 _ 1a) + kk 1) (lay?) 


= (la, kl 1)a: + klb) 
= (ki) (a,#) 
1° (4,8) = (lq,1-s tl (1 ~ 1) a:) 


= (a 6) 
畦 此 玫 是 线性 空 何 ， 
2。 解 ， 椒 十。 当 0=2Ea Ex 
Cl + 1iyea= 2 二 = 
leat+lam=ata= 2a 
显然 
dd 
故 z 不 是 线性 空间 ， 
3,， 证 ，1) 因为 eaE 克 :， 故 &aE 古 ,， 则 8+ sa 就 一 定 不 属于 
W,, 
培 实 上 上 ， 令 B+a=7EW,, 朋 由 才 a 入,, 则 
B=7 -koEW, 
这 与 让 E 歼 ,矛盾 ， 故 B+ ka EW,, 
2 ) 当 BEW 时 ， 因 a EW 当 E2E0 时 ka EW,, 
则 B+ ka 到 ,因此 具有 上 =0 时 B+ Ea EW 
当 PEW 时， 又 因 &a EWV,, 则 有 可 能 存在 上 使 得 B+ a EW,， 
下 面 证 明芳 存在 这 样 的 & 也 只 能 是 唯 -- 的 ， 
假如 厅 吉 志 志 ,, 使 得 ET Ea EW B+ ka EW,, 
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于 是 
(B+Ea) — (P+ Eko) EW, 
即 
Ch — ka EW, 
由 于 如 一 起 志 0 从 而 得 a EW,， 这 与 题 设 相 艺 拓 。 所 以 至 多 有 一 个 
EED, 合 得 P+ aE W,, 
4， 证 ， 因 邢 ,,W, 是 VY 的 真子 空间 ， 故 及 中 向 量 a'€ W,， 
B' EW,, 如 果 
i 当 a! EW 时 ， 则 a=a! 即 为 所 求 . 
ii 当 orET,, 但 PEW 时，a= 户 即 为 所 求 . 
ii 当 a' EW 但 a' EW PEW,P EW,NH, 
那么 ※ =< + 户 即 为 所 求 ， 
事实 上 ， 关 aE Wi, 由 户 EW 那么 =a-P'CW, 这 与 a'EW 矛 
盾 ， 故 aE 玉 ,。 同 更 可 证 a€WW,, 因 此 a 同时 不 属于 WV,, WW,。 即 为 
所 求 ， 
5. 证 “归纳 法 ) 当 r = 2 时 由 上 题 知 成 立 ， 假 设 + =-1 时 
也 成 立 ， 即 存在 xs EV 使 得 a 同时 不 赂 于 且 : Ci = 1,2,…; 志 一 1) 下 面 
证 明 + = 时 也 成 立 ， 显 然 当 此 a EW 则 a 即 为 所 求 。 车 a EWi, 由 
于 W 蚌 矿 的 真子 空间 ， 帮 有 BEWi, 再 由 3 题 2) 知 对 任意 Wi (i = 
1,2,……, 此 一 1) 都 至 几 有 一 :个 上 ;使得 
B+kinEW, i=1,2,.…,€—1, 
我 们 取 异 于 上 的 数 有 ， 则 必 有 有 
BikaECHW,,i: 1,2,.., -1 
及 由 十 aEEWiBEW 故 有 B+ koa EW,, 故 B+ a 同时 不 属于 WG 
= 1,2, "er), 
6， 令 邢 =L 上 (1,v 2,vw 5), 显然 lv 2 ,vw 5 是 王 的 生成 
组 。 考 在 轿 式 
arl1br 2 te SS = 和 gd,e EU 
则 有 


Cath 3) = (ev BY): 
a + Dab 了 + Dh or’ 
Pap 2 = rr a- 28 
所 以 2a5 =0, 从 而 4a = 0 或 5 = 人 


着 4 = 小 则 有 
8 2 +e 5 = 
wvV10=- -2EQ 
所 以 ec = 0, 从 而 $=0 
着 = 0 则 有 
zt+ew 5 = 
ra 吕 = 一 站 和 站 


所以 c= 0 从 而 z=0, 妈 1，w 写 ,WW 线性 无 关 ， 是 于 的 基底， 所 
岂 L(1, 35) 的 维 数 是 3 ， 
“- 出 题 仙 《1) 有 WW,CW+W, 由 此 可 证 得 ， 死 ， 
专 帮 :， 
事实 上 ， 车 玉 ,= 矿 ,， 出 WNW,=W,, W+W,=WY， 这 与 
WN WWW,+W, 予 盾 ， 故 帮 , 拓 丈 ， 
显然 W NW,EW, WN Wc,. 局 时 进一步 可 以 证 明 这 
星 必 有 一 个 次 包含 ， 
事实 上 车 不 存在 真 包含 ， 风 有 
WNW,=W,, Ww NW,=W, 
进而 WW ,= WW,， 这 与 凡 , 志 印 , 予 盾 ， 故 必 有 一 个 真 包 含 . 不 妨 供 W ,中 
WY,CW,, 于 是 有 
dimW, > dim (WN W.,) 
又 因为 让, 三 刺 ,+ 形 ,, 再 由 题 设 《1) 则 必 有 
W =W,+W, 
马 国 为 玉 , 关 下， 则 育 :专机 ,+ 户 , 即 育 : 一 厂 ,+ 邢 ,于 是 
dimW ,< dim (WW, + IY,) 
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再 由 五 环 :三 丈 : 和 依据 题 设 〈1)》 可 有 
dimJ ,= dim (WW NH,)Y 


故 
W,=W, NW, 
从 而 得 证 . 
8. 证 ， 因 为 
degf' (Cx) 一 大 一 7 让 二 在， 工大 
故 


fOr CR) fT (x) 
是 线性 无 闫 的 ， 及 因为 Fs,[Cj 是 #+1 维 的 ， 由 此 可 得 fx)》 ,f(x)， 
“ss 《是 了 .Ce 的 基底 ， 


如 果 
fx) = (x — a)" 
那么 
fOr) = a i =0,1, .+,# 
(x# — 2)1 Tp » 


对 任意 gfx) PoriLx], 令 
RX) = ECX) TE Fx) te tk, f(x) 


#| 


=E (Xa +t katx ~ a) 二 + hi (x ea) 
二 
令 x=a 有 
Ea) = ,Fl 
故 
四 
Ls 和 党 
仿 此 可 有 
E'Ca) 三 | ka 
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E _ (4) 
卫 #1 


E, _ "(a) 


| 


k= 8 (0 


8 


于 是 gs) 在 基底 斤 x)， 记 (cp (上 上 的 泽 标 为 


一 一 


g(a) £00) 
上 和 和 个 


8 (3) ta) 
#] nl x A 


9. 证 ，1) 设 cy co ys 与 2 dw 是 (1) 任意 解 ， 则 
有 沁 基 
= 
B= da + da tr +t dan 
a, BEL,, 
atp= etd)at etd at + {et dyd, 
ka= (Ee)a +r (Che) t rt (hes das 
由 于 (e+ 让) (Cetd) (Cnt do) 与 Ee ke cs 仍 是 (1) 
的 解 ， 即 c+P，&eELo 因 此 二 是 FF) 的 子 空间 。 
又 因 〈1) 的 系数 木 全 为 0 ， 故 系数 阵 的 秩 为 1 。 因 此 解 空间 
的 维 数 是 xz- 1, 其 基础 解 系 为 
Bi= ens ti stin) i=1,2,.., #~—1 
由 此 和 构造 出 二 的 向 量 组 
月 = en er tn 
是 上 ,的 基底 ， 故 上 L, 是 ,<F) 的 #1 维 子 空间 ， 
2) 入 1)》 可 以 证 明 当 (2 ) 的 系数 阵 的 秩 为 7 时 ， 工 ,是 一 
维 的 子 空 间 ， 
10. 证 ， 设 wa 2 是 的 子 空 间 丈 的 丰 底 ， 令 


554 


| 


a 


以 4 为 系数 阵 作 齐 次 线性 方程 组 ， 其 解 空间 的 基础 解 系 为 
及 ,及 有- 
全 
B= (CB,, B;, pr) 
显然 有 
4B=0 
于 是 则 在 
B'A'--0 
则 志 B' 为 系数 隆 的 齐 次 钱 性 方程 组 的 基础 解 系 为 &,&:，…，9.。 因 
此 DP" 的 子 空间 研 就 是 以 B' 为 系数 阵 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 ， 
11. 证， 内 上 题 知 D'" 的 每 个 子 空间 都 是 某 个 齐 次 线性 方程 组 
的 解 空 间 ， 而 每 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 又 都 看 作 考 于 个 *- + 维 
子 空间 的 交 ， 歼 D'" 的 真子 空间 部 是 车 于 个 #*~1 维 子 空间 的 交 ， 
12。 证 ， 固 66 站 0, 部 0 车 0，o 寺 0, 于 是 有 | 


a= -BB-7 
© | 


e * 


由 此 可 知 向 量 组 a,8 与 8,7 等 价 ， 因 此 有 
Lta, PB = 工人 (六 
13， 证 ， 显然 《1) 的 解 空间 玉 ， 是 #1 维 的 ， 而 且 
a = 1, — 1,0,.…,0) 
ez = (1,0, — 1,...,0) 
ex-1 = 1, 0,0,.…, —1) 
是 WV 的 基底 。 (2 ) 的 解 空 间 丈 ,是 鞋 维 的 ， 而 且 
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es = 1, 1,*., 1) 
基 丙 ,的 基 记 。 由 此 进一步 可 以 证 明 eye fo-1，tn 是 钱 性 无 关 的 ， 
于 是 有 
D3=W + WW,. 
14, 证 ， 设 co Qs，…,Qr 是 全 的 基 席 ， 并 将 该 基底 扩充 为 Ft 上 》 
的 基底 为 
Qjy Res Er 
于 是 
到 ,= 工人 (0 rizy """s Bn) 
是 矿 的 补 空间 ， 青 令 
W ,= L(t or Brrrs rs Bn) 
易 证 co as pyar Be 十 Gn Brro ;有 是 矿 ( 了 的 基 席 ， 夯 本 ,也 是 多 
的 村 空间 ， 
又 因为 可 证 得 及 fa， …， 凡是 强 性 无 关 的 ， 故 + 
不 能 被 所 ，… 及 线 性 表 出 ， 因 此 丰 
W ae, 
所 以 VY 让) 的 任 一 非 平凡 子 空间 的 补 空间 不 赴 一 个 ， 
15, 证 ; 出 矩阵 运算 可 知 ， 任 一 s 阶 甜 阵 者 可 表 为 对 称 阵 与 反 
对 称 阵 之 和 ， 于 是 有 


MCF}Y=$+T 
义 因 为 
dims = nt 1) 
。 1 
dimT = 1 
旋 
dimy 二 dimT =dim CE》 
因此 


MFY = 3+, 


556 


第 十 二 章 ”线性 变换 


练 习 一 


TI, 证，1) 设 a= (x x)，B= (C7141)， 
{Eat i = a (Rx +t iy, Ex,t £y,) 
= (Ex tl, — Rx LY) 
= E(x 一 az) + Hig -1) 
= Es (0) + la (B) 
同 理 可 证 cs ec m 是 线性 变换 ， 其 中 
1)》 是 关于 XX 轴 对 称 ， 
3 ) 是 关于 了 思 对 称 ， 
3 ) 是 关于 原 忆 对 称 ， 
4) 是 在 么 轴 上 投影 ， 
5 ) 是 在 了 轴 上 投影 ， 
2. 证 ， 令 = (xu 7) 旦 = (ya 
EC 二 月) = (x + eos0 — Cx, + y,)sind, 
CN GIN + (Cx, + y,) C050) 
= (XCOSP xsind + ycosd — ,sing, 
wind + xcosg + ysing + 7,c050) 
= (xcosB — xsind, x sind + x,cosd) 
+ (ycos0 ~ ysSIn0, Fsind + y,c080) 
=dafay +o(B) 
alko) = (Excosd — Exsind, Ex sin0d + Ex.cosd) 
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=E(x Cos — x,sind, x sind + wcos0) 
= 点 (ofcD 
战 o。 是 线性 变换 ， 
tlat+B) 三 Ti ty Xs + yy 
= CX tt a + 二 起) 
TERY 十 rH) 二 jb}: Cy, yt 站 
= (x Ty Ta Nw +7, + ob) 
因 z, 不 全 为 0， 显 然 
watrp)erta) + rh) 
该 * 不 是 线性 变换 ， 
3， 解 ， 用 线性 变换 的 定义 来 验证 
1) 是 线性 改换 ， 
2) 鸯 (ft ssei+biy 放 5 不 是 线性 变换 ， 
3 ) 六 cosfkel + 吉 ) secosai+ cosb, 玻 so 不 是 线 件 变换 ， 
4- 设 X,Y 了 全 大 (本) 中 任意 二 完 阵 ,不 ;! 属 于 下, 则 
四 (EX tIY) = AARX+IY)B 
= A(RKXIB+ ACY)B 
EAXB+IAYSB 
= Bo(XY +iotY) 
故 o 直线 福 变 换 ， 
5. 证 侵 。 是 相似 变换 ， 故 是 线性 变 抱 ， 
反之 ， 设 e 是 /的 基底 ，2 是 线性 变换 ， 故 有 ， 
ote) = de 
对 任意 aEV, 必 有 
a=ke 


ala) =a{ke) = Elae) = Be) = iEe) = hg 


6, 证 1) oC(EX +IY) = AGRXLIY) - (kX +IYYyA 
= EAX+IAY ~- (XA+tIYA) 
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=E(AX — XAY titsAY -YA) 
= RotKYy tiolY) 
故 是 线性 变换 . 
2) olKY)= AXY -XY.A 
AXY— XAY + XAY -KYA 
= (AX— XAYY + XOCAY - YAY 
一 加 (多 + Xo(lY) 
帮 等 式 成 立 ， 


bh 
练 习 二 


1. 证 ， 在 几何 空间 D ”中 任意 一 向 量 x = (*x,7,%) 则 有 

oa) = (xX, — wy) 
TR) = (Ly, ~ *) 
Pla) = ( ~), *%, %) 

由 此 可 有 
oa) = (C(x, — ,~ %) 
o (0) = Cx, 一 多 
oo) = (x 7, %) 

于 是 有 
oO'=E 

网 理 
TO) = (~— X,Y — %) 
ra) = (— %, yx) 
TO) = (Xx, $F, %) 
T=g 
pa) =(—*, ~ ),%) 
PIG) = — xx, %) 
PCGD = (x y, %) 
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Pe 
因此 有 
T=T=p=e 
2) (on (a) = 人 ED) 三 (2 yy —X) = (%, Ky) 
(rao) (a} = rtata)) = rtx, — 2,9) = (7, ~ %, —%) 
因此 可 得 
STETO 
3) (Corto) =a tr (a) = 人 (一 人 2) = (~ —Y,») 
《ro (oa) 一 TO = Tx, — 9, 一 2 = (xX, -yy %) 
故 有 有 
oir = rg: 
4) (Cor) Ca) = Cor) (or) Ca) = or(%, X, 7) = CY, %s %) 
(Cor) Ca) = 太一 光一 光世 
故 有 
(gr) oz， 


2. 对 任意 (″ 4) € M.(F) 
(ot ry) ( 让 = KG 人 十 了 ( 4 
= 让 TY pa) 
= (+ “+ 人 (和 0 


c+d td vo Hd 


-(0+Dets a ) 
+g {A 1)d + el 


Go ro 
hd (5 py) 
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旋 有 


fa 0 1 
=-(0 pa)(1 一 1 ) 
= A 
AGE -Hd. 
3。 对 任意 《x) EF[*] 
Car raf x) = aor} (Fx)) ~ {ro) (Ff (x)) 
=alxf (x)) - rtf' (x)) 
= 了 x) +t xf (x) — f(x) 
=f (x) 


sr~ Toe, 
过， 证 ， 当中 = 2 时 ， 有 
aT— TH = FT FFT oT ~ To 
= atar— to) + (or— ra)o 
= 二 + 


命题 成 立 . 


假如 中 = # 时 对 ， 即 


De 一 TO 一 闻 Hf 1 


现 证 =#+ 1 时 也 成 立 


Tr oo + qra — ta"! 


= Trt- to tor- tao 
二 好 让 1 + or 


一 《入 十 二 om 


故 笑 式 成 立 。 


因为 


5,. 证 : 11) (ot) :=o tori+roetir: 


= Tr ot+r 


(ott:=a+r 


0 


豆 有 


ort+ro=0 
即 
dr= 一 人 
区 
25r =art aror-ro~ dr- ro 
一 ez 一 IT =oriarr=ator+ ro) 
=ao8=0. 
故 
ot~=0 
2}) tetr-an) := tro-aratoartr— or oar— rorti grar 
=o+ror— orotartr- or— or tor gtor 
gtor— artoartrt-—- ar— ar— artioar 
三 J 二 ff ot 
故 等 式 得 证 ， 
6. 证: [FEpy alyr] + [foy zyp] +[[ryp]y o) 
= [po opy t+ Loar- rap + Crp- pr, a) 
= (pao—- on)r- rtpa— on + (or- rp plar- ro) 
+ tp-— po otrp— pr) 
= PT 一 PT 一 TI + ropt orp ~ trop port ret Tho 
— proe— orpt+ opr 
= 和 
故 等 式 成 立 ， 
7. 证 ， 设 mr 是 可 道 线性 变换 ， 令 其 道 变换 为 or。 于 
是 有 


(or tr a Y= (rg) (or) = 
变 or 是 可 道 线 性 变换 。 且 (ar) := zol 
8， 证 ， 考查 等 式 


kala)} +t kat{tay)} + "t+ katan) =0 


otk a t+ d+ + ksdn) =0 

因 o 是 可 道 线性 变换 ， 故 有 co 用 o :去 作用 .上 式 ， 则 有 
a + Gy + srs = 0 

因 c ai yao 是 线性 无 关 ， 故 有 
大 = 有 = = k=0 

因此 atanD) ,ola yolan) 是 线性 无 关 的 ， 


练 习 三 


1. 证 ， 1 ) 因 c as Co Gp 9 Qo 是 这 ,CF) 的 基底 ， 则 
gt) oa pp oaD，ofteyeyage 荐 zsCF) 的 生成 给 ， 
又 因 & ea 是 0) 的 基底 ， 故 

Ti 一 0 f=1,2,.:, 
因此 zf(a af) 是 cf(PCF)) 的 生成 组 ， 
下 面 证 明 afaD ofes) 是 线性 无 关 ， 设 
Enolo) + irs oases) + rt Raoton) =0 
四 (二 GT 十 天 十 十 二 Ce 二 人 
邦 &inGsry + 直 Gys + 十 8oanEo 1(0), 于 是 有 
Bron Ra t st Rca = dat la te tla, 
即 
at hot et lam Ram ko,.=0 
因 auo as Cn Gn Ga 是 V,(P) 的 基 廊 ， 
襄 
此 = 上 
因此 ete)，g(esyp), ,alar)， 是 线性 元 关 的 ， 从 而 是 zf (CE) ) 
的 基底 
2) 因为 
dim (a (0)) = dim(o(t)) = 六 一 
故 有 
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dim (a {07} + dim Ce tt YY = #. 
2， 解 ， 不 能 成 立 。 如 在 Fsiit*J 中 ， 令 
of (x)) = Cx) 
显然 
oP tx) = 了 fx]，o (0 = 下 
其 中 
dimoa (Fs, Lx) = 性 
dim (a '(0))} =1 
它们 的 维 数 和 显然 等 于 Fr 的 维 数 ， 但 
5 上 C++ OSICx]。 
3， 证 ;必要 性 ， 设 Eco (0)， 即 有 
ola) =0 
由 a 是 可 道 线性 变换 ， 则 有 ao '!， 于 是 
Oofcy9 = a (0) 
r=0 
因此 o71(0) = 40} 
充分 性 ， 由 o 0 = (0)，dim (eo 1(0)) =0, 故 
dim {oa(])) =# 
因此 a 是 满 射 , 由 a 污 a, 得 oe (a) 站 a tla) 
事实 上 车 atQ,) = oata,) 则 
oa) oto) =0 
sto — 0) =0 
由 o 《0) = 如 j， 故 有 co = 与 crca: 矛 导 ， 央 此 c 是 单 变换 ， 因 此 
5 是 单 满 变 换 ， 其 so 为 可 道 变换 ， 
4。 证 ， 央 a (0) 与 仓 的 交 2 0) NW 是 丈 的 子 空间 ， 设 其 
维 数 为 六 丈 的 维 数 是 9 ， 令 6，s ye 是 o (0) 人 殉 的 大凡 ， 将 
些 扩 为 不 的 基 冤 ， 
Ely Ery “1 


We Cpr y 一 Liatle,), oles), “ry cts,)) 仿 1 题 可 得 afterrDyafgerisyy “ 
5 


afe) 在 G( 歼 7 的 基 记 ， 赤 有 
dim (et YO) = sr=dimW -dim(te (0 NW) 


因此 
dim (sy(WIYY + dim Cot C0) MN WY = dimW,. 
5， 证 ， 因 rt 了) 是 这 ,tf) 的 子 空间 ， 岂 上 古 有 
dim {or )} + dim (oe (0 mr = dim (re )) 
于 是 


dim{er( yy =dim{tr( yy) — dim (ta 0 NN rt )) 
又 因为 对 任意 子 空间 厂 ， 都 有 

oO NWeo! (00) 
故 有 

dimfeo-0 MN WY dimoe (0) =#— dim (oll’)) 
因此 

dim(or( I dim (rt YY ~» tn ditmoa(l’)) 

=dim (rt yy + dim tel yy) 一 下 

6. 证， 因为 

dim{ortt yy + dim (tary 0) = 
故 

dim((or} (0 =#— dim (sr (1 )) 
再 由 上 题 知 

dim{or( dim(to(t)) + imirt/))—n 


于 是 
ditm itor 0 一 ditmegeg +TdiimzrtF)y — #) 
=#— dimt(oe(V)}y tr- dim(r(tr)y) 
=imo (0 + dimer 0) 


Qimttor ON dimoe 00) + dimer (0), 
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练 习 四 


1. 证 ， 任 取 cE 隐 , 因 丈 是 or 的 不 变 子 空间 ， 敦 ot9), 7 (2) 
EW， 则 有 
(a+ no) =ola) + ta) EW 
零 玉 是 oa+ + 的 不 变 子 空间 
(or) (oa) = orta))} EW 
过 环 是 sr 的 不 变 子 空间 ， 
2， 证 ， 设 cc …，o, 是 克 的 基底 ， 因 a 是 可 道 线性 变换 ， 故 
gC) ,ole wy ata 世 是 丈 的 基底 。 对 任意 xE 序 , 则 有 
a=ko(a) + ota,) + -+ + ka Co,) 
oa) = a lato + Ra t+ Ea)) 
= E+ 0+ :二 上 :0 
六 cc ye 是 丈 的 其 廊 ， 故 忆 e +Aa 上 十 天 0 属于 责 , 即 oo 
和 序 ， 所 以 邦 是 ce 的 不 变 子 空间 ， 
3. 证 ， 任 取 o Er*'t0), 则 有 
rw) =0 
从 而 有 
frfafa))= (Cro) (C0) = (of (a) = olrto)) 二 oO =0 
故 o(o) Er1(), 因 此 rr" (人 0) 是 a 的 不 变 子 空 间 。 
任 到 a Er(V.AF)), 则 存在 8EVAtF) 使 得 
rd) = 
且 ztp) EWCF), 则 
age = ) = (rp = (to) (PY = thot))Y ET FY 
故 z(V,(F)) 是 go 的 不 变 子 空间 ， 
4。 证: 
任意 xzEa(P) ,机 cf 三 开放 olQ) EotW), 因 此 cot》 是 5 
的 不 变 子 空间 ， 
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又 设 任意 EW'，olo)E 玉 ， 因 玉 是 a 的 不 变 子 空间， 万 
ololo)) EW, 于 是 oz) EW', 因 此 WI' 是 a 的 不 变 子 空间 ， 
5， 证 ， 设 L(@) 是 这 ,(F) 的 任 一 一 维 子 空间 ， 任 取 8E 上 (@)， 
都 有 B = a, 又 因 a 是 线 性 变换 ， 
心 有 
Tto) = dc 
因此 . 
gt) = atke) = Eaton) = kaat Lea) 
故 工 (是 e 的 不 竺 子 空间 。 
反之 ， 设 L(a) 是 这 (FF) 的 任 一 一 维 子 空间 ， 且 对 oa 是 不 变 的 ， 


令 
otay = ia 
去 证 对 任意 BE VtF) 都 有 
zf 有 = AB, 


当 有 BE 工 (e)， 即 有 = &a 则 
oP = olka) = 有 fo = 上 ip = A = A 
当 BELta), 则 a，8 线性 无 关 ， 则 工人 (e+ 月 也 是 的 一 维 不 变 
子 空间 ， 于 是 
otat+B=i(a+B)= ilat+ih 
六 
zta+ 和 站 =afog +a 朋 =ia+ 部 
即 
lat+tB= Aa+ HB 
Dattd- HB=0 
因 o, 有 线性 无 关 ， 则 有 
7 一 彤 = 1 
于 是 有 
otBy = A 
所 以 = 是 家 似 灾 换 ， 
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6. 证 ， 必 要 性 大 显然 的 ， 下 面 证 明 充 分 性 ， 对 任意 a€ WW， 
a= Er + Bast + ktm 
ala) =otk0, + Rts tt so 十 大 
= a(te) + koto,) TF et Ra,s) 
固 co) EH，G=1,2 放下 olQ) 捷 研 , 济 以 玉 是 a 的 不 变 子 空 
间 ， 


1,. 证 ，1》 
olka rt 1B) = ol wy wa ws 十 六 
=o(Bx +t iy Ex t+ fy Ex ys) 
= (2(kx + iy) ~ (hx,+ /7,), 
Ex ty t Ex tidy x+ iy) 
= (2kx, — Ex, + dy — Ay,, 
Ex t Ex t lyst dy Ex + iy,) 
二 郑 (2% 一 
+ [C2y, — Yas bi 
= holay + [olBy 
故 o。 是 线性 变换 ， 
2) 因为 
ote) = (2,0,1,} =2e,+ es 
ager) = —1,1,0) = — e+ e, 
ates) = {0,1, 0 =e, 
改 在 El ezy Es 上 的 表示 矩阵 为 


2 -i 0 
(1! :] 
1 0 0 。 


2 解 ， 1) 因 a 在 my ss ep 上 的 表示 矩阵 为 
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A 嫩 术 本 
fal oe Ha 
Ha Hz Hs 
故 有 
TEY) = A E+ HolEs 十 HE 
Tle) = al + dres + Hygs 
GOES = HB 十 RanEs 十 iggEy 
于 是 有 
FEs) = aes tT Hoses 十 dug 
OEs) = AyzEs + dorEs } Hiae, 
TE) = de ts + HE 
故 6 在 se，e，e 上 的 表示 和 矩 际 为 
Ba gr 全 9 
as pr Rol 
Hy Hl2 ll 
同 理 可 求 得 
2) ao 在 sy 上 ezy es 上 的 表示 着 阵 为 
qn RAs ty 
Gol EAss Hs 
ay EAs Hya 
3) 0 在 中 er， E23 es 上 的 表示 矩阵 为 
tT A le ls 
Ha Hs tas Hr 
Ha TAs Asa dy) 
3，. 解 ， 1 ) 因为 
stl1)} =0 
otl+*)=1 
ol+x)=2x= ~2+2(t1+x) 


导向 申 
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otlftx™ = (一 1 二 一 《一 1} 十 《下 一 二 人 十 2 
下 c 在 基底 1，1 Fx,1+x?,…,1+w*! 下 的 表示 算 阵 为 


[9 1 -2.., —- {x—1)' 
0 0 2. 0 | 
0 0 0 . 0 
E 0 0 ## 一 二 
0 0 0 .. 性 
2) 因为 
stl} = 
otx—r)=1 
(x oc): NY _ 
cf 可 ) Nf 


—- -一 


(x— 1Y1 《 一 2)1 


页 c 在 1， x 的 表示 姑 陈 为 


2| {x#— 1)1 
(00 9 
100 1.0| 
00 
0 0 0 0 ， 


4. 任 取 < = (xy Xs 4) Do 则 ce 在 基底 e， Esy £3 上 的 举 标 为 


XC— Xi {X, 一 六 >” 页 


一 
oN), Nas Xs) = (el, ez Ey) - 1 0 — 1 
1 2 2/\ w, 


一 {X) — 2X, + Sx) e+ 《 一 x 十 i 一 Ne, 十 Kx 十 


= C1 + By ws 一 way 和 十 各 
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因此 


stl,2,3) = (7, 1,3) 
即 x 在 a 的 象 基 (7,， 1,， 


5。 解 : 因为 


3 ， 


df 《一 50,3) = 2%— 7 — 

op3) = {0, — 1, 6) = 37 一 », 

om) ={— 5, 1,9) = BY, 一 于 : 
故 c 在 ?yz23， 上 的 表示 和 托 阵 为 


2 3 
4 人 ，- 


1、 由 绥 设 可 知 由 {aj} 到 {8,} 的 过 渡 阵 为 
-1 


-dd - 
ro 
1 0 


一 


B= T° "IAT | 


i 
上 mr 
1 


于 是 o 在 { 遍 } 上 的 表示 算 阵 为 


1 
1 


1 
2 
0 


i 0 
0 1 
1—-1 1 


人 


1 


1 
1 


1 
0 


11 


0 1 


1 0 
2 0 


0 
1 
1 


| 


1 0 


-1 1-'1 
0 1-1 


1 


Bii 


3 3 
Mi e+ £2 2 6, 


2 2 史 
所 局 从 te 站 到 人 站 的 过 渡 阵 为 
了 3 
2 
“| 3 E 
1 -3 


2) 由 efe)y =7w5 可见 在 fs 站 上 的 表示 矩阵 就 是 4。 
9 ) 由 c 人 3727 = afsigae) 人 本 = (Wy) A 于 是 a 在 {wy 上 的 表 
了 示 和 矩阵 还 是 4, 


习 成 十 二 


1. 证 ， 将 oy es pp，anw 扩 为 六 (CE 的 基底 ，ai，a:，…， an 
cmxb 904 特有，PB.，… PB 再 添加 # -六 个 向 量 , 构成 一 个 含有 # 个 向 
量 的 洞 量 组 及，8 用 By, "Bry 
对 六 。(F) 中 任意 向 量 c, 都 有 
人 
令 这 ,(F) 中 一 变换 a， 使 得 
ata) = EB +t eB + + kd, 
下 面 首先 证 明 a 是 线性 变换 ， 设 xz， 是 VY ,(F》 中 任 党 两 个 向 量 ， 
有 
= et Ee, 十 十 是 区。 
p 二 la + il,a, 十 “+ 十 loa 
oat AB) =at(e tt i)at CB tia +t + (kt TV) 
= {E+ B+ (Ck, + i B+- + (Chat), 
= B+ EB tt Bat Bt,+i +iB, 
= oata) + ole) 


一 


atkay = otkk ot Ek 十 十 起 下 sn) 
= REEB + EE,B, + … 十 下 天。 
= ala) 

故 c 是 线性 变换 ， 
而 且 由 = 的 规定 立即 可 得 
oon) = Br. 
2。 解 ， 1) 因为 
sle)=1-1=0 


GE =w+l1-x*=1i1=e, 


Cx + 1) x) Cx no 3)) 
{x#— 1)! 


Fler-1) = 
Xx) x (#2)) 
‘#— 1)! 


人 
(#— 1)1 
‘Lx+1)— Cx- (Fo 2)}) 


xXx) C3), _1 
[一 于) (a— 1) 


=x- D(x (#3 
Cx — 2)1 


一 Enm? 


由 此 可 得 o 的 表示 矩阵 为 


0 10…0 

0 0 1 +: 0 

i 0 0 .. 1 

| 0 0 0 :0 
2 ) 因为 


ote) = Gel 一 六 es 
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gle) = elt A 


oles) = 白 十 g5 一 六 et 


al) = es + bes t de 


他 一 Ee, dEs— #6 


ge) = et dest aes 


敬 e 的 表示 和 窍 阵 为 


otE,.) = 本 


战 o 的 表示 矩阵 为 
4 0 


4; 


又 因为 


0 0 
1 0 
$s 1 
0 
0 Ee 
0 一 此 
0 
i)(0 0 


i ft pe 


oi(E) = 2 了 十 bE,, 
oa (Es) =eE,+ dE,: 
a(E,) = aE, + edE,, 
cB.) = cH + dE,, 
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0 ) = aF,+eE, 
Er 

， ) = <Ee+eE: 
9 

0 ) = bE + dE 


了 = bE, + dE, 


破 e: 的 表示 和 矩阵 为 


(EY =aB +adB+arE, + beE,, 

df 五) = arEnt adE,,+e:E, + rdE,, 

rE,) = AaB + B+ adE, + bdE,, 

oP) = 上 ZE + edE,t dE,, 
故 o 的 表示 和 矩阵 为 


a ac agd be 
了 = ab ad b: bd 
ae et: ad ed 


be ed bd d: 


4. 证 : 因为 当 基 底 选 定之 后 ， 线 性 变换 与 其 袁 示 矩阵 之 着 
一 一 对 应 的， 由 答 阵 的 运算 短 ， 与 一 切 *# 阶 方 阵 可 换 的 第 阵 基 纯 基 
矩阵， 从 而 可 知 与 一 切线 性 交换 可 换 的 线性 变换 是 相似 变换 ， 
5. 证 ， 设 o 在 基底 a,a,,…，an 上 的 表示 阵 矩 为 .4 = (4;7), 下 
而 证 明 有 4 是 纯 量 矩阵 ， 
设立 为 非 疝 异 矩 阵 ， 有 
CB, Pas os Be)} = Ca as yo 区 
由 BB 也 是 六 ,CF) 的 基底 ，o 在 {8B:} 上 的 表示 矩阵 ， 册 题 设 
谨 仍 淤 44， 并 且 有 
A= XIAX 
从 而 有 
XA= .AX 
册 此 而 得 所 与 一 切 非 奇异 些 阵 可 搞 。 如 果 取 


1 
| “、 
. ag 
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则 由 


XIA= AX, 
知 当 i=5j 于 ， 31 二 站 
再 取 
0 1 0 h 
d 0 1 1.. 0 
Rob ee 
| 0 0 ... 1 
\100 .0 
出 
,=AKk, 
知 
A 二 


有 从 而 如 是 纯 量 矩阵 ， 帮 5 是 相似 变换 ， 
6. 证 ， 和 假如 a +a 是 a 的 特征 向 量 ， 于 是 有 
qtoa t+ a) 二 4 二 GE = da + Ma, 
Fa a) = on) + or,) = Na + Mg, 
于 荐 有 
(Aa— 和 7 + (aA— A = 0 
由 于 aiy ac: 基 属 于 不 同 特征 根 的 特征 向 量 ， 故 线性 无 关 ， 于 是 有 
A 一 一 人 0 
A— 4,= 人 0 
即 
A 二 二 
与 盖 居 秒 导 ， 因 地 aa + a 不 是 a 的 特征 向 量 . 
7. 证 : 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 证 明 充 分 性 ， 
设 wb az …，a 是 的 一 个 基 同 ， 并 设 


F(a) = A i = 1, 2, +-,# 
由 于 ci+ ci 仍 是 的 特征 向 量 ， 由 上 题 有 
Fp = 4 
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牙 
ota:) = Ma 
从 而 对 任意 向 量 c, 都 有 
区 二 点 ,| 十 Eg, 十 "十 kds 
dy =olEa t Em + + Ettn) 
= (Eo) + Rate) + rr + oc) ) 
= A + os 士 … + cs) 
= Ag 


因此 a 是 相似 变换 。 


， MN 
8 ， 在 三 fx 中 ， 取 基 请 1, x, 31 0 1 


则 = 在 此 基 说 上 的 阵 为 


0 10 .0 
00 1...0 
用 | | 
000. 1 
0 00...0) 
从 而 有 有 
-A= 


故 的 特征 根 1=0， 由 了 手 


x 
or 四 j 
x 


Ei 


的 饼 空 间 的 基础 解 系 为 ,0,… ;站 故 3 ,00) 的 维 数 是 1 ， 小 于 线性 
空间 的 维 数 ， 从 而 在 任何 基底 上 的 阵 都 不 能 与 对 角 阵 相 帆 。 
9 证 ， 1》 设 aE 3 了 ,C00), 则 有 
gto) = Na 
从 而 
otrta)) = Car) to) = (to) (0) = tta(o)) = Tha) 
= A(Tta)) 
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故 rto) 5.CGWD)， 因 此 $0400) 是 的 不 变 子 空间 ， 
3 ) 出.(1) 是 * 的 不 变 子 空间 ， 在 复数 域 上 * 在 J.C 和) 中 必 
有 特征 根 ww， 使 得 0=ea 世 Jo(0ko0 有 
TH) = pa 
又 欠 为 Jo 是 = 的 特征 子 空间 ， 因 此 有 
ata) = A 
故 a 是 cz，z 的 共 公 特征 向 量 ， 
10. 证 ，1》 设 


/2 
(ofe) ,ates)y "Ten)) = Ce Es +» En) ( 、 
12 


oe) = Ael 十 相 C1) 
加 ez) = Ass + Es (2) 
den1) = Agnit Ra 《ff — 1) 
Es) = Aen (Cx) 

令 玉 是 包含 e 的 不 变 子 空间 ， 则 ats,) EW, 由 (1) 有 
gi = ate,) — de, 


帮 e: 忆 WW， 于 是 ost) ，he 亿 扩 , 直 ss 蕊 邢 , 如 此 推 下 去 enE WV, 即 5s， 
Ee En, 因此 
w= 
2 ) 俊 到 是 任 一 非 零 的 不 变 子 空间 ， 令 a 是 三 中 不 为 0 的 向 基 

t= Ee ,ert :+ Eres 
不 妨 设 ,车 0, 于 是 

GE) = ote) + Ral(es) + es + Raley 

= (Ae 十 Er) + Eder ft Ee) + -e+ hi Caen t Eo) 
+ Edler 
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= Xk e+ ert n+ Ener) 十 古 ea 十 起 26 十 十 开 s 
令 Ees+ 上 es t+ -二 下 ies 二 PB, 于 是 有 
say = Aa+8 
由 于 otfe), haE WW, 故 PEW, 青 求 of 站 症 有 es 二 +te 十 让 os8n 
所 下 ,依次 做 下 去 ， 则 有 
,En 产 ， 
从 而 有 ssEW. 
3 ) 设 序 ,, 邢 , 是 这 的 任意 两 个 非 平 几 子 空间 ，、 由 2 ) 有 esE 开 ， 
sr 忆 W,, 故 
WW NW .et{0} 
因此 六 不 能 分 解 成 两 个 非 平凡 子 空间 的 直 和 ， 
位 。 证 ， 在 这. 下) 中 取 定 基 左 之 后 线 狂 变换 与 # 阶 方 阵 是 一 一 
对 谋 的 且 保 持 运算 ， 故 半 ,(F) 与 全体 线性 变换 所 组 成 的 线性 空间 
同 构 ， 由 于 于,(F) 是 ps? 维 ， 故 全 体 线性 变换 组 成 的 线性 空间 也 是 
#” 维 的 ， 
1]2.。 证 ，1)》 由 上 题 知 ， 全 体 线 性 变换 组 成 的 线性 空间 的 维 数 
是 后， 莉 
Gy gE 
必 线 性 相关 ， 即 存在 不 全 为 和 的 数 ao an- ye 使 得 
A FA +taotae=0 
取 
FX) = Be 人 十 
则 fx) 的 次 数 志 ;而且 有 
fo =0 
2 ) 因为 
dx) = (fx) (xy 
故 存 在 #(x)，v(x) 司 得 
gx XY + or) Fx) = d(x) 
故 n(nf (ao) + vto) g (9) = d (0) 
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因 六 oo =0，&(0) =0 所 以 

do) =0 

3 ) 必要 性 ， 由 1》 可 有 

Ga + dn 
是 以 e 为 根 的 多 项 式 ， 其 中 心 不 全 为 0 ， 若 ass0 则 多 项 式 为 所 
求 ， 若 ws = 0, 令 zj 是 不 为 0 的 系数 中 下 标 最 小 的 那 一 个 。 即 多 项 式 
为 

Ra tt dN tt a 
且 以 g 为 根 ， 有 

a Ft amo i dai=0 
因 o 是 可 道 的 ， 有 ae 且 (e = (oj) 也 存在 。 故 用 (oo 去 作用 上 
式 的 两 端 ， 则 有 


do i Aan OF i + et Aaret+ ae=o 
故 
BEXY = Ar Tt 这 用 于 
即 为 所 求 , 
充分 性 ， 设 有 常数 项 不 为 0 的 多 项 式 
FXY = a 0 
使 得 
fto)=0 
于 是 有 
i NT i i Te i: 
因 zs 关 0 故 有 
(~ ear! Crop 一 一 全 ) I=& 
fo A A 
故 a 是 可 道 的 ， 


13. 证 ，1) 设 o 的 表示 矩阵 是 4 ， 由 于 sa 是 可 道 的 ， 则 4 是 
非 奇 异 的 ， 且 4 的 特征 根 就 是 a 的 特征 根 ， 固 万 是 非 奇 异 时 ， 特 征 
根 不 为 0 ， 故 o 的 特征 根 也 不 为 0， 
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2 ) 设 1 是 o 的 特征 根 ，x 是 a 属 证 特征 根 4 的 特征 向 量 ， 于 
是 有 
Ta) = Aa 
因 a 是 林道 线 性 变换 ， 故 用 ce :去 作用 上 式 ， 则 月 
a da (ta) 


用 1 郑 1 夺 0。 政 育 


-1/1 
“= 


所 忆 2 是 c 的 特征 根 ， 
14。 证 ， 由 特征 多 项 式 的 性 质 知 o 的 特征 根 之 积 等 于 jA| ,于 
是 | 直 =10 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 特征 报 为 0 ， 也 就 是 = 这 0 为 特征 
模 ， 
15，, 证 ， 俊 j= 位 EVI ot0) =oj(Q)} 显 然 0 全 太 ij 套 这 ;) 非 空 ， 
又 由 于 ci 天 oj 则 必 存 在 8 使 得 
oP) eo (Bp) 
即 扩 ;是 六 的 真子 集 。 下 面 证 朋 信 ;jy 是 的 子 空 间 ， 
对 任意 a, 有 GE 则 
oa+ =at0) + oP) =o (ta) + ob) =oto+) 
页 as+ PE Vi 
oRa) = ola) = ko (0a) = oka) 
鼓 &o€E Vp 则 Fj; 是 的 真子 空间 ， 
如 果 当 让: 都 是 7 的 非 平 凡 的 子 室 间 ， 则 由 线性 空间 一 章 的 学 
习 中 知 必 有 有 aE Vip 癸 
oilo) oa) 
即 存在 向 量 使 0.(Q)，#.(0),…，o,(a) 两 两 不 同 ， 
和 如果 这 有 平凡 子 空间 ， 闭 也 具 能 是 零 空间 ， 对 于 零 空间 只 要 
as 盖 0， 则 都 有 
oifo) Sor (0) 
因此 去 控 这 样子 空间 ， 只 须 考 虚 非 平凡 子 空间 则 问题 同 前 ， 从 而 得 
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证 。 
16. 证 ，1) 必要 人 性， 和 任 取 a€EV, 则 rta) E rd 站), 又 因 a 》= 
cf 页 rto) EE al 四), 则 存在 AE VV, 使 得 rt) = ol), 于 是 
(oar) ta) =o(r(m)) 一 GE 有) = 0 (PF) =alf) =7(0) 
因此 
休 世 二 丰 
周 理 可 证 
Tt 一 果 
充分 性 ， 任 取 ata) E ce() SV 因为 or = r， re= om 于 是 有 
gota) = (ro) (0) = rao EEC 
因 比 at) 三 rz(1), 同 理 可 证 zr() 全 ol 下), 所 以 
at ) = 
2) 必要 性 ， 对 任意 BEV, 作 向 量 8- ot 让, 出 
od- oh) = ott) -oi(B) =o -op)=0 
故 6- olB)Eo 1(0)。 轩 为 
oO0) = 00) 
所 以 2- ot 户 Er1(0) 即 
rH ol)) =Trp (top =0 


因此 

zt 一 (ro =0 
故 

zt8) = (ra) (PF) 

至 一 他 他 
叉 因 为 


TP- rp) =r) ~ (Bp) = rh) - rh) =0 
故 月 ~- r( 有 Er 00 于 基 有 -ree1(0) ,于 是 
of 有 -rt 由 ) =afp -org =0 
oa(p) = or(P) 
所 以 
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他 二 TI 
总 之 即 有 
T= TT= UO, 
充分 性 ， 企 取 cE ce 100), 由 t+o=7+ 有 
{a} = {ra (ta) = rat = r(0) =0 
所 以 acEr 0， 于 是 o (0) Sr (0) 
任 取 PE rit0)，gr=og 有 
of 站 =ortB) =afo) =0 
故 6E o (007， 于 是 z (的 So 1(0), 综合 便 得 
I (0 = (0)., 
147。 解 ， 因 cyay …; 0 起 线性 无 关 欧 ， 疲 是 这,(F) 的 基底 ， 因 
此 本 是 非 奇 有 民 的 则 由 (1T) 便 存 
{eis Eye 二 【人 
由 《3 ) 便 有 
Toy Ge gy On) = Ch Bs, Bo) 
于 是 
ole ees yg en) = Ey Cy ry a) dt 
= (PBB,) A 
= (ee en) BAT! 
故 z 在 sy es …' ,es 上 的 崎 示 算 阵 为 BA 
18. 证， 必要 性 ， 因 为 a 是 可 道 变 换 ， 故 o 必 是 满 变 换 ， 即 有 
oP)) = VF) 
对 任意 oE VV,(F) ,都 存在 ET。(PF)， 使 得 


oH) =a 
由 于 

VF) 一 Ww, + WwW. 
故 有 有 

B=P+hP PE 开 ,， BEW,. 
于 是 
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o = a(tp) =oaotB +h) = a(tB) + of), oH) E or: 7 =1,2, 
因此 有 

VFY = eo, + ott, 
任 取 < 5 证 ， 站 oi,, 由 &E aol,, 则 有 户 万 W,, 使 得 


oP) = 《1) 
又 e& olV,, 故 存在 开 ,, 使 得 
sf) =a 
于 基 有 
zf 月 ) = op) 
由 c 是 可 道 变 换 ， 册 c 去 作用 上 式 则 有 
Bi=P 
于 是 
PEW NW,= 00} 
则 局 =0, 则 由 (1) 可 有 <x=0, 故 
ol floW, = {0} 
因此 


Vs CFP) 一 a ,中 cr， 
充分 性 ， 任 取 aE 天 CF)， 由 
VP) = 下 中 oF， 


有 

下 一 GZ 二 GZ = t aE ol CRF)) aEW, 
于 是 

KE)SaK tPF)) 
帮 


VF) = g(r FY) 
由 此 可 知 a 是 注 变 换 ， 因 而 o。 是 可 逆 线 性 变换 。 
19. 证 ， 因 为 g 与， 中 和 伍 个 级 性 变换 可 交换 于 是 有 wo 1(0) 是 5 
的 不 变 于 空间 ， 由 于 了 是 不 可 约 的 ， 则 o-10) =VA(F》 或 or100) 
二 各， 
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当 g 0) = 这， 则 对 任意 gE Vt 了 ) 都 有 
oa) =0 
故 o 基 零 变换 ， 
当 o (0) = {0}; 则 a 是 单 变换 ， 从 而 是 可 逆 线 性 变换 。 
20. 证 ， 当 a 是 可 六 线性 变换 ， 显 然 有 
”=a ) = a ) = 


B= 1 
当 g 不 是 可 道 线 性 变换 ， 则 有 
VV oOo) Do (YD 

好 


a=dimV ddim) dimo (2 
由 于 # 是 有 了 有限 的 ， 记 以 维 数 逐次 减少 的 现象 不 能 永远 延续 下 去 ， 必 
存在 上 所 * 俘 得 
“(VY = at (V) 
可 以 证 明 对 尾 意 正 整数 办， 都 有 
0 
用 归纳 潜 证 了 明 ， 汝 m = 工时 显然 成 立 ， 假 设 严 ~ 工 时 也 成 立 ， 下 
面 证 明湖 时 也 成 立 。 
0 
OKOEC 
= otti(r’) 
= oo) 
故 任意 的 m 都 有 
Ge) =a ) 
因此 有 “< 拓 * 使 得 
MY = oD) = 
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第 十 三 章 ” 欧 氏 空间 及 其 线性 变换 


练 习 一 


1. 解 ， 土 ) 不 构成 获 兵 空间 。 刘 az = (1,0,0)EDW 且 二 一 非 
零 呵 量 ， 但 
tae) =l1x0O+0x0+0x1=0 
与 欧 氏 空间 定义 的 第 4 条 矛盾， 故 不 是 欧 氏 空间 。 
2 ) 是 欧 氏 窗 间 。 从 规定 的 数 积 可 站 搁 看 出 
(2 月) = (CB, 2) 
i 
at By) = a, y) 二 《有 
(Eka, p) = ta, y) 
下 面 我 们 验证 它 满足 第 4 条 ， 


(m0) = a + A+ d+ dd 


2 
当 as0 时 ， 即 wy ssy ds 不 同时 为 零 时 ， 显 然 有 
(ayo 0 
也 只 有 sy es 4 全 为 零 ， 即 a = 0 时 ， 才 有 
{os} =0 
| 反之 亦 然 ， 故 满足 第 4 条。 因此 ?是 欧 氏 空间 ， 
2， 证 ，1》 天 为 
屏 二 月 + Ie-B:=tatBatAt ta- Ba- 


2 
= (a + 0 ) + do + 守 
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= (wr) + ou) FB) + (Cao) 
-Za 有 + 人) 

= 2(a'0) 二 3) 

=2lal:+ 2 

=23(|al:+ 网 全 


le+Blit|la-B:=2( a :+ 同人 
2 》 因为 
1 ， , 1 
le+hl- Te- 用: = (e+, (二 六) 


-To -PB, (a-B)) 


= TC(ara) + 2(aB) + (Fb)) 
Ti a) -2(a- 月 + (BB)) 
1 
本 ob) 

= (cx 有， 


3， 因 为 
le+Bh= (at+h, eat+p) 
= (aa + 2(a:P) + CB:P) 
= lalt+ BP 


所 以 
la+Bl*=ial:+ IBF 
4， 设 # = (Xi Xi yy xi 与 49) 有 7y 正 交 ， 于 是 有 方程 组 
十 和 一 加 二 
二 


ZX t+ 3X, = 人 0 
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解 之 得 
E=(4, 0, 1,-3) 


再 将 其 标准 化 
LE 4 1 3 
7 10] (Fi Sir 
? 即 为 所 求 ， 
5。 解 ， 1 ) 必要 性 ， 因为 
& = 此 6 
所 以 
pf) (8 
Pa 
所 以 
P=0 
充分 性 ， 因 为 
-| (a HY 
9 95 jal 
所 以 
(a -月 
al 国 
到 
to:B)= le 
从 而 a 续 性 相关 ， 则 有 
a = 上 kp 
于 是 有 
Caf) BR) i 
li 人 I] IB 1B 
即 
1 
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由 此 可 知 丰 20 
2) 必要 性 ， 因为 


& = 
所 以 
及 RPP) 
机 庆 | 同 喇 | 
故 
归 二 人 
充分 性 ， 因 为 
_ = 1] 《2 月 ) - 
Pon lA 
所 以 
(eB) 。 
四 | 
即 
ta- 有 =- 网 :网 
从 而 a, 有 线性 相关 ， 即 
= 
于 是 
A ERP) Sk 
laiB Tal lB BT Ia 
由 此 可 知 <0， 
6， 解 ， 因 为 
(a, £,) _- 1 1 
OP lal le Vi wr 
所 以 
7, 证 ; 设 
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r= {Ay Hay os nds 月 一 Ca, b,, sb) 


显然 %, PE Dm", 并 且 令 当 
当 ei =0 时 ， #&;=1 
当 4i 六 0 时 ， 6 = 让 


[a | 

目 D”" 是 欧 氏 空间 ， 则 有 
(a PE taya (8, P) 
(a B= lelt la |+ -+ leans 
fo Gy = aa 
(PA) =13 十 1 十 十 本 一 关 

到 


2 ‘i 站 Sa a 
因此 


2 Ee 


Tt 
8， 证 ，1) 因为 
=W ;Wi=Wi} (WW)! 
对 任意 se€E WW, peE WY: 都 有 
(a,P) =0 
即 
(a Wi =0 
袁 a€ (+, 寻 WW 忆 ( 邱 1)+ 记 以 
(WI:=W,. 
2 ) 对 任意 的 aE 小 ，(a, 到 ,) =0 因 玫 ,三 殊 : 所 以 
(ay 并) =0 
故 cE 开 ,因此 有 
WieW,, 


2 全 


9、 证 ， 困 cas …, 是 矿 的 基 廉 ， 且 YETY ， 由 有 
y= + Er, + + + nts 
{pp) = (Bat Bm t et kattns F) 
= (0 Pp) 十 天 Gary) 十 … + Eatass p) 


= 作 
所 以 
p=0, 
10。 证 ， 因 为 
(a BY) = Cas, B) 
于 是 有 
(ai 一 az 有 =0 
由 于 # 的 任意 性 ， 则 有 
要 一 Cr 一 遇 
藤 
好 | 二 说， 
练 习 二 
1. 解 ，1) 因为 


《au 1) = (aa =1, 《ziygy) =1 
(a ci) = 1, (ms 尺 ;)》 二 2， (a,, 一 人 
《Gy 1) = 1, {a as) = 2 (di) = 3 


故 xo xso 的 度量 年 阵 为 


1 1 1 
4 (1 
1 2 3 


2 ) 展 为 有 可 道 矩阵 为 
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使 得 
1 0 0 
ea。 1 | 
人 活 
故 有 
(ely E29 €3) = Ca, io 人) 也 
于 是 得 


si 二 Cs bn0) 
er=a—a= (0,1,0) 
es = — a = 0,0,1) 
ew ey 61 起 标 推 正 交 基底 ， 
下 面 用 标 浴 正 交 化 方法 求 标 间 正 交 基 及 ， 令 
el 二 人 《10 人 0) 


eg Cees (1,1,0)-(1,0,.0) 


{es £1) 
=t0,1,0) 
一 _ 《eye _ (E33 2) 
a 《ely ey)" (Es Es) 
={1,1,1)-(1,0,0)—-(0,1,0) 
= ,0,1) 


因 &) ezy 6 是 单位 癌 量 ， 记 以 eb ez， 是 标准 正 交 寺 底 ， 
2. 解 ， 因 为 
El 二 22 十 立 , 
有 ez 三 如 | 十 区 > 
£3 二 二 | 十 寂 r 十 安 4 


B= ~ 3 A ot 2 
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故 由 {te: 到 {s 的 过 滤 和 矩阵 
2 1 1 一 名 
1 i 0 一 二 
"人 0 1 - : 
0 0 1 2 


2 1 2 -2 
从 而 基底 sy ez ey si 的 度量 窃 阵 为 4= Pr BP -| > 2 
~1 0 了 
3。 证 ， 必 要 性 
《Gy = 《218 十 GEs +t ro + HnEns Ei) 
= de EF) Tt das ei) +t or + dn ens E72 
一 可 
充分 性 , 显然 se 在 Le;} 上 的 举 标 为 
(和 
(2) 

由 (ay e;) = # 有 

{Ee,, £1) = {° » J 

1, i= 
襄 ey es … en" 是 的 标准 正 交 基底 ， 
4， 解 ， 由 齐 次 线性 方程 组 

Xi t= 

| 十 光一 证 光 二 性 
得 解 空间 的 基础 解 系 为 

a=t1,0,0,-5,-—1) 

C= (0, ly 0 一 4 一 上 上) 

t=O,0 .1,4,1) 
将 其 正 交 化 

B=(1,0,0,-5,— 1) 


_ _ {0,, B1) 
a BBD 
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= 二 -7,9,0,- 1,-2) 


一 《Gy BP,) 加 《ex， 月 ) 
Bm BB CB Bt 


1 
=JEt7?,6,15, 1,2) 


再 标准 化 
m1,0,0,-5,-1) 
1 3 3 3 
7 . (7, 9, 0, 一 1. 一 2》 
时 S315 了 量 时 
i 二 1 (7r,g, 15, 1 ,2) 
3 35 
是 解 空间 的 标准 正 交 基底 . 


6。 证， 将 &/，os， …， am 扩 为 让 的 标准 正 交 基 朵 ， Fly ry "pg 


站 邻 
你 二 淆 1 枕 1 十 Xt tN tl 二 二 这 


由 第 3 题 有 


有 旺 


t=| 


ja| = (00) = wt Nt 


Da, CD al *, 


| 


6 因为 由 {e 站 到 {ay} 的 过 滤 和 炬 阵 为 
各自 二 


| 
| 


ts| es| wes] to 


”~ 


1 


Eo] rseo| | 
| 
ww es] ew | 


机 


工 为 正 变 阵 ， 因此 &， zy 4 是 标准 正 交 基底 , 
?， 解 ， 容 易 证 明 a,aa， 是 线性 无 关 的 ; 故 是 VY 的 基底 ,将 其 
上 应 化 得 
Pi=et es 
一 1 一 二 2 -了 工 。 
Bb, 3 2+ 日 D3 


B=et et ele, 


再 标准 化 得 


We 一 “1 te 一 282 十 28,— er) 


1 
WE T+ ez Es — Es) 


故 ?， zy 蚌 六 ,的 的 标 准 正 变 基 庶 。 


和 
ii 2 一 


1， 证 ， 设 on 是 正 冯 变换, {&/} 是 标准 正 交 基 底 , 0 在 {ai} 
上 的 表示 矩阵 为 ,TT,， 那 么 oo: 在 {9;} 上 前 表示 窍 阵 为 TT,, 因 TT 
是 正 交 阵 ， 而 正 变 阵 的 乘积 仍 为 正 交 阵 ， 故 了,T, 是 正 交 阵 ， 因 
此 ce 是正 交 变 换 ， 

又 因 e 在 te 上 的 阵 为 了 T"'， 生 正 奖 阵 的 逆 阵 仍 为 正 交 阵 ， 故 
go 仍 是 正 交 这 换 ， 
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32， 证 ， 1 ) 对 任意 cy, 及 
olkat 8) = Rat iB— 20n, Eat HH) 7 
= Eatm) + af 
喜 s 是 线性 变换 ， 
(Coa) otB)) = (a D000, GD)9 月 一 2 六 2 
= (oa 朋 一 209 Pd) — L070) (7, 门 
+ 69, 0) Cy PY CP, 9) 
= (x, P) 
故 c 是 正 交 蛮 换 . 
2 ) 由 ? 荆 单 位 向 旺 ， 将 ? 扩 为 标准 正 变 基 典 ， 
pp, gy ea ye 
因为 
GW) = Y= 7 
ei) = er— DN ei) We; f=2,3,. A, 
所 以 a 在 w，ess 5;，…'s en 上 的 表示 窍 阵 为 


-1 
1 
a ~、 
1 


MI= -1 
3) #4 的 特征 根 有 # 个 ， 现 有 x# 一 1] 个 1， 六 一 个 也 一 起 是 实 
数 ， 证 为 4， 于 是 有 


4 
1 
全 人 Ezy 9 En = 《si Ezy '"*s | 本 


于 是 有 
(otel), ste)) 一 A (ey E17 = {eis e1) 


因此 


故 


如 = 土 1 
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但 因 玉 ,是 # 一 1 维和 的 ， 因此 
=-1 
于 是 
GE 一 一 El 


les) = ei E23 
(el Ei) = ?~— 2 dg 其 


| 


二 -一 一 一 一 


| | 


(Wet) 上， 了 3 
sD) = (ET) te =- -0 = 
下 面 证 明 对 任 一 xE 1 部 有 
KG) = — 2 0 
任 取 aEV, 则 有 
=n Eest + aen 
oa) = s+ ,gt .+ Enen) 
= Eo{(n) + Ro (es) + er + agten) 
= — Emt+ ket": + oes 
D0 mn = E+ es + 十 Eneny WW) 
= 2 
a— am) n= — Etert + kaen 
因此 
ola) = — 282,79)Y, 
3. 证 明 ， 将 sy es …，sr 扩 为 广 的 标准 正 交 基底 @，&4，…， 
gw emry en 同时 将 092 ycmn 也 扩 为 了 的 标准 正 变 基底 ， 即 
Gyan yd mrs Ca 则 由 线性 变换 一 章 的 习题 第 1 题 有 ， 存 在 
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线性 变换 = 使 得 ， 


de) = os 二， 谢谢 十 二， 
又 因 o 将 标准 正 交 基底 {ei} 变 为 标准 正 交 基底 {ai}, 故 o 是 正 交 变换 . 
4。 证， 令 
TaT 


并 将 e， 扩 为 标准 正 奖 基 展 ， 


Ely Bry +*rag Bn 


并 将 ff. 扩 为 标准 正 交 基底 ， 
fda sf 
由 上 上 题 知 ， 存 在 正 交 变换 使 得 
atei) = 广 ， 
则 1 8 
TH) = (各 = 加 =f, = 
叉 因 为 ,8 的 长 相同 ， 即 
|g| = 
因此 有 
ola) = 月 
- 证 ， 因 为 
(olat+B) -alo) ~- olB), gta+B) ala) - al)) 
= (ate+P), otath)) ~- 2a tH, ola)) -2(ota+), 
ak》 + ole), oe) + totB), otB)) + 2(ola), olB)) 
= t+) 2a+t a) -22+ T+ (a,a) 
+ (P,P) +2ta, 月) 
= {atph, atp -2(arpath)+(latharh) 
= 


eh 
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3 


所 以 
otat+h} -ata) 一 of = 


即 
dfa+ 有 ) =o(a) + olP) 

又 
CaCka) — Bata), atkea) — Eata)) 
= {olka), otka)) — S(t0), oka)) + Calta), Eola)) 
= (ka, En} — Sk la, Ea) + Ele, ea) 
= Ei:(a,a) — 2kE: (oa) + Ek’ (Ca, a) 
= 人 0 

所 以 
olkay -Eata) =0 

如 


gtka) = kota) 
因此 a 是 线性 变换 。 又 因为 
(afga)yaotD)) = (a, AP) 
六 此 o 是正 交 变换 , 
6. 证 ， 取 4 8,，*…, em 为 WV 的 标准 正 交 茜 底 ， 并 扩 为 的 标准 
正 交 基 廊 


站 


显然 有 
Wi= Li(e,:s 下 | 
因 正 交 上 变换 将 标准 正 交 基底 变 为 标准 正 交 基 座 ， 故 
他 人) 人 《8 "ss Tem) TB), "ny oten) 
仿 是 F 的 标准 正 变 基底 ， 而 
Fe, ft ” de EW 
olemtt), Ce rt EWI 
昌 是 他 们 的 基底 ， 因 此 矿 5 是 的 不 变 子 空间 。 
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7. 证， 因为 对 任意 oa, BEV 
{C00 t+ G00) C0), PY = (aosfey PB) + Cos0t0), A) 
= to, {ey), o (BY) + (Co (2), oP)) 
= {a, qa (PY) + (a, oo (p)) 
= (eay g9. (PA) + oo (BP)) 
= (a, (oat oo0) Cp)) 
故 r:o + ma: 是 对 称 变换 。 
8， 证 ， 设 rEW， RE 人 WT, 因 olx}E 玉 , 故 有 
{ola), BY = Ca, oth}) =0 
改 
oew? 
因此 邢 :是 o 的 不 变 子 室 间 ， 


习 是 十 三 


1. 和 解 ， 今 cl =1 ,6 = %, 人 二 人 人 


将 其 正 交 化 ， 设 


B=a -1 
i _ (a PB,) 
fe BB 
因为 
{a2, PB1) = | x1d0%) = 洛 
所 以 
PB, =% 
a (cB) pn te,, 及) 
Bom BB the Bl 
因为 


Ha 人 


(co p0) =| dx = 


ow | 


(a,, B,) 六 | 和 二 
-1 


,8) “| 1 dx-2 
一 【人 


所 以 
P= x - 子 
(os 1) (a 6,) 一 (gi 8B) 3 
oe BB ~ BBN CB) 
网 为 
(a 月) = | ax=0 
上 
_ 
CoB,) 一 | ax= 5 
人 
Cp,, BY -| 区 4 = 全 
人 
《zy 月 )) =| dx =0 
酸 
BP,= Ee* 
再 将 其 标准 化 
- 1 gv2 
| 1B a 他 
1 8 -之 6 
凡 
1 


- - Y1003xe-1 
3 


— 1 _v Id 3 w 


#0} 


由 此 而 得 79: 79s 3 是 DCx] 中 一 组 标准 正 交 基底 
2。 让 ， 由 于 


人 与 9 都 是 不 大 于 0 的 整数 ， 故 有 


(a PD) 0 
又 由 于 
(us) 4(ay 有 
(a) (B.D ”a ji 之 0 的 正 整 数 ， 
由 柯 西 不 等 式 有 
| (a, BY)| 
加 Br < 
所 以 
C2, B): 
(a) 
故 有 有 


0< 区 生态 历 <4 且 是 玫 
设 a, 月 之 疗 夹 角 为 8， 则 有 
Odeos 0 4 
因 a, 有 线性 无 关 ， 故 cosbs 寺 1, 且 4cos:8 是 整数 ， 所 以 有 
deos:d =0, 
4cos:8=1 
4cos:0=35 
ACOSH = 3 
由 (&, 8) <0, 则 有 


cosg =0 0 = 也 
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_ vw 2 3 

Code 二 一 ” 一 -一 一 一 -- 
二 一 3 二 一 

cost # 


因此 a, B 的 夹 角 只 能 是 于 ，7， 了 7 窑 7 


4 
3. 证 ，1) 设 xaE (下 + 开 四 2 即 
{a WW +HW,y=0 
对 任意 5E 帮 ,， 
B=B+0 EW,+H, 
则 由 (1) 得 
(a, PB) =0 
即 
gat 
国 理 可 得 
aEWi 
故 
aeEWr Nm 


叉 性 到 aE 玉 t 由 W?, 则 有 
(a, WI) =0, (a, W,) =0 
任 取 PEWW+ 斌 ,出 
B=B.+p,, Bp;EW,, i=1,2, 


(a, 月 一 (a, a +pB,) 一 (a, A,) 十 (a, Hb,) 二 放 


故 

a€ (WL + ,+ 
因此 

OW rm iamWr NW 
故 


(HW +r = tN 


(2) 
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2) 将 (3》 中 的 不 ;， 丈 : 换 成 太 1 与 玉 z 则 有 
WirWDT = WH NCW) = WNW, 
故 有 
Wi+Wi= (WW, NW, 
4. 证 ， 考 次 等 式 
kat (C1) 
由 《1) 分 别 与 &,&;;，…,&s 取 数 积 则 有 
Ee yo) + Eo 0) + eet Bo (os on) = 站 
{ory Gn) + (a A) + + Eos) = 人 {2) 
Rens OY) 十 下 Gy) + -+ a, ny = 
由 上 式 知 &, 6a;，…, ga 线性 无 关 当 且 仅 当 (2 ) 只 有 零 解 当 且 仅 当 
CG (my a Ha) 0. 
5， 证 ;因为 su gt sa 是 标准 正 变 基 底 ， 诬 以 


(a 7) = aa + + entia= : 


点 三 上 
重 [ [i 
> | akaatr， Derant 
点 二 | 是 一 上 上 三 | 
EE 音 
Ga,, dy rp ny = Derrann Da Desa 
起 二 | 上 二 | 点 二 】 
是 | [i 
Deait DE 人 Cokaak 
果 三 1 点 二 | 此 三 1 
A in A Fr 
A 人 
Ha A In A th 
£ 
=| a;;| 


— 1 2 
Es ” [a 


6., 证 : 将 8， B,,…, 8 标准 化 而 得 到 标准 正 交 基 且 


有 i492, 
“= i 
即 
A a | 
(*)-( | ) ) 
p， Ba 
由 上 题 知 


GB,, B,, "sg Bs) = 1B 8, | pr )? 
一 CH,, PB) CB,., Br} (A B,) 
因 卢 ， Pas "ss 凡是 由 ci aa， “sy as 正 交 化 得 到 的 ， 故 


全) 人 


| a 
-er 
an 户 


页 对 ”也 是 下 三 角 阵 ， 旦 | 对 | =1, 进而 有 


| |B | 6 El 
民 -| 2 \ 3 ) 
Tn Bs | En 
IB, | 
| Pl、 ) 
IB | 


一 (Hi, FH) (B,, 9H:) 上 (Pry Ps) 


全 
G (ay G2 sg a) = 


因此 月 


下 (2 Cr sn) =G(P,, BP, *…, PB,) = (CP, BI) CPs, Bi) CHa, Pn) 
7 ， 证， 车 9 n8: 不 室 ， 设 aE 5 站 5,, 则 有 
(ca) = 
故 有 
= 人 0， 


8， 证 ， 对 任意 fEW,，wEW,, 于 十 有 


#= Daa, 


六 = 》 Jpi 


一 上 


(97) = (xe y 7 = YY (rin Pi) 


=0 
故 凡 ,WW, 正 交 ， 
3, 证 ， 训 
a 二 + 
其 中 a EW，a,€EW:, 令 ees，… em 是 仇 的 标准 正 交 基底， 则 有 


立 ， 一 Re, 十 ,£, 十 i 十 尼 ， En 


于 是 有 

a= Eet kest + kenmt Cs 
而 县 

(a, Ei) 一 k,, 让 二 1， 2, "re Fir 
故 


a = (oa, eet Cay ee) est rt (Ry, Em) Epre 
10. 证 明 ， 必 要 性 ， 对 任意 s 世 这, 则 有 
a—t=a-P+h-é 
PP-éeW, mc- BEW+, 
(a -PB,B-e)=0 
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| 人 一 引 和 = (ae-é,a— 8) 
= (a—- BB+-é$, ag—- ith- é) 
= (a- Ba-pB)i(th—t,8 -£) 


= lz-Bl:+|B-: 
又 因为 
BB-&l :0 
故 有 
a- eA: 
因此 


le -二 | 之 区 一 有 


Iie -pls 
又 由 已 知 条 件 
可 一 骨 委 | < 一 有 | 
故 有 
la -Bl =|a-A 
即 
(aHa-D= a-h, a~-B) 
售 
a=P,+7 
于 是 
(a-pa-PD = -Ptr, DP-h+Y) 
= (Bi 一 有 有 -有 由 + 人 六 
= PB-Bp-D+ ae-H,a-p,) 
故 有 
(Bi-B,B -P=0 
因此 有 
B=B 
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即 8 基 x 在 斌 上 的 内 射影 
11. 证 ， 因 4 是 正 变 您 换 o 在 标准 正 交 基底 上 的 表示 矩阵， 救 
4 是 正 交 隆 。 叉 因为 
-DI-Al=1(-DAA4-A=|1 AI~-A -1 


=| A'|-I-AI 
=| 1 -1 一 

又 因为 |41= 一 1, 破 有 
I(-DI-A=-1-D1-4l 


所 以 有 
人 一 1 一 =0 
即 (- 是 a 的 特征 根 。 
12. 证 ， 国 ai Tay +" an 是 标准 正 交 基底 ， + 是 正 交 变换 ， 则 
TO) TAO) tta,s) 也 是 标准 正 交 基 廊 ， 于 是 有 
(rT (01) ,5 (os ‘st (rn)) = (Bs Ps Bo) TT 
显然 是 正 交 阵 ， 令 
T= (Cap) 
由 Ya = 上 B, 可 得 


1 2 
9 
cr Te 
0 
由 工 是正 交 阵 可 有 


1: 十 三 十 二 二 


由 此 而 得 zx = 0, (E=2,3,., 8)., 


于 是 
1 0.0 
9 
r( Ta ) 
0 
即 
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所 以 

Li(r(a), To) pe Ta)) EL Bs, Bo) 
又 因为 
dimL (rt{a,) , Ta) ,ys Tn) ) = dimL iif,, 
故 

Li{rtap ,Tam) ta) ) = L (pr Hs), 

13. 证 ，1) 必要 性 ， 设 o 让 标准 正 交 基 诡 ,tz， 

示 上 矩阵 为 度 对 称 阵 ， 贴 

(ol 61) 一 六 一 人 KE 让 
对 任 党 a，BEV ,有 


=! 


B=B0 tet t buea = Ybit; 


1 三 1 
(gta) ,PB) = @ obiy oi, ) = yy 《efer) yi 
三] i=! i 二 lj =t 
同 理 可 右 


(oa 人 有) = Deibi Ce o (en)) 


i=li=l 


(gm) ,B= ~— {a, of)) 
充分 性 ， 设 ta， "ry En 是 一 个 标准 正 交 基 座 


Bn) 


“yn 上 榴 表 


GF) = Be tT Rad t er + Eastn f=1,2,.…,# 


于 是 
(a C82) 3 47) = ji 
(a (21) #0) = ka 
由 反对 称 性 知 
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(qe7) 8) = — (ei (6))) 
Bi: = 一 此 中 
故 = 在 标准 正 交 基底 eesz yt 土 的 表示 矩阵 为 反对 称 隆 ， 因 此 a 
契 反 对 称 变 换 ， 
2) 对 任意 ae 世 WI*, 去 证 明 eata) EW,'， 
任 取 P 和 下: 有 a( 肌 入 放风 
(cy at 由 )》 =0 
由 题 设 0 是 反对 称 的 ， 所 以 
(oa) ,PB) = — (ao(B)) =0 
玖 go (0) 局? ， 是 a 的 不 变 子 空间 ， 
14. 证 ，1》 由 练习 三 的 第 2 题 知 ， 镜 面 反 射 变 为 a 


TE) = o) 开 7 为 单位 同 让 (1) 
令 
B=a— 2{n,a)n 《2 ) 
a— =2(%,a)Y 
因为 < 半 B, 所 以 
(7 9) 0 
于 是 
= (3) 
面 


(93) 和 + ) 


= 2 (7 a) 《as a) 一 (Pa 


1 


-soa ! 一 (P,&}) 


(a, 7)* = (1 — (Ca, A)) 
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(a = TI (BY (4) 


将 (4) 代入 (3) 得 


p= 2- (5) 
v2 — (a 8)) 
且 可 验证 
(Cy,7) =1 
再 将 《5 ) 代入 镜面 反射 公式 ， 且 由 “2 》 可 知 镜面 反射 
ala) =B 
2 ) 设 e 是 正 交 变换 ，siy 61,…, 5 是 一 个 标准 正 交 基 腰 ， 
Tle) = ni I=1,2, "yn, 
网 ?73 …9。 是 标准 正 交 基 席 ， 如 果 
ej 二} 1 = 1 2 
此 时 ， 我 们 定义 
ifeD 二 一 中 
dE) = EF; i= 23， 
可 以 验证 是 镜面 反射 ， 且 有 
oF = go 


下 面 若 ey es En 号 9 3 7 不 尽 相同 ， 不 芒 变 z, 志 YY， 出 
1) 知 ， 存在 镜面 反射 o 
ge) = 
ots) = Ei 7 二 2 3 
到 
oes si rn Bn) = Ws Ea En) 
这 里 车 &; =”%; 则 sa = ri 问题 得 证 。 和 否则 ， 若 总 所 9 又 可 定义 
Gata) =a— 20 0 
其 中 
§, 一 2 
1 7 条 


6ll 


那么 可 以 验证 
GTz 5,) 二 了 
Oo 7 = 
则 有 
Fai (ey Ery "sy En) = (WW Es E's) 
仿 此 做 下 去 ， 则 有 
Ter GE Bos "sy En) = (WI) 
所 以 和 
柯 一 全 :| 
其 中 心 是 镜面 反射 . 
15。 必 要 体 ， 因 a 是 正 交 变换 ， 且 
slo) = Pp 
故 有 
(ai 7) = {ota}, otai)) = (Bi BY 
充分 柱 ， 分 四 步 进行 证 明 
及 先 ， 不 妨 设 a a,;*…, am 的 航 庆 无 关 组 为 2, &;,*…,&r 去 证 记 ， 
B,…，B, 也 是 极 大 元 关 组 ， 
事实 上 ， 由 aoa: ar 是 线性 无 关 ， 据 第 4 是 有 
(ey Ca Ge a, a) 
Co I) Cosy ed Cy tr,) 


G (a CR) = 


去 


《Cr TI) ayy 人 Ca 
又 由 
(cp ai》 = 《Bi B;) 
有 5 人 (PP) 冯 0 因此 8,58.， 及 线 性 无 关 。 
又 在 有 ,有 …,B 中 任 取 有 ,， 考 外 a 由 aoa: ar 是 极 大 无关 
组 ， 则 有 


Fr 
并 ,一 Dkia 
下 二 了 


f12 


那 必 


(8, -了 Bn Bb, _ Th, )= (B82 -3 (8,, Bs, ) 


1 二 1 


人 


= (BB) -2 pe (BBD) + Dkk (Bi 有) 


了 一 11 三 | 


= (as) 一 了 2 can + DE ;i i) 


二 下 一 上 


- C - Fa, cr 一 YA 


= 
政 有 


及 一 Vp, 三 必 


即 


= 六 Ap 


则 局 ,及 Br 是 问 量 组 的 极 大 无 关 组 ， 
其 次 和 证明， 将 a &,,… ,a 标准 正 交 上 化 后 得 标准 正 奖 组 ee 


ti Fy hr 
i 
《ely Ez 六 = CAs 2 "os Ce) 本 本 , tr 《1) 


\0 0 cp 
旭 
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Ri Fe "ir 
(pi Wa 9 7) = (Bs Pi, | (2) 
0 0 nt,, 
也 是 由 有 ,ps 有 所 得 到 葛 一 个 标准 正 交 组 . 
事实 上 ， 因 为 
(ai ai = (Pi, Bj) 
则 有 
yn) = CB t tuBet er t to hsP +t tif t + tb) 
= Cm bots tt dos Ft fs +t $d) 
= {gry €j) 
故 ? yz …，?* 是 一 个 标准 正 变 组 ， 
然后 由 本 章 练 习 三 的 第 3 题 ， 存 在 一 个 正 交 变换 as， 使 得 


atei) =7) t=1,2, ,+ (5) 
最 后 证 明 
oo) = pb; 


事实 上 ， 由 (1) 式 有 
dey Erg ry Ee) = Cala) ola ola)T (4) 
再 由 《3 ) 各 (2) 式 有 
Gy et er) 二 《人 9 se) 
= (Bi, Bs", B}T 《5 
比较 (4) ， (5) 则 有 
olori) = f=1,2°, # 
任 取 卢 , 则 有 


Mt 


B, = Dkih 


由 1 的 证 明 有 ， 


d= Yh 
‘= 


人 


于 是 有 


oo) = Dio ai) = DB = 及 


从 而 河 题 得 证 . 
16. 证 ， 度 
AA= (ago 7 On) 
其 中 i = (41;s G219 “sn;) i =1, 2, .4, 
下 面 证 明 必 要 性 ， 设 xX = XX 2 XX 是 “1) 的 任意 解 ， 
则 可 有 
B= x a + wd tt Xs . 


及 人 度 W 一 人 x 由 是 (2) 的 任 一 解 加 量 ， 出 | 


RX Nt 0 =] 2 
其 

(ais %0) 二 站 
故 ai 的 任 一 线性 组 合 与 x。 正 交 ， 即 有 

(PB, Xx) =0 


充分 性 ， 设 厂 是 cy cs aas 生成 的 子 宇 则 ， 
W = 工人 人 安 2 二 
刚 WW+ 怡 好 是 “2 ) 的 解 空 间 ， 放 
BLW! 
于 是 
AEW 
邦 是 xy er … as 的 某 一 线性 组 合 ， 训 
月 = Yue + Xs tr + Xa 


因此 是 《1) 的 解 ， 
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后 记 


本 书 是 在 我 们 讲授 次 等 代数 的 讲稿 基础 上 改编 写成 的 。 这 次 改 
编 充 分 注意 到 广大 自学 读者 的 具体 情况 和 实际 需要 。 

责 二 成 同志 参加 编写 了 第 二 和 第 三 章 ; 高 绪 廷 同志 参加 编写 了 
第 四 、 第 五 和 第 六 章 ; 退 志 和 考 同 志和 参加 编写 了 第 八 、 第 九 和 第 十 这 
三 章 。 

由 于 我 们 的 水 平 所 限 ， 书 中 的 问题 一 定 不 少 ， 和 希望 大 家 提出 批 
评 、 措 正 。 


编 者 
1981 年 11 月 
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